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TEMA 50

GEOMETRIA ESFERICA.

1. GEOMETRIAS NO EUCLIDEAS.

Durante dos mil afios la geometria de Euclides fue considerada como una verdad &b-
soluta. Basada en diez axiomas, tan evidentes que nadie los negaria. Desde hace siglos
los Elementos de Euclides permanecieron inviolables.

No obstante, todo no era correcto. Algunos pensadores, Euclides mismo fueron
perturbados por e axioma5: el axioma de las paralelas de Euclides.

Axioma de las Paralelas;

Dada una recta L y un punto P no contenido en L, una y solo una recta puede ser
trazada, pasando por Py paralelaal.

Este axioma no puede ser verificado experimentalmente. Podemos trazar dos 0 mas
rectas gque pasen por Py no intersecten a L, sobre una pagina, sin importarnos |o grande
gue sea la hoja que usemos. Debemos suponer que todas, excepto una de estas rectas,
interesan a L en alguna parte indefinidamente lgana.

Por lo tanto como los otros axiomas son simples, claros e intuitivamente razonables,
surgi6 el afan de deducir €l axioma de las paralelas a partir de |os otros nueve axiomas.

Tres hombres: Gauss, Lobatchevsky y Bolyac, independientes y con pocos afios
entre s, descubrieron el sistema geomeétrico que llamamos geometria no euclidiana y
probaron que el axioma de |los paralelos no puede deducirse de los otros nueve.

Al intentar probar el axioma de las paralelas, € argumento que dieron fue: supon-
gamos que los otros nueve axiomas son vaidos, pero e axioma de los paralelos no; en+
tonces si por una deduccion |égica podemos llegar a una contradiccion, el axioma de los
paral el os esta probado.

La negacion del axioma de las paralelas puede tomar dos formas:

a) Dadas unarecta L y un punto P no perteneciente a L, no existen rectas que pasen
por Py sean paralelasal.

b) Dadas unarecta L y un punto P no perteneciente aL, a menos dos rectas pueden
trazarse, pasando por e punto Py paralelasal.

Con cada una de estas formas surgen dos tipos de geometrias no euclideas.

1. La geometria hiperbdlica de Lobatchevsky y Bolya.
2. La geometria eliptica de Riemann.
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1.1. Geometria hiperbdlica de L obatchevsky.

Gauss, Lobatchevsky y Bolayac eligen la forma (b) de negacién del axioma de las
paraelas, que es frecuentemente [lamado, axioma de |as paralelas de Lobatchevsky.

Ellos supusieron (b), junto con los nueve axiomas de Euclides. A partir de ellos de-
dujeron muchos teoremas totalmente diferentes de los de la geometria euclidiana, pero
no encontraron ninguna contradiccion a los axiomas, con lo que afirmaron que habia
geometrias distintas a la Euclidea.

Algunos de los teoremas, los que estan basados en los nueve axiomas, son los mis-
mos gue en la geometria euclidiana. Por gjemplo € teorema: “Los angulos opuestos por
el vértice son congruentes’, es comun a ambas geometrias. Sin embargo |os teoremas
basados en € axioma de las paralelas toman una forma totalmente diferente.

En la geometria de Lobatchevsky se establece que la suma de los &ngulos de un
triangulo es siempre menor que 180°. Ademés no todos los tridngulos tienen la misma
suma angular. Cuanto mayor sea el &rea del tridngulo menor sera la suma de sus angu-
los. Puesto que los tridngulos mas grandes tienen sumas de angulos diferentes no hay
tridngulos semejantes, triangulos que tienen la misma forma, pero diferente medida. En
la nueva geometria, i dos tridngulos tienen sus angulos congruentes, entonces |os trian-
gulos también los son.

En esta geometria no hay rectangulos, ya que s tres angulos de un cuadrilatero m-
den 90° , e cuarto debe tener una medida menor. Ya que a dividirlo en dos triangulos
deben ser <180°.

Un modelo para la geometria euclidea es € plano con las nociones de puntos y
recta.

Lasiguiente superficie

es |lamada pseudoesferay es un modelo para esta nueva geometria.

Las “rectas’ sobre esta superficie son las lineas mas cortas entre puntos de €lla, es-
tas distancias se denominan geodésicas. EI comportamiento de puntos y rectas sobre
esta superficie da origen a los axiomas de la geometria de Lobatchevsky. Dados una
recta L y un punto P no perteneciente a L, un numero infinito de rectas pueden ser tra-
zadas por P, paralelas a L. Sobre esta superficie las rectas paralelas no son equidistantes
en todos sus partes, como |o exige €l teorema de la geometria euclidiana.

La suma de las medidas de los angulos de abc es menor de 180.
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1.2. Geometria eliptica de Riemann.

Poco después de la construccion de la geometria de Lobatchevsky un matematico
Bernhurd Riemann construy6 otra geometria no euclidiana, empleando €l axioma (a) y
algunas veces (no todas) los otros axiomas de Euclides.

Su geometria fue diferente de las de Lobatchevsky y Euclides. En la geometria de
Riemann no hay rectas paralelas y la suma de las medidas de los angulos de un trian-
gulo es mayor de 180°.

Un modelo para la geometria de Riemann, es la superficie de una esfera.

C Las “rectas’ en este modelo, son circunferencias na-
yores, las geodésicas de la esfera. Todas las rectas se inter-
sectan y € triangulo abc contiene dos angulos rectos, de tal
forma que la suma de sus &ngulos es mayor que 180°. En
esta geometria, cuanto mayor es € area de un tridngulo,
mayor es su suma angular y solamente son semejantes
aquéllos que son congruentes.

1.3 Compar aciones entre la geometria euclidea y no euclidea.

Vamos a comparar algunos resultados en la geometria de Euclides, Lobatchevsky y
Riemann.

En la geometria euclidea, dos rectas distintas se intersectan en un punto, a lo mas,
de igua forma ocurre en la de Lobatchevsky, mientras que en la de Riemann, lo puede
hacer en un punto o en dos.

Dada larecta L y un punto P no perteneciente a L, segin Euclides existe una Unica
recta paralela a L que pase por P, segln Lobatchevsky existen a menos dos y segin
Riemann no existe ninguno.

Segun Euclides las rectas paralelas son equidistantes mientras que Lobatchevsky
asegura que no o son.

La suma de los angulos de un tridngulo, para Euclides es 180°, para Lobatchevsky
es menor de 180° y para Riemann es mayor de 180°.

Si en unarecta consideramos un punto de ella, esta queda dividida en dos partes pa-
ra Euclides y Lobatchevsky mientras que no queda dividida en dos partes para Rie-
mann.

Dos triangulos con angulos homdlogos iguales para Euclides son semejantes,
mientras que para Lobatchevsky y Riemann son congruentes.
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2. GEOMETRIA SOBRE LA SUPERFICIE ESFERICA.

2.1 Superficieesféricay esfera.

El conjunto de todos los puntos del espacio que equidista de un punto fijo O llama-
do centro, recibe el nombre de superficie esférica.

Ladistanciadel centro a uno cualquiera de sus puntos se llama radio.

La superficie esférica descompone a espacio en dos partes. El conjunto de puntos,
A, cuyadistanciaa centro es menor o igual que € radio se denomina esfera.

El conjunto de puntos, B, cuya distancia a centro es mayor que el radio constituye
la parte de espacio exterior alaesfera.

Una parametrizacion de la superficie esférica es la siguiente.

1 X=r cosq cosj
@)= y=rcosgeen

{
2 -
| % 1 z=rsenq

Z C)(n\,!z)

| e X
v \\I/V sendor € radio delaesferay:
0<j £€p y O£qQq£f£2p

2.2 Circulos maximosy menor es.

Un plano que pase por € centro determina sobre la superficie esférica una circunfe-
rencia, pues la seccion sera el conjunto de puntos de dicho plano que equidisten del
centro. Esta circunferencia se llama circunferencia maxima.

Se deduce de aqui, que en una circunferencia maxima
gueda determinada por dos puntos que no sean diametral- e
mente opuestos P, Q, y junto con e punto O determinan el
plano del cual obtenemos la circunferencia (como interseccion
de ese plano con la esfera)

Si un plano p no pasa por e centro, pero tiene mas de un punto comun A con la

superficie esférica, determina sobre esta una circunferencia que se llama circunferencia
menor.

En efecto: la perpendicular por € centro O a plano p, corta a este punto C s A es
un punto cualquiera de la seccion.

Como d tridngulo AOC es rectangulo en C, se verificara
CA*=r?-0C?=r%-d?*=cteycomo r? - d* esun nume-
ro fijo, serd AC un segmento de longitud constante indepen-
diente del punto A elegido. Los puntos de esta seccién equi-
distan por tanto, de C.
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Ademés los puntos del plano p que equidistan de C estan en la superficie esférica
gue su distanciaaO esr.

Luego la seccion de la superficie esférica por el plano p es unacircunferencia.

Esta circunferencia queda determinada por tres puntos y no por dos como las cir-
cunferencias maximas,

Por lo tanto podemos hacer una distincion entre ella. Mientras unas se comportan
en una geometria sobre la superficie esférica como las rectas en e plano las otras se
comportan como verdaderas circunferencias. Podemos por tanto considerar a las prime-
ras como las rectas de la superficie esféricay alas segundas como las circunferencias de
la misma

Veamos que, tomando como modelo esta geometria, fue como Riemann hizo su
geometria eliptica.

Teorema.
Dos circunferencias maximas se cortan en dos puntos diametral mente opuestos.
Dem.

Esinmediata ya que los planos a, b que pasan por un punto coman O, se cortan
en unarecta d que pasa por O.

Sean C, y C, lascircunferencias que se forman al inter-
sectar los planos a, b sobre la superficie esférica E, es decir:

c,=aUE C,=bUE

pero d corta a ambas circunferencias en dos puntos A y B
diametralmente opuesto.

Se deduce de agui que dos rectas de esta geometria sobre la esfera tienen dos pun-
tos comunes. La geometria sobre la superficie esférica carece de rectas paralelas.

2.3. Simetrias en la superficie esférica.

Un plano diametral, es decir, que pase por €l centro de una superficie esférica, des-
compone ala esfera en dos partes |lamadas semiesferas.

Consideremos una de estas partes y la porcion de superficie esférica que la limita
Su simetria respecto a plano estara constituida por puntos equidistantes del centro, lue-
go coinciden con la otra parte de la superficie esférica. Todo plano diametral es por
tanto, plano de simetria de la superficie esférica.

L as rectas que pasan por el centro de la superficie esférica se llaman diametros.
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Todos los planos p que pasan por un diametro AB son

planos diametrales de la superficie esférica y determinan - E B
bre éstas, circunferencias p UE. AB es ge de simetria de
estas circunferencias y por tanto de la superficie esférica.
Luego todo didmetro es gje de simetria de |a superficie esféri-
ca
A
2.4. Plano tangente: angulos en la superficie esférica.
Sea E una superficie esféricay A uno de sus pur+ —
tos. El plano p perpendicular a OA en A tiene € punto i
A comun con la superficie esférica y todos los demas G
son exteriores puesto que OB>OA=r i
i B
n A

DEF Se dice que este punto es tangente a la superficie esférica. Luego en cada punto
de la superficie esférica podemos, por consigna determinar un plano tangente y sola-
mente uno.

Sean C y C dos circunferencias de una superficie S —
esférica E, que se cortan en T. En sus planos podemos
trazar las tangentest y t’, respectivamente.

TEOREMA tytl p / ”<' '

Dem.

OC es perpendicular a plano de C que contiene a t, y CT perpendicular a t por lo
quet sera perpendicular a plano OCT y por tanto perpendicular a OT, luego t pertenece
a plano p tangenteaEenT.

De la misma forma se demuestra que t" | p. Luego las tangentes t y t* pertenecen
por tanto, a plano tangente p enT.

DEF Definimos el angulo de dos circunferencias de una superficie esférica como el
formado por dos tangentes a ellas en sus puntos comunes.

Cuando el éngulo de dos circunferencias de una superficie esférica es recto, ambas
circunferencias se dice que son ortogonales y s en particular son circunferencias maxi-
mas se dice que ambas son perpendiculares.

Sea E una esferay ey € dos rectas sobre la superficie esférica perpendicular, es
decir dos circunferencias maximas ortogonal es.

L os planos de cada una son planos de simetria de E y por tanto de la otra,

SeaPunpunto de €. Si Ay A" son puntos de e simétricas superficie — esférica
respecto del plano de €', los arcos de circulo maximo sobre la PA y PA” son simé-
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blema de perpendicularidad sobre la superficie esférica.

tricas y por tanto iguales. Esto nos va a permitir resolver € pro-
ﬁ% E

Sea E una superficie esférica 'y ¢ una recta sobre ella o
sea una circunferencia maxima.

Si A y B son dos puntos de c y trazamos con arcos
iguales dos circunferencias de centros A y B y radios cuales v
quiera pero iguales que se corten en Py Q, la recta PQ sobre la
superficie esférica es perpendicular acy mediatriz de AB.

2.5. Tridngulos esféricos.

DEF Un tridngulo esférico es una porcion de superficie esférica limitado por tres rec-
tas sobre €ella, 0 sea por tres circunferencias maximas.

Estas tres circunferencias se cortan en tres puntos llamados vértices y los angulos
gue forman cada dos de dichas circunferencias se denominan angulos de tridngulo esfé-
rico. Los arcos limitado por cada dos vértices son los lados del triangulo esférico.

Ahora bien tres rectas sobre una superficie esférica deter-
minan 8 tridngulos esféricos:

ABC, BDC, BDF, FAE, DEF, AEC, EDC, BAF

Es preciso por tanto determinar de qué tridngulo se trata.
Si unimos €l centro de la superficie esférica con los vértices
ABC de un tridngulo esférico, obtenemos un angulo triedro cu-
yas caras tienen la misma medida que los lados del triangulo esférico, por ser angulos
centrales y los diedros tienen la misma medida que los angulos del triangular por ser sus
caras los planos de los circulos méximos que define e tridngulo.

Existe, por consiguiente una correspondencia biunivoca entre los triangul os esféri-
cos de una superficie esférica y los triedros que resultan de proyectarlas desde el centro
de la esfera. Esta correspondencia conserva los angulos, lo que permite trabgjar indis-
tintamente con tridngulos esféricos o triedros, trasladando a la otra las propiedades de-
ducidas de una de estas figuras.

2.5.1. Propiedades.
PROP En todo angulo triedro, una cara es menor que la suma de los otros dos.
Dem.

Sea la cara AVC la mayor del angulo triedro, vamos a demostrar que la suma de
AVB y BVC es mayor que dicha cara.
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Para elo llevamos sobre AVC la
cara AVB de modo que VB tomara la
posicion VB™ y sobre estas rectas lle-
vemos VA=VB=VB’". Unimos luego A
con B y con B” de modo que AB” corta
a VC en C. Se forma asi @ triangulo
ABC en & cua s Vverifica
AC<AB+BC.

Pero BVC y B"VC tienen VC comin 'y VB=VB" y como B'C<BC esta relacién se
conservara entre los angulos opuestos, luego B'VC<BVC y como AVB'=AVB suman-
do AVC<BVC+AVB.

PROP En todo triangulo esférico a mayor angulo se opone mayor lado.
Dem.
Sea € triangulo esférico ABC y supongamos A>B. Si
construimos e angulo BAA'=B se forma € tridngulo BAA’

isosceles y que tiene los lados AA” y A'B iguaes.

En € tridngulo AAC’, por la propiedad 13 se tiene

AC<AA'+A’C.
luego AC<A'B+A'C=BC
PROP Lasumade las caras de un triangul o esférico es menor que cuatro rectas.
Dem.

Sea € triangulo esférico ABC y prolonguemos sus lados hasta su encuentro en A”.

R Severifica  BC<A'B+A’C
AB=AB
4 o AC=AC
A Sumando:

AB+AC+BC<ABA"+ACA = 4 rectas.

2.6. Triedro suplementario.
Sea 'V un angulo triedro y tomemaos un punto V" en su interior.

Tracemos por V' las rectas V'A, V'B" y V'C perpendiculares respectivamente a
los planos BVC, AVCy AVB.
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El angulo B'V'C'=a es suplementario del diedro A
por ser rectoslos angulosV'B'Ay V'C'A.

De donde las caras del triedro V* son suplementa-
rias de los diedros del triedro V.

Pero siendo VA perpendicular al plano V'B'C y
VC perpendicular a plano V'B'A” serd la cara b=AVC
suplemento del diedro V'B".

El triedro V~ se dice que es suplementario del triedro V y reciprocamente y las
caras de uno son suplementos de los diedros del otro.

Si superponemos ambos triedros por latraslacion V'V y cortamos por una super-
ficie esférica de centro V, la seccion seran dos tridngulos esféricos que se llaman pola-
res o suplementarios y entre los cuales se verificala relacion anterior.

Si ambos triangulos esféricos son ABCy A'B'C" y susladosson g, b, cy a, b,

¢ seveificara

a=p-A

b'=p-B

c=p-C
y sumando resulta

0<d +b'+c'=3p -(A+B+C)<2p

0 sea p <A+B+C<3p

Por lo tanto la suma de los angulos de un triedro es mayor que dos rectos y € exceso
sobre 180 se llama exceso esférico.
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