TEMASDE MATEMATICAS
(Oposiciones de Secundaria)

TEMA 24

FUNCIONES DADAS EN FORMA DE TABLA. INTERPOLACION
POLINOMICA. INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION DE DATOS.

1. Introduccion.
1.1. Formas diversas de expresion de Funciones.
2. Interpolacion Polinomica.
2.1. Descripcion del Problema de I nterpolacion.
2.2. Interpolacion Linedl.
2.3. Interpolacion Cuadratica.
2.4. Interpolacion General.
2.4.1. Férmulade Lagrange.
2.4.2. Formulade Newton.
2.4.3. Interpolacion Basada en Diferencias.
2.4.4. Error del polinomio de Interpolacion Newton.
2.4.5. Polinomios de Bernstein.
2.5. Interpolacion Inversa
3. Extrapolacion de datos.
Bibliografia Recomendada.

117



TEMA 24

FUNCIONES DADAS EN FORMA DE TABLA. INTERPOLACION
POLINOMICA. INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION DE DATOS.

1. INTRODUCCION.

Al observar los fendmenos que se producen en la naturaleza podemos darnos cuenta
gue se pueden elegir dos magnitudes x e y entre las cuales existe una dependencia
funcional que expresa el aspecto cuantitativo del fendmeno estudiado.

Conocidos algunos pares de vaores de la relacion, el problema que vamos a tratar
de resolver es hallar una curva que contenga dichos puntos y exprese de forma
matematica la ley que rige dicha funcion.

La funcién viene a expresar en términos cuantitativos la dependencia de una de las
magnitudes respecto de la otra. Por gjemplo, |a temperatura de una localidad es funcion
del tiempo, €l precio de un crédito hipotecario es funcion de los tipos de interés, etc.

Lo cierto es que unos cuantos valores de la funcién no la determinan, a no ser que
impongamos alguna condicion extra, como podria ser la de pertenecer a una
determinada clase. Sin ninguna restriccion extra, podemos encontrar multitud de curvas
gue pasen por unos puntos determinados.

Por tanto, para poder resolver e problema de forma completa, debemos fijar de
antemano € tipo de funcién que ha de pasar por los puntos dados, viendo s son
suficientes o no para su determinacion.

La interpolacion consiste en la determinacion de valores dentro del rango de a
variable, a partir de la funcidén calculadora. La extrapolacion consiste en evaluar la
funcién de interpolacion obtenida en puntos que no estén dentro del rango de los datos.
Podemos asi comprobar si 10s resultados obtenidos se aproximan a los esperados.

1.1. Formas diver sas de expr esion de Funciones.

a) Funciones dadas en forma de tabla.

En esta forma de expresar una funcién se disponen los valores del argumento en
cierto orden xg, Xo,...., Xy de la misma manera se escriben los valores correspondientes
delafuncion i, yo,...., ¥n.

De este tipo son las tablas de las funciones trigonométricas, las de logaritmos, etc.

Tablas que expresan la dependencia funcional que existe entre magnitudes medidas
pueden aparecer también como resultado del estudio experimental de ciertos
fendmenos.

b) Representacion grafica.
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Dado en e plano del sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas un conjunto
de puntos P, tal que ningun par de puntos caiga sobre una recta paraea a ge vy,
podemos decir que € conjunto mencionado determina una funcion y = f(x). Las
abscisas de los puntos son los valores del argumento e variable independiente, y los de
la funcion, las ordenadas correspondientes.

Se llama gréfica de una funcién a conjunto de puntos del plano cuyas abscisas son

los valores de la variable independiente y las ordenadas, los correspondientes de la
funcion.

¢) Representacion Analitica de las funciones.
Se llama expresion analitica a la notacion simbdlica del conjunto de las operaciones
matematicas conocidas que se han de redlizar en cierto orden con los nimeros y letras

gue designan magnitudes constantes o variables.

Si la dependencia funciona y = f(X) es tal que f es una expresion andlitica, se dice
gue lafuncién y de x esta dada analiticamente.

2. INTERPOLACION POLINOMICA.

2.1. Descripcion del problema de | nterpolacion.

Gran cantidad de operaciones con funciones exigen un paso a limite, como
derivacion e integracion. Por tanto, seria conveniente conseguir |o que podriamos llamar
“aproximacion polinomia”, que es sudtituir la funcién por un polinomio. Las
operaciones anteriores sobre polinomios son operaciones algebraicas. Ademas, dada una
funcién continua en un intervalo, es posible encontrar aproximaciones polinomiales tan
buenas como se quiera.

El problema consiste en, dados n puntos de una funcion de la cual desconocemos su
expresion matematica, hallar otra funcién real de variable real que tome esos valores. La
funcion obtenida debe permitir calcular el valor correspondiente en un punto intermedio
de los que tenemos, de forma que € resultado obtenido se guste con el menor error
posible a esperado. Y también hemos de poder comprobar si |a funcién se gjusta a los
resultados esperados para valores de x fuera del intervalo.

Si representamos los puntos (X, Yi),...., (%, Yh) €n un sistema de coordenadas
cartesianas, la curvaque los une resuelve € problemade lainterpolacion. Si llamamos
y =g(x) a la funcion que une dichos puntos, tendremos que €l valor de g(x) con
Xl [x1, %] dependera de la curva elegida. A veces podemos demostrar que la eleccién de
la curva es la adecuada, pero otras veces solo contaremos con € conocimiento del
fendmeno estudiado que tenga la persona que trata de resolver € problema.

Consideremos una cierta funcion f(x), que puede ser conocida o no, pero de la que
tenemos los puntos (X, W),....., (X, ). Cuaquier funcion g(x) que pase por esos
puntos recibe e nombre de funcion interpolacion. Como lo que tratamos es de sustituir
f(x) por g(x), ésta Ultima ha de ser més sencilla que f(x). Es por ello que se suelen elegir
las funciones polindmicas, que presentan como ventgjas la facilidad de reaizar
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operaciones con ellas, son expresiones sencillas, es facil calcular €l error que se comete
al sustituir una por otra, €tc.

El error de interpolacion es la diferencia, en valor @soluto, entre el valor de la
funcién dada, f(x), y € que toma la funcion de interpolacion, g(x):

E=[f(x)- glx)

A partir de ahora vamos a tratar de cacular funciones de interpolacion que
verifiquen dos condiciones:

1) Que seanlo més sencillas posibles.
2) Que €l error cometido sea minimo.

2.2. Interpolacion Lineal.

La expresion de unafuncién lineal es
f(x)=ax+b
Debido a que tenemos dos parametros, ay b, es necesario dar dos condiciones para
determinar completamente la funcion. Las dos condiciones son dos puntos, A(xi, Y1) Y
B(x, ¥2), que pertenecen a la gréfica de la funcion.

S sustituimos A y B en f(x) tenemos que

y, =ax, +bi
Y> :aX2+bg

Pararesolver e sistema aplicamos laregla de Cramer:

Y, 1‘ ‘Xl Y

a=e A _Y- Y p=e Yol _ XYo- XY
X X - % X X - X,
] ]

y lasolucién existe siempre que X 1 X, siendo Unica.

Si f(x) es una funcion cualquieray [a, b] es un intervalo del dominio de definicién
de f(x), podemos aproximar la funcion de manera lineal con

o(x)= f(bg: ;(a) L (at)): Zf (b)

donde ambas funciones coinciden en los extremos dd intervalo
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A@f@) y B(b f(b)

Sustituyendo en p(x) la variable x por un valor intermedio entre ay b se obtiene €
valor aproximado.

2.3. Interpolacion Cuadr ética.

Una funcién cuadrética es de la forma
p(x) =axd +bx +c

Dada una funcion f(x), s queremos aproximarla mediante una funcion cuadrética,
necesitamos conocer tres puntos, ya que hemos de calcular los tres parametros.
Igualmente, si de la funcion f(x) sdlo conocemos tres puntos por |os que pasa, podremos
aproximarla por un polinomio de grado dos.

Sean A(x, Y1), B0, ¥) ¥ C(x, ¥) los puntos por los que pasa f(x). Vamos a
suponer gue los tres puntos no estén alineados, ya que en caso contrario, € polinomio
mas simple seria de primer grado (unarecta) y no € de segundo grado.

Sustituyendo los puntos en p(x) y aplicando la regla de Cramer para resolver €
sistema que se obtiene:

ax12+bX1+0:Y1.[.]
ax§+bx2+c:y2§’/
ax§+bx3+c:y3'p

y, % 1 X Y X X Y
Y, % 1 X Y, X5 X Y,
a:y§x31 b:_Xgi Ys C:X322X3 Ys
X % 1 X X% X %
X, % 1 X% % X %
X X 1 X X X X%

Y como e denominador es € determinante de Vandermonde, tenemos que

= (% - %)(%%,)(x, - %)

S X

el cual es no nulo ya que los tres puntos son distintos. Por tanto la solucién del sistema
existey es Unica.

S X < % < X3 tenemos que podemos sustituir la funcién f(x) en [, %] por p(x),
coincidiendo ambas en los tres puntos.
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2.4. Interpolacion General.

Si latablade valoresde lafuncion ainterpolar tiene n+1  puntos, (%o, Yo)
(X1 Y1) ..e . (% Yn), € polinomio resultante de la interpoblacion sera, como maximo, de
grado n.

Sea p(x)=§ ax' d polinomio interpolador. Los coeficientes (a)ogien SON los
i=0
valores que queremos encontrar. Para ello obligamos a polinomio a pasar por los
(n + 1) puntos, obteniendo un sistema de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas.

n

ao +a1)(0 +a2X§ +...... +anXo = yo.l'.'.I
ao+al)(1+a2)(12+ ....... +a X :yl{.,

X % y
2 n
S SCEE Y CRE Y (Y CR ) SN CP
1 X, Xf X:

y ssbemosqueesnonulosi %! x paai?l |.

Aplicando la regla de Cramer, calculamos € vaor de los n + 1 coeficientes,
obteniendo asi la expresion del polinomio interpolar.

Veamos ahora otros métodos que nos van a permitir calcular el polinomio de
interpolacion del grado n de una forma mas rgpida y sencilla

2.4.1. FormuladeLagrange.
Se trata de conseguir un polinomio de grado n que seanuleenlos (n+1) puntos
(%o, Yo)» (X1, Y1)s-very (%, Wn). Para ello vamos a construir n + 1 polinomios, donde el

polinomio R(x) tome el valor Rx(xx) = yx Y Se anule en los restantes n puntos,
recorriendo K los vdores {0,...., n}.

Definiremos P(x) = é” R (x) donde

oU
—
X
S—
I
o
—
X
1
P
=
X
1
x
N
~
=
X
1
<
~
I
o
TU->

gyl
oo
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Para calcular os coeficientes de los polinomios P(x) Ki {0,...., n} apliquemos las
condiciones que conocemos

P(=a P()=8%,
K=0 K:og }1

(6= %)X, = %)X, = X4)

Es facil ver que P(x) =0 " KT {0,...., n}, siendo P(x) € Unico polinomio de
grado n que pasa por los (n + 1) puntos dados.

no{X- X
DEF Loscocientes P reciben el nombre de coeficientes de Lagrange.
=0 (xK - X 5
OBS Si utilizamos la féormula de Lagrange para hallar € polinomio de interpolacion
de grado 1 que pasa por dos puntos, obtenemos el mismo resultado que en 22.

Andlogamente, al aplicar la formula de Lagrange para hallar e polinomio de
interpolacién de grado 2 que pasa por tres puntos, se obtiene el resultado de 2.3.

Ellos es debido a que e polinomio es Unico.
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Este procedimiento de obtencion del polinomio de grado n que pasa por (n + 1)
puntos presenta dos inconvenientes:

1) El polinomio no se presenta ordenado seguin potencias de X.

2) Si después de obtener P(x), afiadimos un nuevo punto, para calcular € nuevo
polinomio no nos sirve nada del trabajo anterior, sendo necesario rehacer todas las
cuentas.

DEF Sedefine € resto de la interpolacion como la funcion
R.(x)=f(x)- P(x)
siendo P(x) el polinomio de interpolacion de f(x) de grado n.
Si sustituimos P(x) por su expresion mediante la formula de Lagrange tenemos:

R= 100- & v, B B

K=0 8 (XK X; )6

DEF Lamagnitud del error cometido viene definido por |Rn(x)| y gue sabemos que es
cero cuando x = % " K1 {0,...., n}.

Podemos facilmente comprobar, que tal y como esta definido € resto, depende de
las propiedades de a funcién f(x) (la cual generalmente desconoceremos) asi como de
los nodos de interpolacion x con Ki {1,....., n}. Es por ello que se han construido
diferentes formas de representar €l error. Veamos ahora la que podemos considerar mas
importante.

s fl c™D ([a, b]) entonces $xT (a b) tal que

R0)= 1

siendo W(X) = (X =X%)(X =X1) ...t (X — %)
Dem.
S x=x conKI {0,...., r} € teoremaescierto, yaque Ry(xx) =0y
f(x) = P(x)
Supongamos pues que X T Xg

Definimos las funciones
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) £

h(y)=R,(y)- g(x)w(y) "yi [ab]

Entonces tenemos:

S y=xb h§<k g= R”?k% a(x)- K.g=0 "K1{o,....n}
Sy=x! xxP h(x)=R (x)- gx)w(x)=0 "KT{o0,..,n}

Por tanto, la funcion h(y) posee (n + 2) cerosen [a, b] (X, %,...., %), y aplicando €l
teorema de Rolle, h'(y) posee, a menos, (n + 12 ceros en (a, b), h”” posee a menos n
ceros en (g, b) y a fina llegamos a que h™Y posee d menos un cero en (g, b).
Llamemos a ese cero x. Se verifica

h™(x)=0

h™ (x) = £ (x)- g(x){n+1}

Y entonces

RO =0lui= " 1) can

La expresion que hemos obtenido para € error de interpolacion es poco practica, ya
gue, s habitualmente de f(x) sdlo vamos a conocer un conjunto de puntos, no podemos
estar en condiciones de saber si es de clase (n + 1), y menos todavia saber €l valor de x.
En caso de conocer, a menos, si la derivada del orden (n + 1) estd acotada, podriamos
dar una cota superior para el error, Ry(X).

2.4.2. Férmula de Newton.

El objetivo que tenemos sigue siendo € mismo: conseguir un polinomio de grado n
que pase por (n + 1) puntos de la funcién f(x), la cua puede ser desconocida.

Sean los (n + 1) puntos de f(X)

(XO’ yO)’ (Xl1 yl)!""" ()ﬁq, yn)

9/117



El polinomio de interpolacion de Newton es

P(¥)= A + A X )+ Alx- X )(x- %)+t A (X J(x- %)

y apartir de las condiciones
P(X) = Yk " K1 {0,..., n}
Hemos de hallar los coeficientes Ax.
Para ello, sustituimos en € polinomio las condiciones:
P0) =Yo P P(x) =Ao  LuegoAo = Yo

P =yvib PX))=Ac+A1(X1 + %) P Yo+t A(X —X%) =Yy1 P

Aizy]_- yo
X - X

Px2) =yo P P(X2) = Ag + Ap (X1 — X%o) + A2 (X2 — %) (X2 — X1) =

— Yi- Yo _ _ _
yo+—xl_xo(xz %)+ A0 - %, (%, - %)
_ :yl_yo _ _ _

Y - Yo —Xl_xo(xz %)+ A% - %)%, - %)

A= (2 - o) - %)= (- Yo )l - %)
(% - %)% - % )(x, - %)

y asi sucesivamente obtendriamos el valor de todos |os coeficientes Ak.
Otra forma de hallar los coeficientes seria la siguiente:

Escribimos el polinomio de interpolacion como:

P(x) = A +(x- xo)[Al +A2(x- x1)+ ..... +An(x- xl) ..... (x- xn_l)] = A, +(x- xo)Pl(x)

Entonces P(x)=A b y, = A

v Rl =2t P

El polinomio Py(x) no sabemos cual es, ya que los coeficientes A
conocemos, pero s sabemos su valor en los puntos x,... ., Xn
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De la expresion
P(x)= A +(x- x,)R(x)
resulta
R(X) = A +(x- x)[A, +A(x- %)+ ot A (x= 3 ) (x- %, )] = A +(x- x)P,(x)
y R(x)=A

quedando P(x)= M

=<

Reiterando el proceso obtenemos que

A, =P(x)

A =P(x)
A =_P2(x2)
A =Px)

gue determina la expresion denominada Formula de Newton.

2.4.3. Interpolacion Basada en diferencias.

Recordemos e problema que presentaba la formula de Lagrange: Al construir el
polinomio de grado n que pasa por (n + 1) puntos de 'y = f(x) S su aproximacién no es
buena y afiadimos un nuevo punto, hemos de rehacer todos los célculos para obtener €l
polinomio de grado (n + 1), no sirviendo para nada € trabajo anterior.

Por ello es aconsgjable conseguir una forma de obtencion de P(x) tal que los
cdculos previos no tengan que repetirse s afadimos nuevos puntos, s ho que
Unicamente hayan de afiadirse unos sumandos mas.

Después de ver la obtencion de los coeficientes en la formula de Newton, podemos
afirmar que dicho polinomio verifica la condicién anterior.

Vamos ahora a construir dicho polinomio por pasos, donde cada uno de ellos
afadiremos un nuevo punto a los que tengamos.

- Construccion de P(x), que pasapor (%, f(X)) Yy (%, f(xa))
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R(x)= f(x,)+Ax,(x) siendo A; una constante y k(x) lineal, ya que R(x) es

R(x,) = f(x)+ Ar(x,)u _ .
TRl)- 1) B 0P )=

Es claro que A * 0 ya que en caso contrario Pi(x) seria constante, 10 que no es
cierto.

P (%)= f(x) gp f(x)=f(x)+Alx-x)p A:w

Llamaremosa A :w =D(f(x,)) diferencia de f(x)

Nadaqueda R(x) = f(x,)+ Df (x,){x- x,)
- Afiadimos €l punto (%, f(x))
Ahora, al tener tres puntos, € polinomio ha de ser de 2° grado.

Entonces

P x)=Rl)* Arix)a

R (%)= f(x,)

Fx,)= 0 )Arn(x) P r,(x) =00
f(x)= F(x)+ Ar() P r,(x)=0p

P r(x)=(x- x)(x- %)

) =Rl Acl, , ) Al _
Px)=f(x) B T x)%- X)

Llamaremos a la expresion obtenida para A2 como D? f(%).

- En general, a afadir €l punto (%, f(x<) € nuevo polinomio Px(x) coincidira con
Pc-1(X) para x =% j1{0,....., K =1}

Dicho polinomio ha de satisfacer larelacion de recurrencia
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P.(x)=P_,(x)+ A = (x) donde A< 0y rq (x) esdegradoK.

Se debe verificar que

Py )= Flx)=Rauls) it {0 k-1

Laexpresion para Ak recibe el nombre de DX (o).

Después de todo el proceso, obtenemos que la expresion para € polinomio de
interpolacion P(x) de grado n es:

P(x)= f(x,)+(x- x,)Df (x,)+(x- x,)D?f(x,) +.oc. ¥ (x- X )Xo {x- x_,)D"f(x,)
El calculo tedrico realizado par l1a obtencion de P(x) es bastante farragoso. Se puede
simplificar considerablemente si elegimos los puntos equidistantes entre si, llamando h

aesadistancia.

Entonces X, - x,,=h "j:l..,n
Y X - X =j)x "j:0,..,n

I

Definimos una nueva notacion como sigue:

Af(x,)=F(x)- F(x) AF(xq)=f(x)- fx); y en general
Af (%)= F (%) - (%)

A (x,)=Fx)- 2F(x)+ f(x,)=1x,)- T0q)- (Fx)- flx,))=Af(x)- Af(x,)
A (x,) = F(x)- 3F(x,)+3F(x)- f(x,)=A*f(x)- A°f(x,)
Y en general

ACE(x )= A (x)- AT (x)
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Esta notacion recibe € nombre de diferencias de primer, segundo, tercer y K-ésimo
orden, respectivamente.

Con esta hueva notacion podemos expresar

0 1(x) = At L)

La comprobacién se haria por induccién.

Asi, € polinomio de interpolacién, obtenido mediante la formula de Newton usando
esta notacion, se escribe como

P = 1)+ (x- 3) AT G o) L e ) AT

Podemos simplificar la expresion de P(x) mediante el siguiente cambio de variable:
X=X =hz

Entonces
X- % =(x- %)= (% - %)=hz- hz, =h(z- z)

Y sustituyendo

P(z)=f(x)+(z- zO)Af(xo)+%z(lz'zl)A2f(xo)+...+(z_ 2,)(z- Zrtl) """ (z- Zn'1)A“f(x0)

Que se suele escribir como:
&0 &0 &0
P(z)=f(x )+g zAf(x )+g A’ f(x )+...+g ZA"f
(2)= 1)+ g AT b )+ g AT ()4 v AT (x,)

siendo ?9: (Z_ ZO)(Z- Zl) """" (Z' ZK-1)

Kg K!
2.4.4. Error de polinomio de Interpolacion de Newton.

El polinomio de interpolacion es Unico, se calcule de la forma que se calcule, por
tanto, el error cometido es

R(x) = f(x)- P(x)= (\:]VE_);))I £ (x) = (- %)= )X - %) £ (x)

. _ . X-
Si lo expresamos en términos de lavariable z = %
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_ ] _hY(z- 2, )(z- 2)e(z- 2) iV B Z 6ot o
R(x)= 1(x)- P(2)= ) =g L
Luego € error puede expresarse como € primer término despreciado del polinomio.

2.4.5. Polinomios de Bernstein.

Dada una funcién continua f(x) en @ intervalo [a, b]. ¢Puede ser aproximada
mediante un polinomio P(x) con un grado de precision previa fijado?. O lo que es lo
mismo ¢seria posible encontrar un polinomio P(x) tal que la diferencia en valor absoluto
entre f(x) y P(x) sea inferior, en todo lo puntos del intervalo [a, b], a cualquier nimero
positivo e previamente dado?. El teorema que vamos a enunciar nos da una respuesta
afirmativa a la pregunta.

OBS El polinomio de interpolacion de Lagrange no permite responder a la pregunta.
En los puntos X, X1, X2,..., X, 10s valores del polinomio coinciden con los de la funcién,
pero en €l resto de puntos, los valores pueden diferir notablemente.

TEOREMA. Teorema de Weier strass.

Si la funcion f(x) es continua en € intervalo [a, b], entonces para todo e > 0 existe
un polinomio P(x) tal que en cada punto de este intervalo se verifica:

If (x)- P(x)|<e
El matemético soviético S. N. Bernstein a proporcionado e siguiente método parala
formulacion directa de polinomios aproximadamente iguales a la funcion continua f(x)
en € intervalo dado.

Supongamos que f(x) es continuaen [0, 1].

Sea la expresion

B,(x)= & FELSCT o oL X"
m=0 €N@

donde fgg—ngesel vaor de lafuncién dada en x:m
eng n

- : : ano
Y C™ son los coeficientes del binomio de Newton C™ = gmi
[4]

Llamamos a B, (x) polinomio de Bernstein de grado n.
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Para todo nimero arbitrariamente pequefio e > 0, se puede buscar un polinomio de
Bernstein (elegir su grado) de manera que paratodos los valores X [0, 1] se cumple:

B,(x)- f(x)<e

S en lugar de tener e intervalo [0, 1] basta redlizar € cambio de variable
x=a+txb- a)

2.5. Interpolacién I nversa.

El problema de interpolacion inversa consiste en obtener, a partir del polinomio de
interpolacion, obtener € valor de la variable independiente a partir de un valor dado de
la variable dependiente.

Aplicando e teorema de la funcién inversa, sebemos que x= f *(y) existe y es

, . .d .
Unicas d—i existe y no se anula en un entorno del punto en e que deseamos obtener la

interpolacion inversa.

Bao estas hipdtesis, existe un mecanismo de interpolacion [lamado método de
Aitken que se puede aplicar para obtener la solucion, simplemente intercambiando x e

y.
3. EXTRAPOLACION DE DATOS.

Supongamos conocida la funcién f(x) para un conjunto finito y ordenado de puntos
Xo, X1, X2,....., Xn. Si queremos estimar la funcion en un punto x tal que se verifica que

XT [x,,x,]
estamos ante un problema de extrapolacién de datos.

La diferencia con la interpolacion es que en esta Ultima € vaor x para € cua se
quiere determinar e valor de la funcion f esta incluido en e intervalo [Xo, X,] mientras
gue en la extrapolacion €l valor esta fuera.

La problemética en cuanto al riesgo en la aproximacion del valor y, por tanto, en su
validez, es idéntico a la interpolacion. Incluso en algunos casos se puede ver acentuado

dicho riesgo.

Igualmente, todos los métodos vistos para obtener €l polinomio de interpolacion
tienen su aplicacion en la extrapolacién de datos.
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