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1. INTRODUCCION.

A lo largo del siglo XVIII se consideré a la integracion como el proceso contrario a
la diferenciacion.

El significado geométrico de la integra indefinida es una familia de curvas, todas
ellas obtenidas por desplazamiento vertical de una cualquiera.

En este tema vamos a tratar de obtener primitivas de funciones. Para €llo
estudiaremos diferentes métodos.

Hemos de tener en cuenta que la derivada de una funcion elementa es siempre una
funcion elemental, en cambio la primitiva de una funcidn elemental puede no expresarse
mediante un nimero finito de funciones el ementales.

2. CONCEPTO DE PRIMITIVA.

DEF Dada f:[ab]® R, una primitiva de f es una funcion F:.[ab]® R, derivable
" xelab] y ta que F(x)=f(x) " X (ab)

Como toda funcién derivable en un intervalo es continua en dicho intervalo,
entonces toda funcion F primitiva de f es continua en el mismo intervalo.

NOTACION: Representaremos como primitiva (una cualquiera) de f

Of (¥)dx
y se lee “integral indefinida de f”.

PROP Seaf:[ab] ® Ry Fi, F, dos primitivas de f. Entonces F;-F,= cte
dem
Definimos la funcion Fo(x)= F1(x)-F(X) " xI [a,b].
Es claro que Fp es una funcién continuay derivable, siendo
Fo(X)=F 1(x)-F 2(x)= f(x)-f(x)=0
Seaxol (ab)

Dado cualquier otro punto x interior a[a,b] se verifican las hipétesis del teorema del
valor medio del célculo diferencial paraFo en [%0,X] (6 [X,%]) sSiendo

$x T (%0.X) / Fo(X)-F(X0)= F o(X) (X-%)
Como Fg(X) =0® Fo(X)=Fo(X0)

Por tanto Fo=ctey F;-F,=cte
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Dadas dos primitivas de f, como se diferencian en una constante, para poder
indicarlas todas, escribiremos

of (¥Wadx=F(x) +C

PROP Seaf:[a,b] ® R unafuncidn continua. Entonces tiene primitivaen [a,b].
dem

La demostracion es inmediata Sin mas que tener en cuenta que
FO)=Q f )t

es unaprimitivadef.

3. INTEGRALESINMEDIATAS.

3.1. Lista de Integrales | nmediatas.

Expresamos a continuacion una lista de integraes inmediatas. Esta lista la
obtenemos sin mas que recordar |as derivadas de las funciones de uso mas generalizado.
S leemos las igualdades de derecha a izquierda, la lista nos puede servir como una lista
de derivadas, teniendo en cuenta el concepto de integral indefinida.

a) Tipo Potencial.

(\Y“dx:—1 x"™+C nt-1

n+1
dx 1
o = x-a)yP+C pt1l
Ox- ) _p+1( ) p
O— dx :3 bx+c+C
Jbx+c b

b) Tipo Exponencial.
Of ' (x)e'¥dx=e" +C
c) Tipo Logaritmico.

(‘))1de: Lnx+C

@Xd—xaan(x- a)+C
L ox _1
Opsp o @ +DI*C

d) Tipo Trigonométricas circulares e hiperbdlicas.
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(‘posdx:Senx+C

(‘)’Sendx:-Cosx+C

. adx
os X

0—‘ =-Cotgx+C
Sen® X g

(o xdx = - In|cosxi +C

=Tgx+C

(ot gxdx = Injsen X +C

cosx
dx— Cosecx+C

sen x

O—‘ dx=secx+C

cos’® X

O:osh xdx=senh x+C
@enh xdx = cosh xdx +C

1
07‘ dx=tgh x+C
cosh? X g

1
~ dx=- cotghx +C
0ghzx g

(joh xdx=1In|cosh X+ C
(ot ghxdx = Injsenh X +C

€) Tipo inversas de Trigonomeétricas circulares e hiperbdlicas.

=argsenh x+C :In(xi X2 +1)+C

. dx
:«/1+x2
. Ox
:\/XZ-l
(‘)H%dx:arctgx+c

1, _ad+x0

1
A dx =argtgh x+C ==Inc—==+C
:..I_. 2 9% 2 81- X g

=argcosh x+C =In(xi X - 1)+C

07 zarcsen x+C
XA/ X? -

3.2. Desarrollo de lasintegrales inmediatas.

a) Integralesinmediatas de tipo potencial.
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Siempre que bajo el signo integral aparezca una funcién elevada a una constante, s
lo que lamultiplica es a menos en su parte variable la derivada de la funcién, podremos
gjustar con constantes y serd una integral inmediata de tipo potencial.

b) Integraesinmediatas de tipo Exponencial.

Siempre que bajo e signo integral aparezca una constante elevada a una funcion, si
lo que la multiplica es, d menos en su parte variable, la derivada de la funcidn,
podremos gjustar con constantes, y serd una integral inmediata de tipo exponencial.

c) Integrales Inmediatas de tipo Logaritmico.

Siempre que bajo & signo integral aparezca un cociente, s el numerador es a menos
en su parte variable la derivada del denominador, se podra gjustar con constantes, y sera
unaintegral inmediata de tipo Logaritmico.

d) Integrales Inmediatas de tipo Arco o Argumento.

Siempre gue bagjo e signo integral aparezca una expresion de alguno de estos tres
tipos

R dx . dx . ax
o————— O O
ax® +bx+c Nax? +bx ax’+c

podremos resolver la integral aplicando un método que desarrollaremos en cuatro pasos.

PASO 1: Multiplicamos numerador y denominador por la raiz cuadrada de cuatro
veces el valor absoluto del coeficiente numérico del término en ¢ (,/4al )

PASO 2: Se expresa € término interior a la raiz obtenido en € paso anterior en la
forma
+(mx+n)?+p

identificando coeficientes con esta expresion.
PASO 3: Sedivide numerador y denominador por laraiz cuadrada de p.

PASO 4: Se gjusta mediante constantes € resultado obtenido a alguna de las integrales
inmediatas del apartado €) del punto 3.1.

OBS Edas integrales no las podremos resolver dentro del cuerpo de los nimeros
reales cuando los tres (o los dos) coeficientes numéricos del polinomio sean negativos.
O también porque después de aplicar € paso 2 obtengamos negativos |os dos términos
bajo el signo integral.

De forma muy similar a la anterior, S tenemos una integral que se asemeja a uno de
estos tres tipos
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. dx . ox . dx
0 0ax2+bx Q0 Z+c

ax® +bx+c ax
su resolucion es siguendo otro método de cuatro pasos, muy parecido al anterior.

PASO 1: Se multiplican numerador y denominador por cuatro veces € valor absoluto
del coeficiente numérico del término en % (4a).

PASO 2: Seexpresad término del denominador en laforma
+(Mx+n)?+p
identificando coeficientes con esta expresion.
PASO 3: Sedivide numerador y denominador por p.

PASO 4: Se gjusta por constantes el resultado obtenido a alguna de las integrales
inmediatas del tipo €) del punto 3.1.

4. INTEGRACION DE FUNCIONESRACIONALES.

. - P(X) . . .
Es la integracion de la forma OQ—dx, siendo P(x) y Q(x) polinomios de
(x)

coeficientes reales y exponentes naturales.

OBS Cuando nos encontremos con este tipo de integrales, antes de nada conviene
realizar la comprobacion de que no se trata de una integral inmediata de tipo
Logaritmico.

4.1. CASO 1: grado ( P(x)) > grado ( Q(x)).

En esta situacion, 1o primero que hemos de realizar es la division de P(x) por Q(X)
guedando

P(x)= Q(X)-C(x)*+R(x)
siendo C(x) €l cociente de ladivisiony R(x) € resto ( grado (R(X)< grado (Q(x)).

Entonces laintegral nos queda como

PO JR(%)
%dX— Cp(x)dx+%dx

Laintegra (=(x)dx es de tipo potencial, y por tanto inmediata.

: R(X) . . L .
La integral OQ—dX puede no existir s R(x) =0, siendo la division exacta. Si
(x)

no es asi, obtenemos una integral donde grado (R(x)< grado(Q(x)) que estudiaremos
mas adelante.
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4.2. CASO 2: grado (P(x)) = grado(Q(x)).

El proceso pararesolver este caso es el mismo que el anterior. La Unica diferencia es
gue C(x)=K constante. Entonces la primera integral es también esinmediata, siendo

(‘j(dx =Kx+C

Todo lo demés es andogo.

4.3. CASO 3: grado (P(x)) > grado (Q(x)).

En este caso ya no podemos realizar la divisilon de P(x) por Q(x).

El proceso que debemos seguir seria, en primer lugar, obtener las raices de Q(x), ya
sean del tipo que sean. Hemos de recordar que cualquier polinomio con coeficientes
reales y exponentes naturales puede tener

1) Raices Redles Simples
2) Raices Reales Mltiples
3) Raices Complegjas Simples
4) Raices Complejas Multiples

Estudiaremos cada uno de estas cuatro situaciones de forma independiente.
4.3.1. Raices Reales Simples.

En este apartado vamos a suponer que a igualar Q(x) a cero obtenemos solo
raices reales simples.

Vamos a suponer que Q(X)= a(x-ai)(x-az)(x-as), sendo a € coefiente
numerico del término de mayor grado de Q(X).

El motivo de elegir Q(x) de grado 3 y no de grado n es para no complicar la
escritura con sumatorios y productos. EI método de resolucion para € caso de un
polinomio de grado superior a 3 es e mismo, pero mas tedioso.

Para explicar este método vamos a suponer que & =1, ya que s no lo fuera, la
constante 1/ay se podria sacar fuera de laintegral:

POY P(X) I I P(x) Y
R0 Oa(x- a)(x-a)(x-ay) & Ax- a)(x- a)x- ay)

L os pasos a seguir son los siguientes:

P(X)
Q(X)
siendo las fracciones de la descomposicién € numerador un coeficiente
indeterminado y e denominador uno de los factores de Q(X).

Pasol:  Descomponer en fracciones simples. La descomposicion es Unica,
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P(x) P(x) A N B N C
QX (x- a)(x- a,)(x- as) (x-a) (X-a,) (X-a&,)

con A,B y C constantes.

Paso2:  Se expresan ambos términos con un comun denominador, que siempre sera

QX).

PO __ Ax-a,)(x-a5) . Bx-a)x-a;) . Ckx-a)(x-a,)
Q) (x-a)(x-a,)(x-a;) (x-a)(x-a,)(x-a;) (x-a)Xx-a,)(x-a,)

Paso3: Al tener ambos miembros & mismo denominador, igualamos los
numeradores.

P(X)=A(x-az)(x-as) + B(x-a1)(x-as) + C(x-ai)(x-az)
Paso4:  Secaculan los coeficientesA, By C

- hacemos x = a1, verificadose
P@,)

P(ai) = A(ar-az)(@i-as) ® A= @ - &)@ - a,)

- hacemosx = a»

P(a,) =B(az-ai)(aras) ® B= P@,)

(az - a1)(a2 - ag)

- hacemosx = as

P(as) = C(@as-ai)(asz-az) ® C= P@s)

(as - al)(aB - az)

Paso5:  Unavez obtenidos los coeficientes, procedemos a la integracion.

P(x) Adx . Bdx ) ] ]
%d 0(x a,) O a,) O(x = Aln(x-a,)+BIn(x- a,)+Cln(x-a,) +K

4.3.2. Raices Reales Compleg as.
Vamos a suponer que a igualar Q(x) a cero obtenemos raices reales multiples.

Para simplificar la descripcion del método, pero considerdndolo en toda su generalidad,
tomaremos

Q(X)=ao(x-a1)(x-az)’

siendo a1 una raiz smple, a, una raiz multiple con indice de multiplicidad 3 y a0 el
coeficiente numérico del término de mayor grado de Q(X).
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Andogamente al caso anterior, vamos a suponer que ap=1

L os pasos a seguir son los mismos que en el caso anterior:

Pasol:  Descomponer % en fracciones simples. Las raices reaes simples se
X

descomponen de la misma forma. Para las raices reales muitiples, €

numerador siempre es un coeficiente indeterminado y e denominador es €

factor multiple con exponente variando de 1 a su multiplicidad en cada
fraccion.

PO PW . A , B , C , D
QX (x-a)(x-a) (x-a) (x-a) (x-a)* (x-a,)’

con A, B,Cy D constantes.

Paso2:  Se expresan ambos términos con un comuin denominador, que siempre sera

Q).

P __ AX-3,)° | B(X-a)(x-2a,)*, C(x-a)(x-a,), Dx-a)
QY (x-a)x-a,)  (x-a)(x-a)’  (x-a)x-a,)°  (x- a)(x- &)

Paso3:  Igualamos los numeradores:
P(x) = A(x- &,)° + B(x- a,)(X- &,)* +C(x- a)(x- &,) + D(x- &,)

Paso4:  La identificacion de coeficientes se puede redizar en este caso de las
siguientes formas:

a) Sustituyendo x por los valores de las raices obtendremos tantos coeficientes
indeterminados como raices distintas haya.

- X=ag
P, = Aa,-a,)° b A= @)
(al_ az)
- X=ao
P@,)

P@,)= D, - p D=—22
@.)=Dla, - a) Y

El resto de coeficientes los podemos obtener dando a x valores pequefios distintos
delasraicesaiy a,. Tantos valores como coeficientes queden por calcular. En nuestro

caso, dos.
- X=Xo
P(%) = A%, - &,)° +B(X, - 8,)(% - @,)° +C(% - &,)(% - &,)+ D(x, - &,)

- X=X
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P(x) = A(x, - &,)° + B(x - a)(x - &,)° +C(x - &,)(x - &,) + D(x - a,)

Como A y D son conocidos, llegamos a un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas, que una vez resuelto nos daraB y C.

b) S realizamos las operaciones que indica e segundo miembro e iguaamos los
coeficientes de ambos miembros del mismo grado, obtenemos un sistema de tantas
ecuaciones como incognitas.

Paso5:  Unavez obtenidos los coeficientes procedemos a la integracion:

‘P(X)dx:‘ Adx i Bdx 4+ Cdx 4 Ddx _

R0 Yxa) Ox-a) Axa)y Ox-a)
C D

(X' az) Z(X' az)2

= Aln(x- a,)+BIn(x- a,) -

Las dos primeras integrales son inmediatas de tipo logaritmico y las dos Ultimas son
inmediatas de tipo potencial:

4.3.3. Raices Complejas Simples.

Describiremos el método de resolucion suponiendo que el polinomio Q(x) es de
grado 5, con raices x=a (real smple), x=a (real mltiple de orden 2) y x= at+bi, x=a-bi
( raices complegjas simples). Escogemos asi Q(X) por ser e supuesto mas completo de
los que congtituyen este caso.

Q(X)=20(x-a1)(x-a2)*(x-(a+bi)) (x-(@-bi))
L os dos ultimos factores se pueden escribir como
(x-(actbi)) (x-(a-bi))=(x-8)?+b?
guedando entonces
Q()=ao(x-a1)(x-a2)*((x-8)*+b?)
De forma andoga a |os dos casos anteriores, supondremos que ap=1.

Los pasos a seguir en este método son los mismos que hemos visto en los dos
apartados anteriores.

P(X)
Q(x)
corresponden a las raices reales simples son de la misma forma que en punto 4.3.1.; las
fracciones correspondientes a las raices reales multiples son de la forma que en € punto
4.3.2.; y las fracciones correspondientes a las raices imaginarias smples son: el
numerador un polinomio en x de primer grado completo de coeficientes indeterminados,
y el denominador |a expresion (x-a)>+b?.

En la descomposicion de en fracciones smples, las fracciones que
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Antes de proseguir con la explicacion de este método, vanos a realizar un inciso,
para explicar como se integran estas fracciones nuevas que hemos obtenido.

Mx + N X 1
A =M ¢ N =)+ (2
07()(_ )7+ dx O 2207 dx + 07()(_ ) D dx=(1)+(2)

X- a)®

2 O(x- a)’> +b? 2 Y(x- a)*+b?
M . 2x-2a +M - 2a
2

:7Om X X- a)® +b? =)+

M 2X - 2a M
1)=—O————=&=—1n X - a)® +b?
® 2 M(x- a)?+b? 2 |( ) |

(1”)+(2) = (Ma+ N)O(X_a)%bZdX:

Esunaintegra del tipo arcotangente que se resuelve como sigue:

2
x-2a)° 4 b b

b2

:(Ma+N)(‘) %2 dx:MaJrNarcth-a

con lo cual laintegral a calcular queda como

. Mx+N _Ma+N X-a
Ox- 2+t X~ p 9

+M?In|(x- a)? +b2| +K

Con esto terminamos €l inciso y proseguimos con € método.

PO _ P() __A ., B C . MxN
QY (x-a)x-a)((x-a°+b) (x-a) (x-a&) (x-a) (x-a8°+b’

Pasol

con A, B,C, My N constantes.

Paso2:  Reducimos a comun denominador. Omitimos la formula por no ser de
interés.

Paso3:  Igualamos los numeradores.
PO =Ax- &) ((x- & ) +Bx-a)(x- &) (k- &° +) +Qx- &) (- & ") +Mx-N K- &) k- &)”

Paso4:  En este caso podemos redlizar la identificacion de coeficientes de la misma
formaqueen 4.3.2.
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Paso5:

(‘%dx: Aln(x- &) +BIn(x- a,) - (X-Caz) +%|n((x- A 1b) + Mal:‘N arcth;)a-'- )

4.3.4. Raices Complejas M ultiples.

Veremos este caso en e supuesto particular de que le polinomio Q(x) sea de noveno
grado, siendo sus raices

x=ai raizrea smple

Xx=a, raiz rea multiple de orden 2.

x=atbi y x=a-bi raices compleassimples

x=c+di y x=c-di raices complejas mdltiples de orden 2.
Entonces

Q()=ao(x-a1)(x-a2)*((x-8)*+b?) ((x-)*+d*)?

siendo a € coeficiente principal de Q(x), que supondremos, sin pérdida de generalidad
que es &=1.

PO_ A , B . C _ M#N  SET — Uxv
QY (x-&) (x-a) (x-a&,) (x-a+b® (x-g’+d® ((x-c)*+d*)

Hasta €l paso 4 seredlizadelamismaformaqueen 4.3.2y 4.3.3.

Al llegar a paso 5, una vez obtenidos los coeficientes indeterminados, procedemos a
la integracion de cada una de las fracciones, siendo ya conocido € resultado menos de
la ultima.(Remitimos al lector ala hoja de problemas para conocer su resolucion).

No resolveremos en € tema la integral de la Ultima fraccién por no extendernos
innecesariamente, ya que vamos a ver un método alternativo para resolver las integrales
de cocientes de polinomios con denominador con raices complejas multiples, llamado
Método de Hermite.

5. METODO DE HERMITE.

Para explicar este método, partimos de un cociente de polinomios % donde las
X
raices de Q(x) pueden ser tanto reales como complejas y simples o multiples. Por tanto,
estamos en la misma situacion que en € punto 4.3.4

De nuevo supondremos que Q(X) es un polinomio de noveno grado cuya
descomposicion es
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Q(X)=a0(x-a1)(x-a2)*((x-8)*+b’) ((x-c)*+d*)?

siendo a € coeficiente principal de Q(x), que supondremos, sin pérdida de generalidad
que es a=1.

Pasol:
- Las raices reales simples se descomponen como hemos visto en € punto 4, con un
coeficiente indeterminado como numerador y e factor que contiene a la raiz como

denominador.

- Las raices reales multiples se descomponen como s fueran simples, sin tener en
cuenta su indice de multiplicidad.

- Lasraices complejas simples se descomponen como hemos visto en e punto 4.3.3.

- Lasraices complegjas multiples se descomponen como s fueran simples, sin tener en
cuenta su indice de multiplicidad.

- Ademés, hay un término mas que pasamos a describir:

La derivada de un cociente donde el denominador es el producto de los factores
multiples con exponentes igual a sus indices de multiplicidad respectivos menos uno. El
numerador sera un polinomio completo de grado inferior en una unidad del grado del
polinomio del denominador.

OBS Se suelen utilizar letras minGsculas para  expresar los  coeficientes
indeterminados del término caracteristico de Hermite.

P)_ A LB . MaN ST +iae m¢ +nx+p 0
Q) () -y (a0 i ay)((x O+ g

sendo A, B, M, N, S, T, m, ny p constantes a determinar.
Paso2:  Sederivale Ultimo término con respecto a x.

PO__ A , B _ Mxa#N - SeT

QY (xa) (x-a) (x-a+b (x-of +&

+(zmx+n)(x- a,)((x- 9% +d?) - (m¥ +nx+ p)((x- ¢)* +d*+(x- a,)2(x- C))
(x- @,)*((x- ¢)* +d*)°

Paso3:  Se expresan ambos miembros con un comin denominador que sera siempre

Q).

Paso4:  Seiguaan los numeradores
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P = AX-8,)*((x- @ +b°)((x- 0)° +0%)* + B(x- &)(x- &,)*((x- @)° +b*)((x- ©)* +d*)*+
+(Mx+N)(x- @)(x- &) ((x- 0 +d°)” +(SHT)(x- &) (x- &) ((x- @)° +b°)((x- O +d’) +
+H@mxEn)(x- a)(x- a,)°((x- 8 +b*)((x- c)* +d*)-

- (MX +nx+ P)(x- a)((x- @)° +b°)((x- 0 +d?)-

- (MX +nx+ P)(X- &)(x- 8,)"2AX- ¢)((x- 8)* +17)

Paso5: Cdaculo de los coeficientes indeterminados, que se hara de la misma forma que
en4.3.2,4.3.364.34.

Paso6: Integracion de cada una de las fracciones obtenidas.
En nuestro gemplo, las integrales primera y segunda son inmediatas de tipo

Logaritmico. La tercera y cuarta las hemos resuelto en € punto 4.3.3. y la Ultima es
inmediata teniendo en cuenta las propiedades de la integral .

SPO) = Aln(x- ) +BIn(x- a,) + W in((x - ay? +b2)+ MO N grg X2,
Q(x) 2 b b
2
+§In((x- c)2+d2)+SC+Tarcth_C+ mx- +nx+ p N
2 d d (x-a,)(x-c?+d?

OBS En € méodo de Hermite, s se reaizO correctamente, no aparecen nunca
integrales inmediatas de tipo potencial.

6. INTEGRACION POR PARTES.

Si uy v son funciones de x, por geemplo u=f(x) y v=g(x), aplicando la férmula de la
diferencia de un producto de funciones

d(uv) = udv + vdu
y S de esta expresion despejamos udv
udv = d(uv) - vdu
Integrando ambos miembros de la igualdad
oav = ¢l (wv) - cydu
gue se puede escribir como
Ofdv =uv- cydu
que es la llamada formula de integracion por partes.

Si ahoratenemos en cuenta que
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u=f(x) P du=f(x)dx
v=g(x) P dv=g(x)dx

y los sustituimos en la formula de integracion por partes, obtenemos

O/du
Of (9 g'(dx=f(x)g(x)- o) f'(x)dx

Esta nueva forma de expresar la férmula de integracion por partes nos expresa mejor
éste método de integracion, € cual consiste en convertir una integral en una parte ya
integrada mas una nueva integral.

Se trata de descomponer la integral original como producto de dos funciones,
escogiendo éstas de tal manera que a aplicar la formula la nueva integral resulte més
sencilla que lainicial.

Vamos a ver a continuacion unas recomendaciones que nos pueden servir para
descomponer la integral en dos partes. Partimos del supuesto de que cualquier funcion
se puede expresar como producto de otras dos, aunque una de ellas sea una constante.
Adjuntamos una tabla, en la que llamaremos P(x) y Q(x) a los dos factores en los que
dividimos la funcion a integrar.

P(x) Q(x) u dv
Funcion inversa de Trigonome- | La unidad o cualquier cons-
trica circular o hiperbdlica o|tante P(x) Q(x)dx

funcion logaritmica

Funcién inversa de Trigonome- | Polinimio en x o funcién
trica circular o hiperbdlica o|raciona en x P(x) Q(x)dx
funcion logaritmica

Polinomio en x o funcién|Funcién Trigonométrica
racional en x circular o hiperbdlica direc-
ta, o funcién exponencial P(x) Q(X)dx
(normamente de integra-
cién inmediata)

Funcion Exponencia (norma- | Funcién Trigonomeétrica P(x) Q(X)dx
mente de integracion inmedia- | circular o hiperbdlica direc- 0 0
ta) ta Q(x) P(x)dx

6.1. Integracion por Reduccion.

La integracién por reduccion la aplicaremos a integraes con funciones de
exponentes habitualmente enteros pero elevados. Se trata de obtener una parte integrada
y otrasin integrar tal que, a aplicar la férmula de integracion por partes, se obtenga una
nuevaintegral con lafuncion con € exponente disminuido.

El método es muy similar en todos los casos. Primero aplicamos la integracion por

partes, obteniendo una parte ya integrada y una integral en la que se debe, u obtener la
integral inicia reducida de exponente, o descomponerla en suma de integrales, siendo
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una de ellas laintegral inicia reducida de exponente y la otra la propia integral inicial.
En este segundo caso Ilegamos a unaintegral recurrente y trataremos como tal.

Un g emplo de formula de reduccion:

N 1 ! m-1. .
cyen™ xdx=-—sen™" xcosx + ¢pen™? xdx
m m

/. CAMBIO DE VARIABLE.

Este método también se conoce como integracion por sustitucion. Ante integrales
cuya resolucion no podemos realizar como inmediata, ni racional, ni por partes (o de
cuaquier otra forma que veremos después) se recurre a este método.

Consiste en encontrar una funcién x=g(t) la cual, a sustituirla bgjo € signo integral,
convierte a laintegral en otra més sencilla con la nueva variable t.

Lasustitucion x=g(t) debe cumplir

a) Ser derivabley con derivada no nula.
dx = g'(t)dt

b) Admitir funcién inversa.
x=g(t) P t=h(x)

Entonces

Of (9dx=gf (g(t)) g'(t)dt = F(t) + C =F(h(x)) +C

S6lo nos queda por comprobar, para ver que es correcto, que la derivada de F(h(x))
es f(x):

dF(h(x) _ dF () _dF( dt __, . 1 _ R ]
& ax o ax g f(g()-g'(t) - f(g(t)) = (%)

El método de sudtitucion es uno de los mas amplios por la gran variedad de
sustituciones que se pueden dar. Pero hemos de aplicar a cada caso e cambio adecuado,
yaque s no, el cambio nos puede llevar a integrales de mayor dificultad.

El los subapartados siguientes indicaremos las sustituciones para tipos concretos. La
expresién R indicard funcion racional de los elementos entre paréntesis (elementos
relacionados entre si por |as operaciones racionales de suma, resta, producto y cociente).

7.1. Sustitucion en funciones exponenciales, logaritmicas e inver sas de trigopnomé-
tricascirculares e hiperbdlicas.
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Tipo de Integral Sustitucion Célculo de elementos para la sustitucion.
AR(a*)dx
d? t=a¢ t=a¢ = ln_t = i
OR(x,a”)dx Ina tina
AR(e*)dx
o t=¢* t=¢* x=Int dx = a
OR(x,e*)dx t
R In x)dx t=In x t=Inx x=€ dx=€'dt
OR(x arctg x)dx t=arctg x | x=tgt dx = 12
cos” t
OR(x, arcsen x)dx t=arcsen x | x=sent  dx=-sentdt
OR(x, arccos x)dx t=arccosx | x=cost dx=-sent dt
OR(x.arg tgh X)dx t=argtgh x | x=tgh x dx=— -
cosh”t
OR(x, arg senh x)dx t=argsenh X | x=senh x dx = cosh tdt
OR(x, arg cosh x)dx t=argcosh X | x=cosh x dx = senh tdt

7.2. Sustitucion en integr ales de funciones trigonométricas cir culares.

Sustitucion Célculo de elementos para la sustitocién
S R(sen x, cos x) es impar )
en sen X, haremos: t=cos X dx = dtz senx=+1- t?
t=C0S X 1-1
S R(sen x, cos x) es impar
en cos X, haremos: t=sen x dx = dt cosX=+/1- t?
t=sen x 1-t°
S R(sen X, cos X) es par 4
ensnx y cosx, hae iy gx=_& x=— COSX=
mos: J 1+t2 A1+12 A1+1t2
t=tg X
S R(sen X, cos X) no
cumple con ninguna de las
caracteristicas  anteriores, = 20t o _1-t?
haremos: BEPRE 1+t EPRE
X
t=tg—
J 2

7.3 Sustitucion en integrales de funciones hiper bolicas.

Sustitucion

Célculo de elementos para la sustitocion

S R(senh x, cosh x) es
impar en senh X, haremos:
t=cosh x

dx

dt
snh x=4/t* - 1
Nt2-1

17/27




S R(senh x, cosh x) es dt
impar en cosh x, haremos: | dx= coshx =A/t* +1

t=senh x Vi +1

S R(senh x, cosh x) es par

ensenhx y coshx, hare- | g =9t _ _

mos: 1-t? 1-t2 1-t?
t=tgh x

S R(senh x, cosh x) no
cumple con ninguna de las
caracteristicas  anteriores,| . 2dt 2 _1+t?
haremos; 1z TnX=rTo X e

X
t=tgh —
Y 2

8. FORMULASRECURRENTES.

Dada una integral a la cual no podemos aplicar e método de sustitucion, y e
método de integracién por partes nos dé una integral similar integral partida, podemos
aplicar laresolucién por recurrencia.

) oerdx

Llamaremos a laintegra acalcular

1, = e dx =
u=x" du =nx"*
X
dv=e*dx v=
a
1 1 . 1 n
x”><—+0;e’x-nx” t=xe - —I,
a a a

La ecuacion recurrente es:

2) Sea |, = ¢pen™*(x)-cos"(x)dx =

u=sen™*(x)dx du =(m- 1)-sen™ ?(x)-cos(x)dx
n+1

dv =sen(x)-cos"(x)dx v=- cos” ()
n+1
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_ sen™*(x)-cos""(x) L -1
n+1l n+l

sen™*(x) cos™(x) ,m-1
n+l n+l

¢pen™ ?(¥)-cos™ *(x)dx = -

m-2,n+2

Luego la ecuacion es:

Imn =. i.&nm'l(x)cosnﬂ (X) +m_-1|
’ n+1 n+1

m- 2,n+2

9. INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES.

9.1. Integracion por sustitucion en funcionesirracionales.

En la tabla siguiente aparecen las sustituciones mas importantes para la resolucion
de este tipo de integrales. Daremos € tipo de integral a que se aplica, la sustitucion que
seredizay € célculo de aquellos el ementos necesarios para completar la sustitucion.

Tipo de Integral Sustitucion
e
’ . 1 . 1oy . = CX+
g cx+dg ecx+da ccx+da g4 siendo M e m.cm. de los
denominadores
Célculo de los elementos para la sustitucién
M -
x=29"P_ ¢4y funcien racional ent dx = f'(t)ct
a-t"c
Tipo de Integral Sustitucion
AR (ax +b)™, (ax +b) 4, .., (ax + b) " Jox t" =ax+b

sendo M @ m.cm. de los
denominadores

(essimilar a caso anterior, con c=0y d=1

Célculo de los elementos para la sustitucion

xzi(tM - b): f(t) funcionraciona ent dx = f'(t)dt
a
Tipo de Integral Sustitucion
d?(x,x”"”,xp/q,...,x‘/s)dx tM =x

sendo M @ m.cm. de los
denominadores

(essimilar a caso anterior, con b=0y a=1

Célculo de los elementos para la sustitucion

dx=M-t" 'dt

9.2. Métodos especiales de integr acion de funcionesirracionales.

P(x)

Jax? +bx+c

a) Integrales de laforma ¢ dx con grado (P(x)) ® 1
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Vemos |os pasos a seguir en la resolucion:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:

Paso 4.

Paso 5:

Nad +bx+c

Descomponemos la fraccion como sigue: Un primer término que es la
derivada indicada con respecto a x de producto de un polinomio que
[lamaremos Q(x), completo en x con coeficientes indeterminados y de grado
menor en una unidad a grado de P(x), multiplicado por la raiz cuadrada del
denominador. A esto sumaremos un segundo término que serd una fraccion
formada por un coeficiente indeterminado, |, como numerador, y la raiz

como denominador. No demostraremos que la descomposicion es Unica.

_PWd e
Jax? +bx+c dX(Q(X) e X+C)+\/ax2+bx+c

Se deriva la expresion que hay indicada.

Q3%
P(X) :Q'(X) ,aX2+bX+C+ ZQ I

+
Nax® +bx+c  ax® +bx+c

Reducimos ambos miembros a comin denominador.

b
P(X) _ Q' (¥(ax® +bx +c) . Q(x)(ax+5) I

= +
Jax? +bx+c Jax? +bx+c Jax2 +bx+c  Jax? +bx+c

Igualamos los numeradores de ambos miembros y procedemos a la
identificacion de coeficientes.

P(%) = Q'(x)-(ax? + bx + ¢) + Q(x)(ax +%) +]

Integramos en ambos miembros de la expresion obtenida en el Paso 1°. El
primer término queda integrado con solo eliminar la indicacion de derivada,
y € segundo término es una integral que ya resolvimos en un apartado
anterior.

. P [r7 s o ol N 1
O ———dx=Q(¥)+ax" +bx+c+| ————=dx
Jax? + bx+c vax? +bx+c
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b) Integrales de laforma ¢ o

0(x- a)P+ax? +bx+c

Este tipo de integral es muy especifico, y mediante la siguiente sustitucién que
recomendamos se reduce a integrales ya vistas.

Sustitucion:  t :i
X-a

Elementos necesarios para completar la sustitucion:

}zx-a x:a+} dx:-izdt
t t t

c) Caso Generd. Sustitucién en funciones irracionales.

A continuacion exponemos una tabla con sustituciones estandar para resolver
integrales del tipo

OR(x,/ax® +bx + c)dx

Estas sustituciones se pueden aplicar a los dos casos anteriores, pero no es
aconsgjable.

Tipo de Integral Sustitucion
(‘j?(x,«/axz +bx+c)dx S a0 Nax? +bx+c =t/ax+t
Célculo de los elementos para la sustitucion
t?-c - .
X=———=f(t funcidn racional ent
b¥ 2/at ®

dx = f'(t)dt Jax? +bx+c =+ /af () +t

Tipo de Integral Sustitucion

d?(x,'\/axz +bx+c)dx S c0 Nax? +bx+ ¢ = 4/C + xt

Célculo de los elementos para la sustitucién

_+2-/ct-b
X=——--" -
a- t?

dx = f'(t)dt Jax? +bx+c =+[C + f (D)

=f() funcidénraciona ent

Tipo de Integral Sustitucion

(‘j?(x,«/axz +bx+c)dx Jax? +bx+c=(x- a)t

Siendo a una de las dos raices que se obtienen a
resolver laecuaciony laotrab.
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Célculo de los elementos para la sustitucion

ab- at?
X:—2
a-t

dx=f'(t)dt  «ax? +bx+c=(f(t)- a)t

=f(t) funciénraciona ent

Si en laintegral anterior tenemos que b = 0 podemos aplicar otras sustituciones mas

faciles que las estandar, usando funciones trigonomeétricas circul ares.

Tipo de Integral

Sustitucion

Célculo de elementos para la sustitucion.

Ne- ax? =-/c cost

_Ae
S T I L
t:arcsen%x

Jax? - ¢ =[c gt

_ Acsent

(‘j?(x, M)dx X :%SGCT dx = m di

Ja

t =arcsen —Xx

Jc

OR(, Nax? +c)dx

Nax? + ¢ =+/csect
dx = idi
Jacos? t
Ja

t =arctg——x

c

10. INTEGRALESBINOMIAS.

Las integrales que Ilamaremos Binomias son de la forma:

OX"(a+bx")"dx

y las sustituciones que hay que realizar son las que aparecen en latabla siguiente:
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Tipo de Integral Sustitucion

1
Sipesunnimeroentero X =t"

. + , .
S m+1 es un nimero entero t° =a+bx" dendo s €
A m-(a+bx”)pdx N .
(0} denominador de la fraccion p
. m+1 , .
S +p esunnimeroentero t°=ax " +b siendos

n
el denominador de la fraccion p

11. APLICACIONES.

11.1. AreasdeFiguras Planas.

a) Areadelafiguralimitada por lacurvay = f(x) entrex =a,x = by & ge OX (b > a).

Podemos distinguir dos casos segun la gréficay = f(x) corte al e OX en agun
punto del intervalo [a, b] o no.

Si no cortad geen[ab]

S=0f (x)dx

Supongamos ahora que f(x) cortaa OX en x, X2 1 [a,b]

S=

)

Xy
of (x)d><{

éf(x)d+

E‘)f(x)d><{+

b) Areade lafiguralimitadapor lacurvay = f(x) y & ge OX.
b.i) Existen dos puntos de corte.

Supongamosqueseanx =ay Xx=b
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x=b S=f (xdx

b.ii) Existen més de dos puntos de corte.

Supongamos gue sean tres. X, XY X3
YV

S=

éf(x)d+
X

Xéf (%) dx{

X

d

¢) Areadelafiguralimitada entre las curvasy = f(x), y = g(x), x = ay x = b (con f(x) y
g(x) positivas o negativas en [a,b]).

b

R N

S=

agf- g(X))dX{

d) Areadelafiguralimitadaentre las curvasy = f(x), y = g(x), x =ay x =b (f(x) >0y
g(x) <Oenf[ab]).

S=gf(x)- g(x)dx
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e) Areade lafigura limitada entre las curvasy = f(x), y = g(X), x =a y x = b (f(X) y
g(x) positivas 0 negativas ambas) con un punto de corte.3

Seax; solucion af(x) = g(x)

S=

gf)- g(X))dX{ +

d (¥ - g(x)dx

f) Arealimitadaentre las curvasy = f(x) ey = g(x)

Se resuelve la ecuacion para f(x) = g(x) para halar los puntos de corte.
Supongamos que solo salen dos, ay b quef(x) >g(x) " x1 [ab].

Y b
S= (‘j f(X) - g(x))dx

Si existiesen mas de dos puntos de corte, aplicaremos la férmula para cada dos
puntos consecutivos.

11.2. Volumenes de cuer pos de Revolucion.

a) Volumen del cuerpo engendrado por la revolucion de la curvay = f(x) arededor del
geOX entrex=ayx=Dh.

b

V =pf *(x)dx

b) Volumen del cuerpo engendrado por la revolucion de la curvay = f(x) arededor del
geQY entrex =ay x=h.
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b
V = 2pOxf (x)dx

¢) Volumen del cuerpo engendrado por la revoluciéon de una figura limitada por las
curvasy = f(x) ey = g(x) (f(x) > g(x)) entrex =ay x = b d girar arededor del ge
OX

b
V=pdf(x)- g*(x))dx
d) Volumen del cuerpo engendrado por la revolucion de una figura limitada por las
curvasy = f(x) ey = g(x) (f(x) > g(x)) entrex = ay x = b a girar adrededor del ge
oy.

V=2pdf(x)- g(x)dx

11.3. Area de una superficie de revolucion.

a) Areade la superficie generada por € giro arededor del e OX del arco de la curva
y=f(X) entrex=ay x=Dh.

Y %’?Y‘”x’ V =208 (L (1100)
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