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TEMA 37

LA SEMEJANZA EN EL PLANO. CONSECUENCIAS. TEOREMA DE THALES.
RAZONES TRIGONOMETRICAS.

1.- INTRODUCCION.

La fundamentacion de la geometria no se consiguio hasta € afio 1899, en e que
Hilbert publico un libro llamado Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de
Geometria). Los elementos de Euclides tenian ya una estructura deductiva muy perfecta,
pero en elos se utilizaban a menudo implicitamente axiomas no formulados,
definiciones sin sentido e incluso razonamientos |6gicamente incorrectos. Hilbert era
perfectamente consciente de que no todos los términos que se usan en una teoria
matematica se pueden definir y por lo tanto, comenzé su tratamiento de la geometria
considerando de entrada tres tipos de objetos indefinidos. puntos, rectas y planos, y sus
relaciones indefinidas: estar sobre, estar en, estar entre, se congruente, ser paralelo y ser
continuo. En lugar de los cinco axiomas (0 nociones comunes) y los cinco postulados de
Euclides, Hilbert formula para su geometria un conjunto de 21 axiomas, que Se conocen
desde entonces como los “Axiomas de Hilbert” para la geometria euclidea. Los 21
axiomas se dividen en cinco grupos, que son:

1) Grupol: 8 axiomas sobre Incidencia

2) Grupo Il: 4 axiomas sobre Ordenacion.

3) Grupo Il 5 axiomas sobre Congruencia o Movimiento.
4) Grupo I1V: 1 axioma sobre Paralelismo.

5) GrupoV: 3axiomas sobre Continuidad.

En este tema nos interesan los axiomas de congruencia 0 movimiento. Esos
Cinco axiomas son:

Axioma 1: Los movimientos del plano son aplicaciones biyectivas del plano.

OBS. Por esta bhiyeccion, a cada punto le corresponde un punto homdlogo en la
transformacion.

Axioma 2: Todo movimiento conserva las relaciones de incidencia'y ordenacion.

OBS. S varios puntos estan en una recta y ordenados, también lo estan sus
homélogos.

Axioma 3: Ningun movimiento puede transformar un segmento (o angulo) en una parte
del mismo.

OBS. Si C esun punto entre A y B, ningn movimiento puede transformar AB en BC
y, andogamente, s la recta r es interior a angulo ab, ningln movimiento puede
transformar a angulo ab en bc.

Axioma 4. Los movimientos forman un grupo.
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OBS. Es decir, la composicion de dos movimientos es un movimiento y la
transformacion inversa de un movimiento es otro movimiento.

Axioma 5. Existe un Unico movimiento que transforma una semirrecta en otra, y
cualquier semiplano limitado por la primera semirrecta es un semiplano limitado por la
segunda.

DEF Llamaremos movimiento directo del plano a todo movimiento que conserva €l
sentido del plano orientado. En caso contrario, el movimiento se dice que esinverso.

OBS. Los movimientosdirectos forman un subgrupo de los movimientos del plano.
2.-HOMOTECIAS.

DEF. Seaen @ plano un punto fijo O y un n° real k* 0. Llamaremos Homotecia de
centro Oy razén k atoda transformacion del plano en si mismo que verifica:

1) Unpunto A y suimagen A’ estan alineadas con O.
oA _
OA

2)
PROP. Las rectas que pasan por € centro de la homotecia (el punto O) se transforman
ens mismas.

Dem.
Se obtiene la demostracion teniendo en cuenta la condicion 1) de la definicion.

PROP. La imagen de una recta que no pasa por e centro de homotecia es otra recta
paralelaala primera.

Dem.
Sean A y B dos puntos y A’ y B’ sus imagenes en una homotecia de centro O y

razon k. Queremos ver que larectar definidapor Ay By larectar definidapor A’ y
B’ son paraéelas.

v A B
N %zk y %:k o)
< OA OB
N 5 A_B AB /I A'B'
~ OA OB

PROP. La homotecia transforma puntos alineados en puntos alineados y puntos no
alineados en puntos no alineados.

Dem.
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Sean A, By Ctrespuntosy A’, B’, y C sus iméagenes por una homotecia de centro
Oy razon k.

1) S A, By C estan aineados.

A A Se verifica
C CI k:O—A:O—BD AB”A’B’
OA OB

Por proporcionalidad:

B B' OA' _ OB' _ A'_B': K

OA OB AB

y se obtiene que

AB'=k AB OB'=k OB OA'=kOA

Como A, B y C egtan dineados, uno de los tres puntos serd interior al segmento
determinado por los otros dos. Supongamos que B esinterior a AC . Entonces:

AC= AB+BC
Si multiplicamos la ecuacion por k

kAC=kAB+kBC P AC'=AB+BC'
Luego A’, B’ y C' estan alineados
2) S A, By Cno estan dineados

.
A se verificaque:
: AC<AB+BC
y multiplicando por k
. kAC<kAB+kBC p
5 b AC'<AB+BC!

y por tanto A’, B’ y C' no estan alineados.
PROP. Las homotecias transforman segmentos en segmentos.
Dem.

Es una consecuencia de la proposicion anterior.
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PROP. El producto de dos homotecias de centro O es una homotecia del mismo centro.
Dem.

Sea O € centro de ambas homotecias, siendo A’ imagen de A respecto de la primera
homoteciay A” imagen d A’ respecto de la segunda tenemos:

Tenemos. O, Ay A’ estén alineados
y O, A’ y A” estén dlineados
P O,AyA” estén dineados.

Sea ki larazdn de la primera homotecia b oA Ky
OA

Seak; larazén de la segunda homotecia b oA ko
OA'
Y multiplicando ambas expresiones.

%.O_: kl k2 b %:leZ

OA OA
Entonces k1 k> es larazén de la homotecia producto.
PROP. Lainversa de una homotecia de centro O y razon k es una homotecia del mismo
centroy razon %

Dem.

Si A’ eslaimagen de A por la homotecia de razon k, entonces

o
OA

y por tanto
o1
oA K

La consecuencia de estas dos Ultimas proposiciones es que € conjunto de las
homotecias de centro O es un grupo conmutativo, denotandose por (Ho, 0)

3. LA SEMEJANZA EN EL PLANO.

3.1. Definicion y propiedades.

DEF. Llamamos semejanza en € plano a toda correspondencia biunivocatal ques A’ y
B’ son las imégenes de dos puntos cualquiera A y B se verifica que:
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AB
AB
siendo k un segmento absoluto dado, Ilamado razén de semejanza.
Al igua que las homotecias, las semejanzas verifican propiedades similares.

PROP. Las semejanzas verifican las siguientes propiedades:

1) Transforman puntos alineados en puntos aineados y puntos no alineados en

puntos alineados

2) Transforman segmentos en segmentos.

3) Transforman angulos en angulos iguales (conservan los angulos)

4) Transforman tridngul os semejantes.

Dem

Trivial.

A la vista de lo anterior, también podriamos haber definido una semejanza en €
plano como sigue:

S redlizamos e producto de una homotecia por un movimiento, o lo que es lo
mismo, movemos una de las dos figuras homotéticas, como € movimiento conserva la
alineacion, el orden y el sentido (en movimientos directos) y transforma segmentos y
angulos en otros iguales, la transformacion resultante verifica

1) A puntos alineados le corresponden puntos alineados y en el mismo orden.
2) Los segmentos homdlogos son proporcionales.

3) Los angulos homologos son iguales.

Latransformacion anterior recibe el nombre de semejanza en €l plano.

Dos figuras entre cuyos puntos se pueda establecer una correspondencia biunivoca
gue cumplalas tres condiciones anteriores diremos que son semejantes.

PROP. El producto de dos semejanzas es otra semejanza.
Dem.
Sean f y g dos semegjanzasy A un punto del plano.

$A’ del plano tal quef(A) = A’
$A” del planotal queg(A’) = A”

por tanto, A” eslaimagende A por fog

Si existiese otro punto B tal que (g o f )(B) = A” entonces
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f(A)=A’yf(B)=B b g(A’)=A"yg(B')=A"luegoA’'=B' b A=B
Por tanto, pararazonesk, y k, def y g respectivamente se verifica
AB _ A'B'
— y —_— -
AB A'B'

Ko

y multiplicando miembro a miembro
—AB-—AB =k, ko b —AB =k ko
AB AB AB

Luego la razén de la semejanza producto es igua a producto de las razones de
las semejanzas.

PROP Se Verifica

1) El producto de las semejanzas es asociativo

2) El elemento neutro, 0 semejanza unidad, es agquella en la que todos los puntos
son dobles. (laidentidad)

3) Toda semejanza admite unainversa.

Dem.

1) y 2) son inmediatas

3) esta propiedad la justificaremos més adelante, cuando demostremos que toda
semejanza en e plano se puede escribir como producto de un movimiento por una
homotecia.

3.2. Tridnqulos Semej antes.

DEF. Dados dos triangulos ABC y A’B’C’, diremos que son semejantes Si:

1) Existe una biyeccion entre sus lados
2) Lasrazones de los lados homdlogos son iguales.

Llamaremos razon de semejanza de los dos tridngulos a n° k que verifica

A‘B_B‘C_A‘C_k

A'B B'C AC
TEOREMA
Existe una Unica semejanza que transforma un tridngulo en otro semejante a él.
Dem.

Sean ABCy A’B’C’ dos triangul os semejantes.
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- Existencia
Latraslacion de vector AA' transformae triagngulo ABC en el triangulo A’B;C;.

El giro de centro A’ y angulo orientado D B;A’B, con semirrecta origen A'Bs, Y
semirrecta extremo A’B’ transforma e punto B en B y G en G. Por tanto € giro
transforma el triangulo A’B1C; en € triangulo A’ B,Cs.

Si componemos ambas aplicaciones, laimagen del tridngulo ABC es A’ B,C..
Ahora pueden suceder dos casos:

Caso 1. Lasemirrecta A’C, coincidacon A'C’
Caso 2. Las semirrectas A’C, y A’C’ son simétricas respecto dela A’B’

En este segundo caso, hemos de aplicar una simetria axial de ge A'B’,
transformando el tridngulo A’ B,C, en A’B,Cs.

Ene caso 1loséngulos B A'B'C'y B A’'B,C; soniguades.

Enel caso 2 losangulos D A'B'C'y B A’B,C3 soniguaes.
Entonces obtenemos las proporcionalidades

Caso 1. A BZ :'A_C2 =k
A'B AC

Caso 2. A'B, = G =k
A'B' AC'

Y por lo tanto, en ambos casos, existe una homotecia de centro A’ y razén k que
transforma el triangulo

Ca0l A'BC, ® A'B'C
Cas02. A'B,C3 ® A'B'C

Como los movimientos utilizados, (tradaciones, giros y simetrias axiales) y las
homotecias son semejanzas, la transformacion del tridngulo ABC en € triangulo
A’B’C’ es una semejanza.

- Unicidad.

Realicemos la demostracion por reduccion a absurdo. Supongamos que f y g son
dos semejanzas que transforman € triangulo ABCenel A'B'C'.

Dado un punto cualquiera P del plano, hemos de demostrar que s f(P) = P y g(P) =
P’ entonces P = P’

Si consideramos la recta BP, cortard alarecta AC en un punto Q.

Seanf(Q) = Q y g(Q) = Q" severificaque

8/19



Q_B B Q'_B'

QC Q¢
ya que la semejanza conserva la relacion entre tres puntos. De forma andloga:
B _ QB
x QT
y por lo tanto
QB _ QB
Qc QT

delo que deducimos que Q' = Q"

De forma similar

PA_PA  PA_PA
PQ PQ PQ P'Q
entonces
PA _ P A

PQ P'Q

y deducimos que P = P’ siendo la semejanza Unica.

3.3. Descomposicion de una semej anza.

TEOREMA

Toda semejanza en el plano es el producto de un movimiento por una homotecia.

Dem.

Dada una semejanza del plano, sabemos que queda determinada por tres puntos.
Esos tres puntos determinan un triangulo. La semejanza que transforma un triangulo en
otro, por €l teorema anterior existe y es Unica y se descompone como producto de un
movimiento por una homotecia. Luego toda semejanza se puede descomponer como
hemos indicado.

3.4. Semejanzas dir ectas e inver sas.

DEF. Diremos que una semeganza es directa cuando a descomponerse en un
movimiento por una homotecia, € movimiento es inverso.
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TEOREMA

Sea S una semeganza que transforma e tridngulo ABC en A'B’C’. S es una
semejanza directa s y solo s los triangul os tienen la misma orientacion.

Dem.
[13 b ”

Por ser la semganza directa, se descompone como producto de una homotecia por
un movimiento directo.

SeaS=H-M, P S(ABC) =(H-M,)(ABC)=H(M,(ABC)=H(ABC,) = ABC'
Por ser el Movimiento directo A B;C; tiene la misma orientacién que ABC y como

las homotecias también la conservan, tenemos que AB;C; tiene la misma orientacion

que A’B'C’. Luego ABC y A’B’C’ tienen la misma orientacion.

“U ”

Si ABC y A’B’C’ tienen la misma orientacion, para transformar € primero en €

segundo necesitamos redlizar una traslacion de vector AA y un giro, pero no es
necesario hacer una simetria axial, y luego una homotecia.

Por tanto, la composicion de latradacion y € giro nos da un movimiento directo.

3.5. Obtencion del centro de Semejanza Dir ecta.

Sea S una semejanza que transforma el segmento AB en A'B'. Se pueden dar dos
situaciones:

Caso 1: Los segmentos AB y AB' estén situados en rectas paralelas.

El punto O, centro de homotecia, se obtiene como interseccion de las rectas que
pasan, unapor Ay A’ ylaotrapor By B'.

8

B

Si tomamos un punto C no aineado con A y B obtenemos un tridngulo ABC con
imagen, A’B’C’, siendo C' la imagen de C por la homotecia. La transformacion del
triangulo ABC en el A’B’C’ nos determina una semejanza de centro O.
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Caso 2: Los segmentos AB y A'B' estén situados en rectas no paralelas.

Podemos hallar un giro y una homotecia con € mismo centro O, cuyo producto sea
la semgjanza S definidapor AB y A'B'. Dicho centro O serd e centro de semejanza

directa.

Supongamos que el punto O existe y tratemos de determinarlo.

Al ser S una semejanza directa se verifica
DbOBA =DOB'A

Si P es @ punto de interseccion de la recta AB con A'B’, y a continuacién
dibujamos las circunferencias que pasan por PAA’ y por PBB’ respectivamente, ambas
circunferencias ser cortaran, ademas de en €l punto P en otro punto , que sera O.
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Los triangulos OAB y OA’B’ son
semeantes, pues POBP =DOB'P ya
que ambos son angulos inscritos de la
misma circunferencia, y subtender €
arco OP en la circunferencia Cy, y 1o
mismo para DOAP =D OA'P.

Al tener dos angulos iguaes, los
triangulos son semegantes y O es €
centro de la semeanza.



4. TEOREMA DE THALES.

TEOREMA

Los segmentos limitados por los puntos de interseccidn de varias paraelas en dos
rectas son proporcionales.

Dem.

Sean r y slas dos rectas que son cortadas por varias paraelas. Las tres posibilidades
que nos podemos encontrar son:

Caza 1 Cazo 2 Cazol;
Elj”f r j; A 2 r s
=
J—F L s
0 / [ _7 \

El teorema quedara demostrado si comprobamos que existe correspondencia en la
igualdad, el orden y en la suma de dichos segmentos.

a) Correspondencia en la Igualdad.
V eamos que: AB=CD enr b AB'=CD' ens.
Caso 1: trivial, por ser ry s paralelas.

Caso2vy caso 3:

Al ser r y s no paralelas, redlizamos la trasacion del trapecio ABA’B (o
tridngulo en el caso de que A=A’) de forma.que AB coincidacon CD . Entonces A'B'
setransformaen A'B'' siendo entonces A'B'= A"B" por tradacion A'B'"=C'D' por

segmentos paralel os situados en rectas paralelas, luego AB'=C'D'.

b) Correspondenciaen e Orden.

Sea M wn punto interior del segmento AB. La paraléla que pasa por M esta
limitada por las paralelas AA'y BB' luego M’ esinterior a AB'.

c) Correspondencia en la Suma.
S AB=AM + MB, aplicandob) AB'=AM'+M'B'.

L uego la correspondencia establecida es una proporcionalidad.
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5. RAZONES TRIGONOMETRICAS.

5.1. Definicién y Relaciones.

Dado un triangulo rectangulo ABC podemos afirmar que las razones entre sus lados
Se conservan por una semejanza. Eso es debido a que s A'B’'C’ es un tridngulo
rectangulo homdlogo al anterior sabemos que es cierto que

AB _ BC _ AC

AB' BC AC

y los angulos son iguales, por tanto, es [6gico afirmar que

A8 _AB
BC BC'
Asi pues, podemos definir las relaciones trigonomeétricas independientemente del
triangulo rectdngulo considerado.

DEF Dado un tridngulo rectangulo ABC, con BA=90° Illamaremos razones
trigonomeétricas del angulo agudo x a:

]

___C A
AB BC
1) Seno: senx==— 5) Secante: secxzi
BC AB
AC BC
2) Coseno: cosx=—= 6) Cosecante: csox = o
BC AB
AB

3) Tangente: tanx=
AC

4) Cotangente: cot x :i
AB

Aunqgue hemos definido seis razones trigonométricas en funcion de los lados de un
triangulo rectangulo, vamos a ver a continuacion que algunas de ellas dependen de las
otras, y que existen relaciones entre ellas.

TEOREMA Teorema de Pitégoras

Dado un tridngulo rectangulo, se verifica
h2 - ClZ + CZZ

siendo h la hipotenusay ¢; y ¢, los dos catetos.
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Dem.

Sea ABC los vértices del triangulo rectangulo, con BDA=90° s trazamos la

perpendicular a lado BC gue pasa por & punto A, obtenemos € punto M y los dos
nuevos triangulos MAB y MCA son rectangulos.

A

|
|
|
I
|
ot

b_3p pe=ap
b* b
Sumando ambas relaciones
b? +c? =ac+ab'p
b? +c? =a(c+b') b
b? +c* =a?
cqd

El teorema de Pitagoras nos permite obtener una relacion entre algunas de las
razones trigonométricas. Aplicando dicho teoremaal tridngulo ABC anterior

EBABO

AB +AC —BC P ﬁ ?g =
%]
y entonces

sen? x+cos?x =1

siendo x el angulo BC.

A partir del resto de las razones trigonométricas, deducimos que
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351813

an x dn x
= P tanx=——
COS X COSX

fan X ==

y de forma andloga obtendriamos

1 COSX
cotxX=——=——
tanx 9nx
1
CCX =——
9n X
1
SeCX = ——
COSX

5.2. Resolucion de Triangulos.

Entendemos por resolver un tridngulo € obtener el valor de los tres lados y los tres
angulos, partiendo de algunos datos conocidos.

Comenzaremos resolviendo tridngulos rectangulos. Nos encontramos con cuatro
casos, en funcion de los datos de partida. Consideraremos que el angulo recto es A.

Caso 1: Los datos de partida son la hipotenusa ay un angulo agudo B.
/ﬂa

Sabemos que, como A=90°b B+ C =90° luego C=9(° - B.

También sabemos que sn B:ED b=asnB y por e teorema de Pitagoras
a
c=+a’+b*.
Caso 2: Los datos de partida son un &ngulo B agudo y un cateto b.
/M b
san B:ED a:_L
a sn B
C=90°-B c=+a’- b

Caso 3: Los datos iniciales son la hipotenusa ay un cateto b.

el
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senB = E P Podemos determinar B.
a

A partir de B obtenemosC =90° - B
c=+a’-b’

Caso 4: Los datos iniciales son los dos catetos b y c.

P

c
Para determinar € éngulo B, lo hacemos a partir de la expresion

tanB:E
C

C=90°-B

a=+/b? +c?

Para poder resolver cuaquier tridngulo, no solo los rectangulos, necesitamos

previamente generalizar |las razones trigonomeétricas para angulos mayores de 90°, que
reciben el nombre de angul os obtusos.

Partiendo de un sistema ortonorma de ges y de un punto P(x,y) cualquiera del
segundo cuadrante, tracemos la semirrecta que parte del origen de coordenadas y pasa

por e punto P. EI semigje positivo OX y la semirrecta OP nos determinan un angulo
obtuso.

P(X,y)

a
™~

Sea r la longitud del segmento OP. Podemos definir las razones trigonométricas
como:

x

dna = cosa =—

r

tana =

x|< —TI<

X
cota = —
y

Las definiciones que hemos dado son independientes del punto p considerado y, en
€l caso de estar P en & primer cuadrante, coinciden con las que ya teniamos.
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Las relaciones entre las razones trigonomeétricas se siguen verificando, ya que P
pertenece a una circunferencia de radio r, siendo entonces

XZ + y2 - r2
(rcosa)? +(rdna)® =r?
dn’a+cos’a =1

y apartir de agui tendriamos € resto.

Una vez redlizada la generalizacion de las razones trigonomeétricas para un angulo
obtuso, veamos dos teoremas que nos van a permitir generalizar a un triangulo
cualquiera la resolucion.

TEOREMA Teoremade Los Senos

a _ b _ ¢

Dado un triangulo ABC cualquiera se verifica - =— = —
snA snB dgnC

Dem
Dado un triangulo ABC, trazamos la altura relativa a vértice A, h.

Entonces
h

a

senB:EysenC:
c b

L as dos igualdades anteriores no dependen del tridngulo elegido. Si ladturaque
pasa por A no estaentre B y C, basta por aplicar lo visto para angul os obtusos para
comprobarlo.

Si repetimos el proceso para el punto B, [lamando h, a su altura obtenemos

SenA:& y SenC:E
C a
Entonces
h, =csenB =bsenCdi a b c

h, :csenA:asenCE €enA snB snC
TEOREMA Teoremadd coseno
Dado un tridngulo ABC cualquierase verifica  a® =b® +¢® - 2bccosA

Dem.

Si A = 90° tenemos un tridngulo rectangulo, y podemos aplicar e teorema de
Pitégoras. Y como cos90° = 0, latesis se verifica.
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S A 0 90° nos encontramos con dos situaciones, A<90° o A>90°

Si trazamos la altura por el punto B

|
|
| tenemos
i a’=hb*+a?U0 A<90°
A c a’?=hb?>+(b+c)? 0 A>90°

Dd primer caso
a® =hb® +(b- c¢')? =hb®* +b* +¢*- 2bc'=¢* + b* - 2bc'
y cOmMo CosA= b c'=ccosA

C
sugtituyendo a® = b® +c? - 2bccosA

Dedl segundo caso

a’=hb®>+(b+c)? =hb*+b? +c?+2bc'=c? + b* + 2bc'
cosA=—S b ¢=-ccosA
C

luego a® =b? +¢c* - 2bccosA

Ahora ya estamos en condiciones de resolver cualquier tridngulo. De nuevo, nos
encontramos con cuatro casos, en funcion de los datos iniciales.

Caso 1: Los datos de partida son los &ngulos A 'y B y un lado a.

Entonces C = 180° - (A+B)
b= a—S‘,n A
snB
anC
c=a——
an A
Caso 2: Los datos de partida son los lados ay b y € angulo opuesto a uno de ellos, por
gemplo A.

Dd teorema de los senos
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obtenemos
bsn A
a
y de esta expresion podemos calcular B.

anB=

A partir de aqui
C=180°- (A+B)y Cc =23NC
an A
. : . bsn A
Aclaremos que para que €l triangulo exista es necesario que £1

Caso 3: Los datos iniciales son loslados b y ¢ y € angulo que determinan, A.

a’? =b?+c?- 2bccosA
_bsn A
a

nB P Obtenemos® B

} csn A
anC=
ab Obtenemos® C

Caso 4. Losdatos inicidlesson lostresladosa, by ¢

Por € teoremadel coseno

2 2 _ 42

cosA:ub Obtenemos® A
2bc

nB= bsn AID Obtenemos® B

_csnA

anC P Obtenemos® C

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA
Curso de Geometria Simétrica. Aut.: Puig. Adam.

Cualquier texto de Cou 0 2° de Bachillerato parala parte de Razones Trigonométricas.

19/19



