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TEMA 6

EL NUMERO REAL. TOPOLOGIA DE LA RECTA REAL.

1. INTRODUCCION.

Dibujemos una recta de puntos. Situemos en agun lugar de ella e numero cero
como un punto cualquiera de larectareal. A partir de la longitud del segmento limitado
por los puntos 0 y 1 podemos situar los deméas nimeros naturales. EI nimero 2 estara
situado ala derechadel 1y € segmento limitado por 1 y 2 coincide en longitud con €l
segmento limitado por €l 0y 1. Por tanto, €l segmento de n s(n), verificara que estaq
situado aladerechade ny e segmento entreny s(n) coincide con € que hay entre 0 y
1.

De forma similar, podemos situar los niUmeros enteros en la recta. Para identificar
puntos de la recta con nimeros racionales podemos utilizar €l teorema de Thales, que se
basa en e uso de rectas paralelas. Como entre cada dos nimeros racionales, a menos
hay otro (Q es denso) se pensd gue todos los puntos de la recta se podian identificar
con nimeros racionales. Hasta que llegd Pitagoras.

Pitégoras indicO que en la recta debia haber un punto que se identificase con un
numero, tal que € cuadrado de dicho nimero fuese 2. Al comprobar que ese nUmero

(que representaremos como~/2 ) no era racional, demostré que en la recta habia mas
puntos que nimeros racionales (no existia por tanto una biyeccion).

La necesidad de construir un conjunto mas grande que Q también se puede motivar
planteando €l siguiente problema.

Dada la ecuacion =2, e nimero x no es racional.

SeaAl Qtal que A={pl Q/p*<2} y seaBi Qta queB={ql Q/g*>>2}

El conjunto A estd acotado superiormente, por gemplo 21 B, 2>p "pl A, y
andlogamente B esta acotado inferiormente yaque 1 Ay 1<q " gl B. Pero el sup A 'y
d inf B no existen en Q.

Es por ello que necesitamos construir un conjunto mayor que Q que llamaremos

conjunto de los nimeros reales y denotaremos por A. Vamos a seguir la misma idea que
utilizo Cantor paraampliar de Q aA.

2. EL CUERPO DE LOSNUMEROS REALES.

2.1. Construccion de R.

2.1.1. Sucesionesfundamentales o de Cauchy en Q.

DEF Una sucesion de nimeros racionales es una aplicacion de N en Q.

Notacion Dadaj : N® Q, denotaremos aj (n) por a,. La sucesion sera(a,), aungque
también se puede representar por ay, &, &, - - .
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PROP Sea S={(an) / (a,) es una sucesion de nimeros racionaes}. Si definimosen S la
suma como (a,)+(bn) = (ayth,) y € producto como (a,)-(bn)=(an-bn), entonces S tiene
estructura de anillo conmutativo con elementos unidad.

Dem.

A Redlizar por € Lector.

DEF Diremos que una sucesion (a)i S es acotada si existe 1 Q* tal que " nl N se
verifica |an|<r.

PROP El conjunto A de sucesiones acotadas de nimeros racionales es un subanillo de
S.
Dem.

1) Al S.
Dada (a,)] A sucesion acotada de niimeros racionalesp (a,) es una sucesion de

nimeros racionales b (a)l S.

2) Lasumaesinterna

an|<r11..’:I
yP (a,)+(b,) =(a, +b,)con (1)
bn|<r2

@)l Ap 31 Q"/
o)1 AP $r,1 Q"

|an+bnlE|an|+[on|<ri+r2
Tengamos en cuenta que an, bnl Q" nb (a1 +bn)i A
3) El producto esinterno.
(@) (bn)= (8'bn) ¥ [an-bn[=lanl-lonl< ri-r2 y riral Q.
Luego A esun subanillo de S.
OBS A noesunidea deSyaques (a)1 Sy (o) AP (a,-bn)T A. Por gemplo:
Seaa,=r*" nl Ny b,=Uny " nl N.Entoncesa,-b,=n" nl Ny no es acotada

DEF Diremos que LT Q eslimite de la sucesion (a,)l Ssi " e>0(con el Q)
$rol N/sin>np P |ag-LI<e.

Notacién Diremos Lima,=L o0 (a,)® L.
DEF Diremos que (a,) es convergente si tiene limite.

PROP El limite de una sucesién convergente es Unico.
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Dem.

Sea (a,) una sucesion convergente . Lim a,=L. Supongamos que Lim a,=L", con
L1L" P |L-L }=d.

Lima,=LP " e>0 (el Q) $rol N/" n>nyb |an-L|<e (1)
Lima,=L'P " e>0(€T Q) $nT N/" n>ny’P [a-L'|<e” (2)
Tomemose, e <d2b |a,-L|<d2y [a - L| < d/2.

Esclaro que (L-d/2, L+d/2) y (L"-d/2, L+d/2) no tienen puntos en comun.
Segin (1) " n>ry al (L-d/2, L+d/2) )
SeaN=max{r, o’} P si rE N
\—p b &l (L-d2, L+d2)C

C(L"-d/2, L +d/2)=£,
lo cua esimposible.

ysegin (2) " n>ny” &l (L7-d/2, L' +d/2)

Al llegar a una contradiccion, la suposicién esfasay L=L".
PROP Toda sucesion convergente es acotada.
Dem
Sea (a,) convergente. Entonces Lim &, =L.
Lima,=LU " e>0 (el Q) $rol N/" n>npb [a-Ll<e P " n>mpanl (L-g, Le).
Sea m=min{ay,..,ano L-€}y N=max{ay,..,ano L+€e}, entonces" nl N mEa.En
PROP EI conjunto C de sucesiones convergentes es subanillo de S.
Dem

i) Sea a,] C una sucesion convergente b a, es una sucesion de numeros
raciondesb a,l S.

ii) Sean &l C y byl C dos sucesiones de nimeros racionales convergentes, es
decir:
"e>0%n T N/sirfny b la-L|<e
y "e>08n T N/sirfrny” P |by-L|<e
entonces sl tomamos n=max{ny’, "’} setiene que:
"e>0$rpl N/ siréng
lantbn-(L+L7)| = |(an-L)+(bn-L") [Elan-L [+]bn-L"|<e+e= 2e
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Por lo tanto si definimos e”=2e se tiene que:
" e >0l N/sireny P |(an+bn)-(L+L")|<e’P (an+bn)i C

iii) Sean a,l Cy byl C dos sucesiones de nimeros racionales convergentes, es
decir:

"e>0%n T N/sirfny b la-L|<e
y "e>08n T N/sirfrny” P |by-L|<e

entonces sl tomamos rny=max{ny", N’ '} y como b,, es acotada por ser
convergente ($K1 Q' / |bn|<k) se tiene que:

|anbr-LL"| = [anbn-bnL+baL-LL"| = [bn(an-L)+L (bn-L ") [E
£lbn(@rL) L (ba-L7)| = [bn] [ar-L L] [on-L"| < ke + |L|e= e(k+[L]).
Por lo tanto si definimos e”= e(k+|L|) se tiene que:
"e>0%n N/sirfrnob JabrLL’|<e b (aby)l C P CesunsubanillodeS.

DEF Diremos que una sucesion (a,) de nimeros racionales es de Cauchy s " e>0
(el Q) $rol N/" nm3ny P |ar-anl<e.

PROP Toda sucesion de Cauchy es acotada.
Dem
Sea &, una sucesion de Cauchy.
"e>0($el Q) $rol N/ "nm3mgb |a-an|<e.
Una vez localizado rny, fijemos e y m. Entonces ap-e < g, < ante " i no.

Sea K=max{ |ay, [&|,...,|aho-1], [an+e], [am-€[}. Se verifica |ay|<k " nl N luego (a,)
esta acotada.

PROP Toda sucesion convergente es de Cauchy.
Dem
Sea (a,) una sucesion convergenteP Lim a,=L.
Entonces' >0 $rol N /" ré nob |a,-L|<e/2.
Luego |[a-am| = |arL+L-an| < [a-L[+|an-L| < e/2 +e/2=e " n,n? n.

Por tanto (a,) es de Cauchy.

5/32



OBS EI reciproco no es cierto, ya que la sucesion 1, 14, 1°41, 1'414 se aproxima a
\2, esde Cauchy pero no es convergente al no ser /2 un nimero racional.
PROP EI conjunto S; de sucesiones de Cauchy racionales es un subanillo de S.
Dem
i) Seaa,l Sc una sucesion de Cauchy de nlimeros racionalesp
b a, esunasucesion de nimeros racionalesP anl S.
i) Sean a,l Scy bl Sc dos sucesiones de Cauchy de nimeros racionales b

P "e>0%$n0T N/si nndny P la-am|<e
y "e>0$n T N/s nme ny” b |op-am|<e

s tomamos np=max{ny’, "’} entonces

" e>0$rpl N/s n,me g

|(@n+bn)-(@m+bm)[=| (@nt+am)+Hbm+bh)[E [an-an[+[br-bm[Eet+e=2e
Tomando entonces e”=2e tendremos:

" e >0$ngl N/s n,nd o b |(a+bn)- (amt+bm)|<e’P

P (a.+bs) esde Cauchyb (a,+bn)l Se.
iii)Sean a,] Scy bl Sc dos sucesiones de Cauchy de nimeros racionales>

P"e>0$nT N/s ne ng'P |(an-aml<e
y "e>0%n T N/s nnme ny” P |(bn-bm|<e

S tomamos ne=max{np’, "’} y como & Yy b, estan acotadas al ser de
Cauchy ($3K,KT Q*/ [an|<K y |bn|<K") entonces:

" e>0$rpl N/s n,me g

|anbr-8mbinl= [anbn-ahom+anbm- @mbim|= [an(Dr-bm) +om(an-an)| £

£ |an(br-bm)| + [bm(ar-am)[E [an] on-bm|+om| |an-an| < ke+k e =e(k+k")
Si tomamos e'=e(k+k") entonces:

" e >0l N/s n,me ngP |(awbn-anbm|<e”

P (awbn) esde Cauchy b (abn)l Sc
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P S;. esunsubanillode S.

DEF Llamamos sucesién nula a una sucesion gue tiene por limite 0. EI conjunto de las
sucesiones nulas lo denotaremos por S.

PROP Lasuma de sucesiones nulas es una sucesion nula
Dem
Sean a,l Soy bnl Sp entonces:
"e>0%n T N/sirfny'P |an<e y
"e>0%n T N/sireng” b |bnl<e
Si tomamos np=max{rny’, Ny’ '} entonces.
"e>0 %ol N/ sirfng
[Bn+DnlE [an[+[n[<e+e=2e
Por lo tanto si llamamos e"=2e se tiene que:
" €>0 $rnol N /Jar+on|<e’
P (an+bn)l So
OBS En concreto podemos decir que S es un subanillo de S.
PROP El producto de una sucesiéon nula por otra de Cauchy es una sucesion nula.
Dem
Sea (a,) una sucesion de Cauchy y (b,) una sucesiéon nula.
(a)) es de Cauchyb (a,) es acotadad $M>0/ [a,|<M " ni N
(by) esnulab " e>0$rpl N /" 18 ny P |bnl<e
Entonces (an-bn)=[an||on| <M-e
Si tomamose=e /M b " € >0 $nol N /" 2 nob [an-bn|<e’
P (a\bn) esnula
COROLARIO Sy,esunided de S..

OBS Severificaque Sl Sl S.
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2.1.2. Relacion de equivalenciaen S.

DEF Definimos lasiguiente relacion en S;
" (anbn)l Sc (@)R(b)U (an-bn)l So
PROP Lareacion R definidaen S; es unarelacion de equivalencia.
Dem
i) Reflexiva: " (an)l Scb (an-a0)=01 Sob aRan
i) Simétrica: " (an)l Scy ()l Sc, S @RbnP (an-bn)l So
P (br-a)l SoP bhRen
iii)Transitiva: " (a), (bn) Y (c)l Sccon

a R b (a -b)l S -
0P BB S (b .- 0) = (3, o) S,
b,Re, P (b, - ¢,)T S,

P a\Rch

P R esunarelacion de equivalencia

DEF Llamaremos a cada clase de eguivalencia nimero real y SJ/R es el conjunto de los
nUimeros reales, y se representa por A.

Notacion: de aqui en adelante, notaremos los nimeros reales por letras como X, y 6 z en
lugar de [an], [bn] y [cn]-

2.2. El grupo aditivo de los NUumer os Reales.

DEF Definimos lasumaen A como: Dados x=[a,] ey=[bn] X+y=[a,+bn]
PROP Ladefinicién de suma no depende del representante elegido.
Dem.
Sean (&), (&)1 [@] ¥ (bn), (o)1 [br]. Entonces se verifica que (an)-(a ")l Soy
(br)-(b T So. Como Sy es un ideal, lasumaesinternab ((a)-(an))+((bn)-(bn)) y
es 1o mismo que ((a,)+(bn))-((a")+(bn )T So y aplicando la suma
(ant+bn)-(an +b ) Sp, siendo equivaente a (a,+bn)R(@ +b,)U

[antbn]=[a,"+b,"], luego no depende del representante elegido.
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PROP Lasumaen A verificalas siguientes propiedades:
i) Conmutativa.
il) Asociativa.
iii) Elemento neutro.
iv) Elemento simétrico.
Dem
1) Conmutativa:
Sean x,yl A entonces x=[a,] e y=[by] P
B x+y=[antbn]=[bntan]=y+xP x+y=y+x
2)Asociativa
Sean x,y,2l A entonces x=[a,], y=[bn], z=[cn] P

B x+{(y+2)=xH[brtCo]=[a+(brtCo)]= [(ar+bo)+Cr]= [atbr]+2=(x+y) 2=
=x+(y+2)

3)Elemento neutro:
Seaxl A definido por x=[a,]. Si definimos 0=[0] entonces
x+0=[a,+0]= [an]=xP 0 es el elemento neutro de la suma.
4)Elemento simétrico:
Seaxi A definido por x=[a,], i denotamos por (-X)== [-an]: X+(-X)=
=[a+(-a,)]=[0]=0P (-x) es el elemento simétrico de la suma.
OBS Por tanto (A ,+) es un grupo abeliano.
PROP El grupo abeliano (A ,+) contiene a grupo aditivo (Q,+).
Dem
Seaj :Q® A
a® [q]
La definicion tiene sentido ya que si por gemplo al [g]lP a=q" nl N que

trivialmente es de Cauchy.
] es homomorfismo:
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J (pra)=[p+al=[pl+[dl=] (P)* (a)
| esinyectiva:

S j (=@ P [p=[dP (P)-(@T So P (p-a)l So P p-g=0 ya que €
limite de (p-g) es €l nUmero raciona p-q P p=q

DEF Definimos e valor absoluto de un nimero real X, que denotaremos por [x|, como

iXx x30
=i
- Xxx<0

| x|

2.3 El grupo multiplicativo de los nimer os reales.

DEF Definimosel producto en A como : dados x=[a,] e y=[bn] X-y=[an-bn]
PROP Ladefinicion del producto no depende del representante elegido.
Dem.
Sean (&), (@)1 [a] ¥ (bn), (bn")T [b]. se verifica que (aw-a ")l Soy (bn-by)l So .
Para ver que [a,-bn]= [a"-bn"] hemos de comprobar que su diferencia es una
sucesion nula.
|3 b - @0 [=] @ br- &b+ @b @ b= (8- )on +(bn-bn)Elan-an’| [on| +
+ [br-by | an |-
Como &, byl Sb &', by son acotadase $MM” / jay <M y Jon|<M” " nl N.
Por hip6tesis (ar-an )l SoP " e1>0 (el Q) $ml N /" r® P |ar-an [fer
y (br-bn ) Sob " €0 (el Q) $rel N/ 1 noP bn-by'[Ee,
Ee M+eoM=e
Entonces (an bn-an'th )l Sob [an-bn]= [an"-bn]
Luego & producto no depende del representante elegido.
PROP EI producto en R verifica las siguientes propiedades:
1) Conmutativa.
2) Asociativa.
3) Elemento neutro.

4) Elemento simétrico (solo para R-{0}).

Dem
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Se degja como gjercicio al lector.

OBS (R-{0}, -) es un grupo multiplicativo abeliano.

PROP Dados a, bl R con &t 0, laecuacion ax=b admite soluciones en R.
Dem
Comoat 0y (R-{0,}) esgrupo abeliano b $a* inverso de a.
al(ax)=a'b
(atax=a'b
x=b at

DEF El nimero ba* recibe el nombre de cociente del ntimero rea b por el nimero real
ay serepresentapor b, aob:a

PROP El grupo abeliano (R-{0},-) contiene a grupo abeliano (Q-{0},).
Dem

Seaj :Q®R
q® [q]

i (p-a)=[pdl= [pl-[al=i (p); (a)
Luego es homomorfismo.
| esinyectiva (yavisto).

2.4 El Cuerpo de los Numer os Reales.

Unavez visto que (R+) y (R*,-) tienen estructura de grupo abeliano respecto de sus
operaciones, veamos como podemos relacionar la suma y e producto de ndmeros
reales.

PROP En R se verificala propiedad distributiva del producto respecto de la suma.
Dem
Sean x,y,2l R con x=[an], y=[bn] y z=[cx]
X(y+2)= [an]([bn]*[Cn])= [an] - [bntcn] = [an(Pn+Cn)] = [an-brtan-cn] =

=[@bn]+ [@Cn]= [&n] [bn]+ [&n] [Cn]= Xy + XZ
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Podemos afirmar que (R+,”) tiene estructura de cuerpo conmutativo con
elemento de unidad.

PROP El cuerpo (R,+,") contienea (Q,+,").
Dem

Seaj : Q® R
q® [d]

Yasabemos quej es homomorfismo inyectivo.

3. ORDEN EN R.

Vamos a definir en el conjunto R unarelacion de orden total que sea compatible
con su estructura.

Antes de poder definir un orden en R, necesitamos conocer cual es el conjunto de
numeros reales positivos. Para ello, nos vamos a apoyar en Q.

PROP Sea(a,) una sucesion de Cauchy no nula. Entonces existe un elemento en la
sucesion ta que a partir de é son todos del mismo signo.

Dem
Sea (an)l S Y (an)l So.Como (&) ScP " e>0 (el Q) $rol N /" nme nob |an-aml<e.
Supongamos que latesis es falsa: siempre podemos encontrar mi N con a,>0 y un
nl N con a,<0. Entonces e>an-an|= [an] + [an| P (&) So'y eso es una contradiccion.
Luego $rol N/ "3 mg P a,>0 (6 a<0).
Por tanto, en S; podemos distinguir:

Sucesiones de Cauchy positivas U $nol N/ b a>0.

Sucesiones de Cauchy negativas U $rol N / re pbp a,<0.

Sucesiones de Cauchy ni positivas ni negativas.

PROP Dos sucesiones de Cauchy equivaentes y no nulas son ambas positivas o ambas
negativas.

Dem
Sean (&), (bn)l S

Como (&)l SoP $rol N/ " o b Ja[>k
(b))l Sob Sy T N/" By P[>k’
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Supongamos que (a,) es positivay (b,) es negativa.

Entonces" r max{np, o’} P |an-bn| = |an] + [bn| >k+k’

Lo cual no puede ser ya que (a,) y (bn) son equivalentes (U (an-bn)l So).
La suposicion es falsay por tanto (&) y (bn) son del mismo signo.

DEF Definimos el conjunto de los numeros reales positivos y 1o denotamos por R, a
R'={xl R/ x=[a)] y (&) es positiva}.

Andogamente

DEF Definimos el conjunto de |os nimeros reales negativos y lo denotamos por R, a
R={yl R/y=[by] y (bn) es negativa}. También como R={yl R/ -yl R'}.

Con estas definiciones tenemos que R = RE{0}ER".
PROP Lasumay € producto en R" son operaciones internas.

Con todas estas consideraciones, ya podemos definir una relacién en R 'y comprobar que
es de orden.

DEF Definimosen R larelacion £ como: " abl R aEbU b-d R'E{0}.
PROP Larelacion £ definidaen R es de orden.
Dem:
Para comprobarlo hemos de demostrar que verifica las propiedades reflexiva,
antisimétrica y transitiva:
1)Reflexiva: 0l R'E{0} b a-d R'E{0Q} b afa
2)Antisimétrica: s afbb b-d R'E{0}
S b-a=0Pb b=a

s b-a R* P a-bl R luego no se verifica que bEacon bt a

3) Transitiva: s aEbb b-a R'E{0}
s bEch c-bl R'E{0}

b (c-b)+(b-a)l R'E{0} b c-al R'E{0} b c-a R'E{Q} b afc
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PROP Lardacion £ esde orden total.

Dem
{0}p a=b
"abl R, b-al ¥ R"b aEb
R b bfa

PROP El orden definido en R es compatible en las operaciones de sumay producto.
Dem
)" abl Rconafb b b-al R"b (btc-c-a)l R"b (b+c)-(c+a)] R™ b
b atc£b+c "cd R
ii)" abl Rconatbyconcl R'E{0} P b-d R b

icb-al R -cal R U
b ic(b a)l R*"P cb-cal R" b ac£bc,p a2 £ be
iclb-a)l {0} b cb-ca=0pP ac=bc f\;

Conclusion: (R, £) es un cuerpo ordenado.
PROP (R,£) ampliaa (Q,£).
Dem

Seaj :Q®R
q® [d]

Yasabemos quej es homomorfismo inyectivo.
Sean p,gl QconpEgb g-pl Q'E{0}
Pj(ap)l RE{0} P j (@-j (T RE{C} P j (9] (P)
El conjuntoj (Q)I R es un subcuerpo ordenado de R, y es isomorfo a Q. Como
Q@ (Q) por convenio setomaj (Q)° Q y por tanto los nimeros reales son una

ampliacion de los nimeros racionales.
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4. PROPIEDADES DE R.

4.1 Q esdensoen R.

PROP Dados x,yl RconxEyy Xy, $ql Q / x<qg<y.
Dem

Sean (&) y ()l S tales que x=[a,] e y=[by] verificando que [bn-a,]I R
(Yaque x<y)

S [br-an]T R* P (by-a&) esnonulab $e>0 $rol N /" ré nob by-a >e

Ademéas como (a,), (bn)T Sc b

"e>0$mi N/" nmem b |a-anl<er

"e>0 8l N/" nme P |by-byl<es

Tomemos e;=e;=e/2 y sea mg=max{ry,m,ne}. Definiendo of Q como
a.*b., 8 +by,  _astby by-a,

=—=—" tenemosque " -a, = a, =
f 2 q A a 2 " 2 2

-e/l2 e e
> +—=— P ga>eldb x<
2 2 4 q q

(tengamos en cuenta que |ans-an|<e/2 b |az-an>-e/2).

Andogamente

n — aT13+bn3_ n n3 —
e e bn-0=by- = + >=. 2=
6 Db =3 2 2 2 2 4

P brg>e/4b o<y

Uniendo ambas partes obtenemos x<g<y, cqd.

4.2 R esarquimediano.

PROP Seanx, yl Rconyi R'b $nl N/ ny>x
Dem
Vamos a distinguir varios casos:

- S XE0 b basta tomar n=1y y<x.
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‘!$qT Q/0< p<y

- S x>0P como Q es denso .Comop,ql Q"yQes

1897 Q/x<q
. N O<np<nyi
arquimediano P $nl N/ np>q O<p<y b X<q gb ny>np>g>xP ny>Xx.

4.3 Valor absoluto en R.

Para definir € valor absoluto en R nos vamos a apoyar en Q donde ya lo tenemos
definido.

PROP El valor absoluto en R verifica las siguientes propiedades:
1) x=0U0 x=0 " X R
]P0 " xI R
JIxHIEXHHY] " Xy R
D IXHYITE eyl ™ x 91 R

S)xyl = x| lyl
Dem
1) Trivial, por definicion.
2) Idem.
3)" x,yl R setieneque-X|EXE[X| Y -ly|EYE|y| entonces tenemos que:
-XIEXE[X]
+ -YIEVEW]
-XHYIEx+YE[X[+y| entonces -(|x[+ly DEX+YE(X[HYDP [x+YIE[X[*ly]-
Esta desigualdad es |a llamada desigualdad triangular.
A1 IXHYHEX-YI O [ IxEy] PE -y O (K-yD*E(x-y)* O XPHy|>-2}x] Iyl £ X*+y*

-2xyU -2)x| Iy £-2xy U 2xy £ 2|x|ly| U xy £ [x| |y| y esto es cierto obviamente
"xyl R

5)-Sx>0ey>0pP xy=[x|ly|P [xy|=x]y|
-S x>0ey>0P xy=x|(-ly]) P xyl=[x] ly|

-S x<0ey <0 P xy=(-x)(-ly]) P |xy|= [X] lyl
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-S x<0ey>0 P xy=(-x|)ly| P |xy|=[x| ly|

Luego |xy|=x| ly] " x,yI R

4.4 R escompleto.

DEF Sea(X,) una sucesion de nimeros reales. Diremos que (xn) converge haciaay se
denota por limx,=a, si

"e>0 (el R)$rol N/ " e npb [xq-al<e
PROP Todo niimero xI R eslimite de alguna sucesion de Cauchy de racionales,
Dem
Seax=[a,] Y (&) una sucesion racional de Cauchy ((a,)] S). Vamos a comprobar
que lim a,=x.
(a)l ScP " e>08$nl N/" mn3npb |an-aile
Si fijamos r? g P & nimero real |x-a,| viene determinado por la sucesion (|an-an|)
que es de Cauchy.
Supongamos que lima,t xU $e>0 $ml N/" iy P [a-x]>e
Como Q esdenso en R, $qi Q / e<g<|a,-X|.
Entonces [a,-x|-qT R* b la sucesion de Cauchy que determina este nimero real
positivo es positiva
Luego$k>0/" Mt m P |a- an|-> kP |ar-anf> gtk
Si elegimos re=max{ny,n;} P (&) no es de Cauchy. CONTRADICCION.
La suposicién es falsay por tanto lim a,=x, cqd.
PROP Toda sucesion de Cauchy de nimeros reales es convergente.
Dem

Sea ,) una sucesién de Cauchy de nimeros redes”" e>0 $rnp / "nmerny b
[Xn-Xm|<e

"nl N $0nl Q/X:-1/n < g < Xa+1/n yaque Q es denso en R.

Conseguimos una sucesion (g,) de nimeros racionales que verifican:
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" MIP o [Om-Chl = [0 Xmt Xmt Xn- Xa+- Gn| £
£ |gm-Xm| + Xm-Xa| + [Xo-Cn| <Um+ e+ Un<e
Entonces (gm) es de Cauchy.

Sea x=[(qn)]

Xa-X| £ [Xn-On| + [0n-X| < Un+e<e”

P (X)) esconvergentey su limiteesx b lim x,=x.

PRINCIPIO DE LOSINTERVALOSENCAJADOS
Sea (In) una suc&eiNén de intervalos encajados (In=[an,bn] con Il 1y " n) cerra@os y
acE)taNdos Entonces O, Int £ S ademés |I| =bn-a, con lim |I5] = 0 entonces existe Xl R /
{}1 Oln
Dem
Como I+ I 10" nl Ny In=[an,bn] P (&) es unasucesion de niimeros reales
creciente y acotada superiormente por by P $lim (&) = a
Fijamosm N/" re mpb a.Eb,Ebm P aEbm" mi N.
(bn) es una sucesion de numeros reales decreciente y acotada inferiormente por &g
P $limb,=h.
Comobn3 a" m NP bfa
Seal=[a,b]. Comobiab I A&
Es més, podemos afirmar que Il 1," nl N yaque a.£ aEbEb, " nm.

Entonces| 1 O I,y como It /& entonces O 1, £

ia, ExXEb, P x=a=b

Como caso particular, sia=b b I= sxyiOl,b
g Y OP L e yen b y=asb

La interseccion por tanto esta construida por un solo punto.

TEOREMA DEL EXTREMO
Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.
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Dem
SeaCIl R con C! /. Como C esta acotado superiormente, $b:1 R/ b; es cota

superior de C. Podemos encontrar un n® a1 R tal que & intervalo [ag,by]
verifica

a) Contiene puntos de C.
b) by es cota superior de C.
Dividimos [ag,b;] en dos nuevos intervalos por su punto medio. A agquella mitad

que verifique @) y b) la llamamos [a,b;].

(Esclaroques % escotasuperiordeCb a=ab y b2:¥ y s noes
cota superior b a;g% y bp=b;).

Se verificaque by-a= % (b1-&) ¥ a,g-a1£% (b1-a).

Repitiendo el proceso, obtenemos una sucesion de nimeros reales (a,) que verifica

lam-an| £ (b1-a) P (&) esunasucesion de Cauchy.

2n-l

Como toda sucesiéon de nimeros reales de Cauchy es convergente tenemos que
$1 R/ lim a,= x. Supongamos que x * Sup C.

Como también lim by=x P $yl C/x< b,<y paraaginn N.

Contradiccion, ya que b, " nl N son cota superior de C. Por tanto, x=Sup C.

5. TOPOLOGIA DE LA RECTA REAL.

DEF Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion t de subconjuntos de X que
verifican tres propiedades:

1DAEX esténent.
2)La unién de los lementos de cualquier subcoleccion det estaent.

3) Lainterseccion de elementos de cualquier coleccion finitadet estaen t.
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DEF Un espacio topologico es un par ordenado (X,t) formado por un conjunto y una
topologia sobre €.

5.1. Subconjuntos Cerrados deA .

DEF Dado Al R subconjunto con At & , diremos que A es cerrado S para cada
sucesion (x,) convergente contenida en A también contiene su limite.

OBS El conjunto [a, b) definido como [a,b)={xI R / &x<b} no es cerrado ya que S
ix1[ab"nl N

Xn=b- E, severificaque | _ ,'y en cambio bl [a,b).
n 1 X, €sconvergenteylim x, =b

Anédogamente para (a,b) = {xI R/ a<x<b}
(%) convergente con (%))l Ay A cerrado P lim x,=xI A
PROP El conjunto [ab]={x] R/ aExEb} es cerrado.
Dem
Supongamos que [a,b] no es cerrado. Entonces existe una sucesion {x.} 1 [a,b]
convergente tal que su limite X [a,b]. Sea x>b (Andlogamente si x<a) entonces sea
d= x-b, como x, es convergente se tiene que:
" e>0 $nol N/ [x-x|<e si r# np, entonces s tomamos e= d/2 b
Sl N/ Xl (x-e,x+e) s rnoP x>bsirtrpb Xl [ab] sirdny!!
(contradiccién) b [a,b] es cerrado.
PROP Launion de dos subconjuntos cerrados es un subconjunto cerrado.
Dem

Sean A; y A, subconjuntos de R cerrados, y sea A=AEA,. Sea (X))l A una
sucesion convergente, y sea x= lim Xq.

-S (%)l Aib X Aql A
-S (%)l Aob X Asl A
En caso contrario, sea (X.k) una subsucesion de(x,) contenidaen A;. Sabemos

que X = limg Xak. Como (Xnk)l A1 convergentey Ay escerrado b xI Ar b Xl A,
ya serlimxyx=x=limx, P (X)) A verificaquex A. Por tanto A es cerrado.



Nota: hemos usado que s x,® X entonces X,k ® X la demostracion se dga como
gercicio al lector.

COROLARIO La unién de una familia finita de subconjuntos cerrados es también
cerrado.

Dem

Sean A1, Ao® Ap subconjuntos de R cerradosy sea A= U A .

=1
Sea ()] A una sucesion convergentey seax= limhe y Xn
-Si (%))l A, paraagunib xI A; por ser cerrado b xI AP A es cerrado.
-En caso contrario, sea Xn unasucesion de X, tal que xl A; paraalgin i
P como limey Xk=xYy A escerrado b xI A; P xI AP A es cerrado.
OBS Launion infinita de cerrados no es cerrada.
Por gjemplo, sean A,=[2+1/n, 4- 1/n] " nl N. Entonces Ai=[3,3]1 A>=[2'5,3 5]I ...
Como lim(2+1/n)=2y lim (4- n)=4 b EA,=(2,4).
Como (2,4) es un intervalo abierto, el conjunto unién no es cerrado.

PROP Sea {NAi / il 1} una familia (finita o infinita) de conjuntos cerrados en R.
Entonces A=O A, es cerrado.

Dem
Sea ()] A una sucesion convergente con x=limx,. Entonces (x,)I A; " il N b
xI A; " il NyaquelosA; sontodos cerradosb xi A b A es cerrado.

5.2 Subconjuntos abiertos de R.

DEF Un subconjunto V de la recta red VI R diremos que es abierto s su
complementario, R-V, es cerrado.

PROP (ab)={xI R/ a<x<b}es abierto.
Dem
R-(a,b) = (- ,aE[b® ) es cerrado.

PROP La interseccion de una familia finita {v1,..,v,} de conjuntos abiertos es otro
conjunto abierto.
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Dem
SeaV={"|V, . Como R-V=R-[|V, siendo R-V= [ J(R-V,) unién de conjuntos
k=1 k=1 k=1

ceradosb R-V escerado b V esabierto

PROP La union de una familia de conjuntos abiertos (finita o infinita) es un conjunto
abierto.

Dem
SeaV=EV; P R-V =R-EV;= C(R-V;). Como lainterseccion de cerrados es
cerradab R-V escerrado b V es abierto.
OBS El conjunto Ry € vacio son abiertos y cerrados, y son los Unicos que son de los
dostipos. R es abierto porque A es cerrado y A es abierto porgque R es cerrado. Esto no
es contradictorio ya que existen conjuntos que no son ni abiertos ni cerrados.
COROLARIO Dadot={Al R/ aesabierto} esuna topologia paraR.
TEOREMA A esabiertoU " xI A $e>0/ (x-ex+e)l A.

Dem

llp n
Supongamos que la tesis no es cierta $e>0/ (x-ex+e)EA. .

Tomemose=1 $xi1 (x-1,x+1) tal que x| A. Reiterando € proceso parae= 1/n
$xal (x-1/n, x+1/n) con x| A.

Lasucesion (x))l R-A.

El conjunto R-A es cerrado.

(%n) €s convergente ya que [X-x|< 1/n " nl N

Entonces Xi R-A lo cua es una contradiccion y por tanto nuestra suposicion es
fasa

||U n
Supongamos que a no es abierto.

Entonces R-A no es cerrado b $(x,)I R-A convergente haciaxi R-Ab X A.

Por hipotesis $e>0/ (x-e, x+€)l A. Por ser (x,) convergente, dado ese e>0
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$rol N/ " ré no [xa-x|<e, pero |x,-x|<e es |o mismo que -e<x,-x<e, y eso es igual
que (x,) R-A.
Lasuposicion es fasay por tanto A es abierto.

5.3 Entornos.

DEF Sedice que Ul R esentorno del punto X Rs $e>0/ (x-e, x+e)l U.

PROP Dado X R, sea Uy una familia formada por los entornos U del punto x. Se
verifica:

1) (x-e, x+e)l Uy

2) [x-e, x+e]T Uy

3) (x-e, x+e]l Uy

4) [x-e, x+e)l Uy

Dem

Sabemos que Uy={U / U es entorno de xi R}
1) Si en la definicion tomamos U=(x- e, x+€) se verifica, luego (x-e, x+e)l Uy
2) SeaU[x-e, x+e] b Ul Ry (x-e,x+€e)l Uy b (x-e, x+e)l Uy
3) Analogo a 2).
4) Analogo a 2).

PROP Si U; y U, son dos entornos xi R, entonces U;CU, es otro entorno de X R.

Dem

i$e >0/ (x- ,x+e)l U,

Como Uy y U; son dosenterosde X! Rb | .
i%e, >0/ (x- &,x+e)l U,

. : : i(x-ex+el (x- g,x+e)l U,
S tomamos e=min{e; &} setieneque i . .
T(x-ex+e)l (x- e,x+e)l U,

b (x-ex+e)l UiCU, b $e>0/ (x-ex+e)l UiCUz b U;CU, esun entorno de xi R,

La definicion de limite de una sucesion convergente se puede escribir en funcion de
entornos.



TEOREMA (" Ul Uy $rol N/ "mrob xil U)U (x,) converge hacia x.

Dem

" ) ) )
" e>0(x-e,x+e)=Ul Uy $rgl N/" g P x,l U=(x-e,x+€) yque
Xnl (x-ex+e) eslo mismo que [x,-x|<e. Luego (x,) es convergentey tiene por limite
X.

"y

(" UT Uy $e>0 (x-ex+e)l Uy $rol N/" r no |xa-x|<e Y |x,-x|<e es
Xnl (Xa-ex+e)l U.
DEF Llamamos entorno de centro ay radio r>0 a conjunto E(a,r)={xI R/ ar<x<atr}
OBS Ladefinicion es consistente con la anterior, ya que
E(ar)= (ar,atr)l U, tomando e=r.
PROPSi bl E(ar) P E(b,s) / E(b,s)l E(ar)
Dem
S bl E@ar) b |pb-al<r b r-|b-a > 0.
Sea s<r-|b-a| con s>0.
Paraver lainclusion:
"xI E(b,S) P |x-al= [x-b+b-a| £ [x-b| + |b-a] < s+ |b-a <1 b x| E(ar)
Luego E(b,s)l E(ar).

5.4 Puntos Especiales.

DEF SeaA | R un subconjunto y ¥ A. Diremos que X es un punto interior a A si
existe un entorno de x, Ul Uy, contenido en A, Ul A.

El conjunto de los puntos interiores de a se denota por A o Int(A).
DEF Sea Al Ryyl R. Diremos quey es un punto exterior A s y esinterior a R-A.

DEF Sea Al Ry yl R Diremos que z es un punto frontera de A s " Ul Uz, U
contiene puntos de A y de R-A.
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PROP El conjunto VI R esabierto U V=Int(V).
Dem

"
Por |a propia definicion de Int(V) se cumple que " xI Int(V)p xi Vb

P Int(V) V

Como V esabierto P R-V es cerrado, esto quiere decir que cualquier sucesion
{x.}1 R-V que sea convergente cumple que su limite esta contenido en R-V. Por
lo tanto si XI V se cumple que $e>0/ (x-ex+e)l V, porque de no ser asi podriamos
establecer una sucesion {x,}1 R-V convergente cuyo limite fuese xi R-V, pero
esto es contradictorio con lo anteriormente expuesto, por lo tanto X es un punto
interior deV b xi Int(V) P VI Int(V) b Int(V)=V.

||U n
Sea{x,}1 R-V unasucesion convergente ax. Supongamos que xi V = Int(V)

b $Uyx entorno dex tal que Uyl V b il Ux " nl N !! (porque el limite de x, esx)

b xi R-VP R-V escerradob V es abierto.

DEF Sea Al R. Diremos que ¥ R es adherente a conjunto A s x es limite de aguna
sucesion contenidaen A.

DEF Llamaremos A a conjunto formado por todos los puntos adherentes de a.
A={xl R/x esadherenteaA}

PROP Dado Al R severificaque Al A.
Dem

Dado X A sea (x,) con X,=x " nl N.

Triviamente (x,) es convergente, lim x, =Xy (x,)] A. Entoncesxi A " xI A.

PROP A escaradoU A=A.

Dem
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llp n
Como ya sabemos, por la proposicion anterior, que Al A. Veamos e reciproco:

Seaxl A b ${xn}1 A sucesién convergente ax, pero como A escerrado b xi A
b Al A, entoncesA= A

||U n
Sea{x,}1 A unasucesion convergente ax. Como x es e limite de una sucesion

detérminosdeA P xi A=A P xi Ab A escerrado.

PROP DadosAB,l R, seveifica

1) III' n
Seaxl AE B b ${x,}1 AEB que converge ax.

AS{xHA"MNPX A
b)Si{x}IB"nNbpx B
0) Si{x}I AEBP ${xw}I A (por gemplo) tal que &l limite de { .} esx
pxi Ap AEBI AEB
o
Seax] AE B entonces

AN ———

a S X Ab ${x.}i A queconvergeax b {x,})1 AEBbP xI AEB
b) S X Bb ${x,}1 B queconvergeax b {x,}1 AEBP xi AEB

_. — . ———— [ —

b AE Bl AE BP AE B=AEB

w

2) Sea xI entonces AC B b ${x,}] ACB que converge a x, entonces:

Hx3l AP xT A -
1 R __bxt ACBP ACBI ACB
t{x}1 Bp xi B
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OBS Lainclusion ACB1 AC B no se verifica. Veamoso con un gemplo.
SeaA=(12) y B=(2,3) b A=[12]y B=[2,3]
AC B={2}, pero ACB=/E luego ACB =/E. Por tanto, no se puede hablar de

igualdad.
OBS Los puntos adherentes también reciben e hombre de puntos de aglomeracion.
DEF Sea Al Ry ¥ R. Diremos que x es un punto de acumulecién de A s " e>0
conjunto {al A /|x-al<e} esinfinito.
Comentario: e conjunto {al A / |x-al<e} esfinito sy slos " e>0%al A/ x ay [x-a<e
PROP Todo punto de acumulacién es adherente.
Dem
Seaxl A un punto de acumulacionde A P " e>0{al A /|x-al<econx a} es
infinito. Seae= 1/ny seax,l A un eemento distinto de x y tal que [x-X,|<e " nl N

b {x.,}1 Ay converge axP x esun punto adherente a A.

El reciproco no escierto. Sea A={1}. Si x,=1" T Nb (x.)l Aylimx,=1p 11 A,
Pero 1 no es punto de acumulacion ya que e conjunto {al A / [1-al<e}={1} y no es
infinito.

DEF Llamaremos puntos aisados a los nimeros reales que son adherentes a un
conjunto Al Ry no son de acumulacion en A.

DEF Llamaremos conjunto derivado de A R y lo denotaremos por A’, a conjunto
Al R de los puntos de acumulacion de A.

PROP El supremo de un conjunto es adherente a conjunto.
Dem
Sea Al R acotado superiormentey x=SupA.
S AP X A
-Six A
Como x=Sup A por definicion de supremo, podemos encontrar elementos en
A tan proximos a x como queramos.

Seaxnl A/ |x-x|< 1/ny se verifica que x,<x " n. Entonces (x,) €s convergente y

limx,=xb xi A.
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TEOREMA DE BOLZANO —WEIERSTRASS

Todo subconjunto Al R, infinito y acotado posee al menos un punto de
acumulacion.

Dem

A esacotado b Al [ab]
A partir de [a,b] y dividiendo por la mitad, de forma reiterada formamos una

sucesion I,=[an,bn] de intervalos encajados gque tienen como caracteristica que todos
ellos contienen infinitos puntos.
([au,b1] es aquellamitad de [a,b] que contiene infinitos puntos).

Lasucesion (a,) esde Cauchy y lim a,=abP aesun punto de acumulacién de a,
al A", yaquedado e>0 $nol N /" e ny severifica{aal A / |a,-al<e} esinfinito

(estan todos a partir de ).

5.5 Conjuntos compactos.

DEF SeaKi R un subconjunto. Diremos que K es compacto si toda sucesion ()i K
posee una subsucesion convergente haciaun X K.

TEOREMA FUNDAMENTAL
SeaKI R. K escompacto U K es cerrado y acotado.
Dem

1] p ”
Probemos que K compacto b K acotado.

Supongamos que K no es acotado.
Entonces" ni N se verificaque KE[-n,n].
Entonces $xal K /x| [-n+n] P |x,pn" nl N. Tenemos por tanto una sucesion
(%n) de K.
Por definicion de compacto $(Xak)l (X,) con (X.) convergente siendo xI K

su limite. Pero eso es falso ya que como |xnk| 3 Nk resulta que (Xnk) No es acotada.
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CONTRADICCION.

Por tanto, la supresion esfalsay K es acotado.
Probemos ahora que K compacto b K cerrado.
Supongamos que K no es cerrado.

Entonces $(xn)l K convergente con lim x, = x y X K. Como K es compacto
(xnk)!l (%n) convergente, lim x, =y, y | K. Sabemos que y=x porque cualquier

subsucesion de una sucesion convergente es convergente y con el mismo limite.
Luegox =y, X K, yi K. CONTRADICCION.
Por tanto la suposicion esfalsay K es cerrado.

13 U ”
Sea ()| K unasucesién cualquiera.

Como K esacotado P (x,) €s una sucesion acotada. Sea el conjunto A={x, / il N}.
Sabemos que Al K. (A={(xn)}). Como A tiene infinitos elementos y es acotado, por
el teorema de Bolzano-Weierstrass, A posee al menos un punto de acumulacién.
Seaxl A’. Por definicion de punto de acumulacion $(x.)l A convergente hacia x.
Como (%)l (X,) =AEK y K escerrado b Xl K. Luego de una sucesion cualquiera
hemos podido extraer una subsucesion convergente a un punto del conjunto P K es
compacto.

DEF §eaAi R. Llamamos a{Vi: jT 1}, familia de subconjuntos de R, recubrimiento de

As a U{ Viiil I }. Esdecir "al A $il | / d V. Si cada \ es un conjunto abierto,

diremos que el recubrimiento es abierto.

DEF Llamaremos subrecubrimiento de A, extraido del recubrimiento {V;: il 1}, al
recubrimiento de A {V;: jl H} y HI 1.

Ejemplo: {(-n,n): nl N} es un recubrimiento de R.

TEOREMA DEL RECUBRIMIENTO

Sea Kl R. K escompacto U . De todo recubrimiento abierto de K es posible extraer
un subrecubrimiento finito.



Dem

“p ”n
Sea{V;: il 1} recubrimiento abierto de K.

Como K es compacto b K esacotado P K1 [a,b].

Supongamos que no es posible extraer un subrecubrimiento finito de K
(demostracion por reduccion a absurdo).

Como K | [ab]P [ab] tampoco se puede recubrir con un recubrimiento finito de
{Vi: il 1}. Al dividir [a,b] en dos mitades iguales, d menos una de las dos no se
puede recubrir con un recubrimiento finito. (Si ambas mitades tuvieran un
recubrimiento finito, la unién de ambos nos daria un recubrimiento finito para[ab],
lo que no puede ser).

Llamemos [a1,b1] alamitad que no dispone de recubrimiento finito, tal que
[20,b1] CK=AE

Repitiendo €l proceso obtenemos una sucesion (1) con In=[an,bn], br-a=

%(bn_l -a,,), In"CKLAE" nl Ny ningln I, tiene un recubrimiento finito. Por el

principio de los intervalos encajados $xI R/ x=C 1. Como I,CK* & " nl N, sea
Xl 1nCK. Como Xn,XI In " n P [X-X| £ (br-a) O 2—1n(b-a) b x=1lim X.

Pero (x,)] K que escompacto b (x))l K cerrado P Xl K.
Sixi K P $il I /X Vi
V,, esabiertob $e>0/ (x- e x+e)l Vi

- X P Inol Vio, locua esuna
Dadoesee>0$n,1 N /I 1 (x-e,x+e)?; e

contradiccion ya que hemos demostrado que I, esté recubierto por un abierto (y
por tanto un finito) y por hipétesis no podra ser.

Luego la suposicion es falsay existe un subrecubrimiento abierto y finito K.



uU ”

-K es acotado.

Supongamos que K no es acotado.

{Vn=(-n,n) / i N} es un recubrimiento de Ry por tanto de K.

Si existiera un recubrimiento finito de K, sea{Vno, Vn1,..., Vnk} dicho
recubrimiento. Tomamos m=max{ 1y, ny,...,n}P ki Vim=(-mm)p Kes

acotado. Contradiccion con nuestra suposicion. Entonces es falsay K es acotado.

-K es cerrado.

Supongamos que K no es cerrado.

$(xn)l K convergentey x = lim x, tal que Xi K.
1 1 -

Tomamos Fr=[ X - =, x+ =]y definimos V,=R- F.
n n

Los F, son cerrados bV, son abiertoscon EV,= R—{x} b paracadaxt x
$n/ %1 Vp. ComoxX Kb Ki R-{x} P {Vn:r N} esun recubrimiento

abierto de K.

k
Por hipotesis$ Vg, Vrp,..., Vi / KI | JV,; = Vin con m=max{ny,...,n¢}.

j=1
Comox =1limx P Sl N / "Brg b [xp-X|<Unb x| (x=1/nx+1n)l F.
Tomando n"=max{ ny,m} tenemos que dado N>n" Xl Vo P Xal Vi P xal K.

Contradiccion, ya que (x,)] K. Lasuposicion esfasay K cerrado.

Por ser K cerrado y acotado b K es compacto

Teniendo en cuenta este teorema podriamos haber dado como definicion de

conjunto compacto la siguiente:

DEF Un conjunto KI R es compacto si dado un recubrimiento abierto de K puede
obtenerse un recubrimiento finito.
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