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TEMA 61

DESIGUALDAD DE TCHEBYSCHEV. COEFICIENTE DE VARIACION.
VARIABLE NORMALIZADA. APLICACION AL ANALISIS, INTERPRETACION
Y COMPARACION DE DATOS ESTADISTICOS.

1. VARIABLESALEATORIAS.

1.1. Concepto de Variable Aleatoria.

DEF Seaun experimento E 'y sea W € espacio muestral asociado con el experimento.
Llamaremos Variable Aleatoria a una funcién X que asigna a cada elemento $ W un
numero real X(s).

DEF Diremos que una variable aleatoria es Discreta s sdlo toma un nimero finito de
valores o un nimero infinito pero numerable.

Si lavariable aleatoria es discreta, enumeraremos |os valores que toma como X, X,

DEF Diremos que una variable aleatoria es Continua s toma un nimero nfinito no
numerable de valores

1.2. Variables Aleatorias Discr etas.

DEF Definimos la funcion de Probabilidad de la variable aleatoria discreta X como
aguella funcion que asigna a cada nimero rea x; la probabilidad de que la variable
aleatoriatome esevaor, X=x. f(x) = P(X=x)

Tengamos en cuenta que la variable aleatoria X estaba definida sobre un espacio
muestral W, el cual es discreto. En cambio, la funcion de probabilidad f(x) esta definida
sobre R.

Asi pues, si e nimero real x no pertenece a conjunto de vaores que toma X, se
verificara

f(x) =P(X=x)=0
En cambio, s pertenece al conjunto de los valores asumibles por X, se verificara

f(x) =P(X=x) >0

En este caso, f(x) serd la suma de las probabilidades de todos los sucesos
elementales alos que X asigna €l valor x.

Las propiedades fundamentales de la funcién de probabilidad no son mas que la
traduccion de los axiomas de la probabilidad.

PROP S x, X, ..., X, SOn los valores que toma la variable aeatoria X, se verifica
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1) @ f(x)=P(X=x)+P(X=x,)+...+P(X =x,)

2) f(x%)>0 "1:1,2,...,n

3) S a<b<c, y definimos los sucesos mutuamente excluyentes A={aEX£b} y
B={b<X£c}. S C={aEX£c}, esclaro que C=AE By, por tanto:

P(aEX£EC) = P(aEXED) + P(b<X£C)

DEF Definimos la funcion de Distribucion de una variable aleatoria discreta X como
F(X)=P(X£EX).

Esta claro que esa probabilidad serd la suma de las probabilidades de todos los

sucesos elementales de W alos que X asigna valores menores o iguales que X.

PROP La funcion de distribucion de una variable aeatoria verifica las siguientes
propiedades:

1)

2)
3)

4)

5)

1) F(-¥)=0

2) F(+¥)=1

3) F(X) escreciente.

4) P(a<X£b) = F(b) — F(a).

5) F(x) es Continua por la Derecha.

Dem.

Sean X, X2, ..., X» 10S Unicos valores que puede tomar la variable aleatoria X y sea %
un valor menor que € més pequefio de los n vaores anteriores. Es claro que €
suceso {XExg} es un suceso imposible. Por tanto su probabilidad es cero,

manteniendose dicho valor cuando méas pequefio sea . Luego se verifica
Andloga alaanterior.
Por propia Definicion, ya que todos los sumandos son no negativos.

Los sucesos {X£a} y {a<X£b} son mutuamente excluyentes, y su union es €l
suceso { XEb}
P(X£b) = P(X£a) + P(a<X£b)
Esdecir
P(a<X£b) = P(X£b) - P(X£a) = F(b) — F(a)

Por Definicion.

1.3. Variables Aleatorias Continuas.

DEF Llamamos funcion de Densidad de Probabilidad de una variable aleatoria
continua X a una funcion f(x) que verifica las dos condiciones siguientes:

1) f(x)30

2) Q, f(x)dx=1
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DEF Llamaremos funcion de Distribucion de la variable aleatoria continua X a una
funcién que asigna a todo numero real X, la probabilidad de que X sea igua o menor
que X.

X
\

FO)=P(X£X)=¢), f(t)ct

PROP Lafuncion de distribucion de una variable aleatoria continua X verifica
1) F(-¥)=I?®irg F(X)=0
2) F(+¥):><IE<)IEQ F(x)=1

3) F(x) es unafuncion no decreciente.
4) P(a<X£b) = F(b) — F(a).

5) S F(x) esderivable, f(x) :¥
X

Dem.

Inmediata.

2. ESPERANZA MATEMATICA.

DEF Sea X una variable aeatoria con funcion de probabilidad f(x). Llamaremos
Esperanza Matemética de X am siendo:

1) Caso Discreto: ~ MEE(X)=g x f(x)
2) Caso Continuo: mM=E(X) = 63: xf (X)dx

La esperanza matematica, denotada por E(X), también recibe e nombre de Media o
Vaor Esperado.

Cuando una variable aeatoria se expresa mediante una funcion Y=G(X), con X otra
variable aleatoria, podemos expresar la esperanza matemética de Y utilizando X como
sigue:

1) Caso Discreto.  meE(Y) =E(G(X))=§ 9(x) f(x) =& yh(y)

+¥
hY

2) Caso Continuo. npaw:aem»:imwummzaymww

Si tenemos que una variable aeatoria Z se expresa como producto de otras dos
variables deatorias, Z=X-Y, su esperanza matemética sera:

E@)=E(XYV)=a xY,f(x.y))

E(2) = E(XY)= g, ), ¥/ (% )dxdy
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PROP Sean ay b constantes y X una variable aeatoria con media m S Y=aX+b
entonces E(Y) = amtb.

PROP El valor esperado de la suma o diferencia de dos o mas funciones de una
variable aleatoria X, esla suma o diferencia de |os valores esperados de las funciones.

E[g(X)£h(X)] = E[g(X)] = E[h(X)]

PROP La Esperanza Matemética es una funcion lineal. E(axX+bY) = aE(X) + bE(Y).

2.1. Momentos.

DEF Sea X una variable aeatoria Discreta con funcién de probabilidad f(x).
Llamaremos Momento de Orden r Respecto a Origen de la variable aeatoria X, y lo
denotamos por a, alaexpresion:

a, =E(X") =4 x" (X

DEF Sea X una variable aleatoria Continua con funcion de densidad de probabilidad
f(x). LIamaremos Momento de Orden r Respecto a Origen de la variable aleatoria X, y
lo denotamos por a,, ala expresion:

ar:E(Xr):(‘fxrf(x)dx

Podemos destacar a m que corresponde precisamente con E(X), la media de la
variable aleatoria.

DEF Sea X una variable aeatoria Discreta con funcién de probabilidad f(x).
Llamaremos Momento Central de Orden r de la variable aeatoria X, y lo denotamos por
m, alaexpresion:

m=E|X - EX))'|=8 (X - EX))" ()

DEF Sea X una variable aleatoria Continua con funcién de densidad de probabilidad
f(x). Llamaremos Momento Central de Orden r de la variable deatoria X, y lo
denotamos por m, ala expresion:

m=E|[X - E())'|= ¢ (X - E()) f (0ax

DEF Sea X una variable aeatoria con distribucién de probabilidades f(x) y media m
Definimos la Varianza de X, y se denota por Var(X), como m, Momento Central de
Orden 2.

Enel casodiscreto  Var(X) =m = E|(X - E(X))?|=& (x - m? f(x)

En el caso continuo  Var(X) = my = E[(X - E(X))Z]:dj(x- M2 f (x)dx
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DEF Llamamos Desviacion Tipica o Estandar de una variable aleatoria X, y se denota
por s, alaraiz cuadrada de la Varianza.

s = Var(X) =m

PROP La varianza de una variable aleatoria X se puede expresar como la media de los
cuadrados menos e cuadrado de la media

Var (X) = E[(X - E(X))2|=E(X?)- E(X)?
PROP Si ay b son constantes y X es una variable aleatoria con media my varianza s2.

Se verifica
Var(ax+h) = &Var(X)

2.2. Variable Normalizada.

DEF S en laproposicién anterior, tomamos como caso particular los valores a = 1 y
s

b=- Ln, la variable X- m, gue expresa la desviacion de la variable aeatoria X
s

respecto de su media y medida en unidades de la desviacion tipica, recibe e nombre de
Variable Normalizada o Tipificada.

Notese que la media de la variable normalizada es cero y su desviacion tipica uno.

AL
e 1%}

2.3. Coeficiente de Variacion.

DEF Llamaremos Coeficiente de Variacion de la variable aleatoria X a cociente de la
desviacion tipica por la media.
s
E(X)

Para poder comparar las medias aritméticas de dos distribuciones que vengan dadas
en unidades diferentes tenemos el coeficiente de variacion de Pearson.

DEF Definimos €l coeficiente de variacion de Pearson como la relacion por cociente
entre la desviacion tipicay la media aritmética.

V:i
m

6/14



En primer lugar, tenemos que dicha medida es adimensional. En segundo lugar, V
representa € nimero de veces que s contiene a m Cuanto mayor sea V, més veces

contendras am luego relativamente a mayor V menor representatividad de m

Este coeficiente se suele expresar en tanto por ciento, siendo

vV == .100
m

Como tanto en s como en mhan intervenido todos los vaores de la distribucion, V
presenta la garantia de que utiliza toda la informacién.

La cota inferior de V es cero, a ser éste e menor valor que puede tomar s, y es €l
vaor de V que indica la maxima representatividad de m

En caso de que la media aritmética sea nula, el valor de V no es significativo, ya que

su resultado numérico nos puede hacer tomar conclusiones estadisticamente
equivocadas.

3. DESIGUALDADES DE MARKOV Y TCHEBYCHEV.

En este apartado vamos a ver las desigualdades de Markov y Tchebychev. Ambas se
basan en & concepto de valor esperado para establecer acotaciones sobre la
probabilidad. La desigualdad de Markov establece una acotacion de la probabilidad de
una funcién no negativa de una variable aleatoria X. Con la desigualdad de Tchebychev,
si conocemos la distribucion de probabilidades de una variable aeatoria X, podemos
calcular su esperanza E(X) y su varianza Var(X), s existen. Sin embargo, €l reciproco
es faso. Es decir, conociendo la media y la varianza de la variable aeatoria X no
podemos reconstruir la distribucion de probabilidades de X. Debido a esto, es
conveniente obtener unas cotas superior e inferior para la funcién de probabilidad.

DESIGUALDAD DE MARKOV.

Dadas una funcién g no negativa de la variable aleatoria X y una congtante t
positiva, se verificaque

p[g(x )3 t] £ E[gt(X)]

Dem.

La demostracién vamos a redlizarla para €l caso de que la variable aeatoria X sea
continua. El caso discreto es andogo.

Sea D e dominio en el que g(X)3t. Entonces:

E[g(X)]:c‘fg(x)f(x)dxs Q 9(x) f (ke tf (x> te f (x)dx

Teniendo ahora en cuenta las propiedades que verifica la funcién de densidad:
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@f f()dx=1 v Q f (ax=Plg(x)? 1]
resulta que
Elg()]° tP[g(X) t]
y operando Ilegamos a

p[g(x )3 t] £ E[gt(X)]

Un caso particular que merece la pena destacar es cuando la funcion g sea la
identidad, g(X)=X. En este caso

P[Xx 3 t]£¥

siempre que X30. Esta expresién nos va a permitir demostrar la desigualdad de
Tchebychev.
DESIGUALDAD DE TCHEVYCHEV.

Sea X una variable aleatoria con media my varianza s 2. Entonces, " k>0 se verifica:

P(m ks <X <mwks)=P(X - nh<ks )3 1- k_12

Dem.
Definamos |a variable aleatoria Y =[X-E(X)]*.

Como P(Y30)=1 podemos aplicar |la desigualdad de Markov, para obtener:

qu_ ni-'s kS):P(Y3 kZSZ)Ekzsz Ki.s? K2

verificando su complementario la desigualdad que queremos demostrar:

P(X - ni<ks )3 1- k—12

Veamos ahora otra manera de enunciar la desigualdad de Tchevybech, y vamos a
realizar su demostracion para el caso de una variable discreta.

DESIGUALDAD DE TCHEVYBECH.

Sea X unavariable aleatoria. " k>0 se verifica:

E(X?)
k2

P(x|2 k)£

Dem.
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Sea X unavariable aleatoria discreta.

E(X) =4 x'p=axp+ axp+axn

X £- k - k<x<k KEX;
Entonces

E(X2)3 A x2p + 3 A2‘3k288° - 9
(X axptraxnp ap+tahp:

X £- k KEX; i £- K K £ 7]

E(X?)

k2

E(X?)3 k2P(X|3 k) P P(X|3 k)£

Si en la desigualdad anterior sustituimos la variable aleatoria X por otra variable que

esté tipificada X- m’ obtenemos la desigualdad de Tchevychev demostrada en primer

lugar.

La desigualdad de Tchevychev nos va a servir para poder justificar la introduccion
del concepto frecuencialista de probabilidad.

Sea A un suceso aeatorio, con probabilidad p, P(A)=p. Sea f la variable aleatoria
gue mide € nimero de apariciones de A en una serie de n observaciones
independientes.

il dseveificaA . L
f=Xi+Xo+...+X, donde X, =i : . en la i-ésima experiencia
10 s noseverifica A

E(X)=1-PA) +0-(1-PA)) =p

Var(X)) = E[(Xi —p)’] = p(1~p)* + (1 ~p)-(0~p) = p(1~p)
Como los experimentos son independientes:

E(f) = E(X1) + E(X2) + ... + E(Xn) = np

Var(f) = Var(Xy) + Var(Xz) + ...+ Var(Xp) = np(1—p)

4. TEOREMASDE BERNOUILLIY MOIVRE.

TEOREMA DE BERNOUILLI.

Dado k>0, la probabilidad de que la desviacion absoluta de la frecuencia relativa de
A sea mayor que k en la repeticién de n experiencias independientes respecto a la
probabilidad de A tiende a0 cuando ntiende a ¥.

Dem.
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Apliguemos la desigualdad de Tchebychev ala variable aleatoria r :

n
g2 O-P_, 5 argeingnpa- P _ \/p(l- )
eng n eng n n
f 0. pL- p) 1 ., -
Pg—- pl3 k=£ £ aque 1- p)£= | 10
gn £ Egne yade plL-pES P o]

Entonces:

Lim Pgi p
n® ¥ n

Un caso algo més genera fue obtenido por Poisson, que hacia variar la probabilidad
de A de un experimento a otro.

3 k2=0
a

Si laprobabilidad de A en e experimento i-ésimo es p;, tenemos que

E(f)=an Var(f)=§ p.d- p,)
i=1 i=1
y entonces
3
. a pi(l' pi)
f 0.~ 1
Pd— - p/3 k£ 22 £
gn 5‘ & n’k? 4n’k?
siendo
5=13p
nla‘l !

|a probabilidad media.

El teorema de Bernouilli se publico en € afio 1713, 150 afios después que la
desigualdad de Tchebychev. Originalmente se demostré calculando directamente la
probabilidad

pgl p<£kg: PQf - np|£nk)= a a@gp‘(l- p)"
n P n(p-k)EiEn(p+l) € @

Bernouilli tard6 veinte afios en calcular € sumatorio anterior, y probar que tiende a
1 cuando ntiende a ¥.

Sin embargo, hoy en dia puede deducirse un resultado mucho mas general que € de
Bernouilli y que fue dado por De Moivre en 1733, y que se podria enunciar como:

“La Distribuciéon Binomial es Asintéticamente normal”

también conocido como Teorema Central del Limite, en forma reducida
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En la demostracion de De Moivre, se utilizaba la variable tipificada

f-np

NP~ p)

Entonces:
2 ano i n-i
P(I, <l <I,)= a .=p'(1- p)
np+1,[ARCE PYEi Enp+1 ,ip( p) €| @
Pues bien
. 1 4. -
<] < = A 2
In'a!;TP(Il I <1,) @Qe du

siendo la expresion de la derecha la funcion de distribucion normal.

El calculo de la probabilidad

a -p '1- p™

np+ \[np(l- p) Ei£np+l ,\[np(T- p) ﬂ

anterior, cuando ® ¥ puede hacerse de forma ligeramente distinta, 10 que proporciona
otra distribucion limite, llamada de Poisson, muy Util cuando n es muy grande y p es
muy pequefia.

Seal un parametro tal que l=pn y q=1-p=1-—
n
Gd o 1o _nn-D.(n-r+Dl g 1¢"
P == 0. L0 i b g L0
reNge nNg n re ng
3 - 151 | & I
_g 1o 26 m r-16l'm loa 106
g ngi ? ngrté nﬂgi Ng

Tomando limites cuando NM® ¥ nos queda la distribucién de Poisson

r

P(X :r)»l—le'I
r!

- g 1" ., _ - 2_
Severificaque g —e =1, laesperanzaes | =npy lavarianzaess“=
r=0

En la practica, se suele utilizar cuando es suceso A esraroy np£5
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5. APLICACION AL ANALISIS, INTERPRETACION Y COMPARACION DE
DATOS ESTADISTICOS.

La nocion de ley de probabilidad correspondiente a una variable aleatoria se
introduce en Estadistica como un modelo de las regularidades que se observan al
considerar series estadisticas.

Al igua gue sucede con todas las teorias de las Matematicas, la segunda parte es ver
como se adaptan los modelos matematicos a la realidad.

Igualmente, s llegamos a establecer criterios que permitan afirmar que una serie
estadistica se puede considerar como una cierta aproximacion de una ley de
probabilidad, podemos admitir que el mecanismo que conduce a estas observaciones
serd andlogo a de los experimentos imaginados para obtener valores del universo que
tiene dichaley de probabilidad.

Concretamente, al aplicar métodos estadisticos para obtener nuevos conocimientos
de los fendbmenos naturales, se pueden considerar cuatro etapas.

a) Descripcion.

Propone la recogida, clasificacion y presentacion resumida de datos relativos a
un fendmeno.

b) Modelos.

Para explicar l1os hechos observados se formulan hipotesis, teorias 0 se buscan
modelos, que expresen en forma matematica las relaciones que se han observado en
los datos estadisticos.

c) Veificacion.

También llamado Contraste del Modelo, Se realiza mediante la recogida de
nuevos datos estadisticos relativos a fendmeno estudiado. Si la ley se confirma,
podra utilizarse en lo sucesivo. Si no, se descarta.

d) Prediccion.

Lateoria 0 modelo establecido permite establecer predicciones.

5.1. Ejemplos.
a) Ley deMendel.

1) Descripcion.
Mendel estudio € cruce de una variedad de guisantes amarillos con otros verdes.

Los guisantes verdes, a reproducirse, dan siempre verdes, pero los amarillos dan unos
solo amarillos y otros amarillos y verdes. Estos amarillos dan una raza pura que da
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indefinidamente amarillos. Si se cruzan verdes con amarillos de raza pura, se obtiene
una primera raza de hibridos verdes. Si éstos se cruzan entre si, se obtienen guisantes
amarillos y verdes aproximadamente en una proporcion 3 a 1.

2) Modelo Matematico.

Este modelo fue sugerido por € propio Mendel. En los cromosomas del guisante
hay un corpusculo portador del color. En laraza hibrida, unos gametos llevan €l gen V y
otros € A en la misma proporcion. Al formarse las cdlulas, se pueden tener los
siguientes tipos:

ViVa AiVe ViAz AlAz

Como A es dominante, entonces la proporcién de amarillos esde ¥

3) Veificacion.

En este caso, la comprobacion de la Ley debe hacerse con test de hipétesis, por
ejemplo lac? de Pearson.

4) Prediccion.
Una vez confirmada la ley, se puede saber con cierta probabilidad cua sera €
resultado del cruzamiento de dos plantas de guisantes en |as condiciones anteriores.
b) Calidad en la Produccion de Inyectables.
1) Descripcion.

Se ha observado que una maguina produce inyectables con un porcentae de
defectuosos del 1% en un lote de 10.000 unidades.

2) Modelo.

El nUmero de inyectables defectuosos en una caja de 200 unidades es variable, pero
una teoria basada en la observacion y en un modelo del clculo de probabilidades
permite considerar el nimero de defectuosos como una variable de Poisson
3) Veificacion.

Si este modelo es confirmado por la experiencia, se puede utilizar para la
prediccién. Si no es confirmado, se revisala hipotesis del paso 2.

4) Prediccion.

La hipbtesis y teoria anterior permite predecir que es précticamente seguro que en
una cgja de 200 unidades de inyectables aparezcan, alo sumo, cuatro defectuosos.
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