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TEMA 2

FUNDAMENTOS Y APLICACIONES DE LA TEORIA DE GRAFOS.
DIAGRAMAS EN ARBOL.

1. INTRODUCCION.

Lateoria de grafos, que nacié como una rama de la Topologia, se ha convertido hoy
en dia en una herramienta matematica indispensable en campos tan diversos como la
investigacion operativa, la linglistica, la quimica, la fisica, la genética, la teoria de redes
o lateoriade la decision.

Es por €llo, que para cas cualquier rama de la ciencia, se hace indispensable €
conocimiento, a través de conceptos globales, de las ideas basicas que sustentan a la
denominada teoria de grafos.

Este tema tiene por objetivo introducir a lector en estos conocimientos basicos a
través de una breve pero, esperamos, clara exposicion de las lineas generales de esta
teoria.

2. DEFINICION DE GRAFO.

Se denomina grafo G a par (V(G), E(G)), en d que V(G) es un conjunto no vacio
de elementos denominados vértices (también llamados nodos o puntos) y E(G) es un
conjunto finito de pares no ordenados de elementos de V(G) denominados aristas
(iguamente lineas). Al conjunto de elementos de V(G) se le denomina conjunto de
vérticesy a conjunto de elementos de E(G) conjunto de aristas.

Asi, sea € conjunto de vértices V(G)={u, v, w, z} y € conjunto de aristas
E(G)={{u, v}, {u, w}, {w, z}}, sedice que {u, v} eslaaristaque unelospuntosuy v,y
se le designa de forma abreviada por uv. S u=v la arista recibe € nombre de lazo. La
representacion de dicho grafo esla siguiente:

z w Se dice que dos vértices u y w de un grafo G son
adyacentes s el grafo contiene una arista que los une.
Se dice también que los vértices son incidentes en
dicha arista. Andlogamente, se dice que dos aristas

> son adyacentes s tienen, a menos, un vértice en
comun.

Se denomina grado de un vértice v de G a nimero de aristas que incidenen v, y se
designara g(v) (un lazo en v contribuye de manera doble a grado de v). A un vértice de
grado O se le denomina vértice aidado. A un vértice de grado 1 se le denomina vértice
terminal o extremo.

Un subgrafo de un grafo G, es un grafo cuyos vértices pertenecen a V(G) y cuyas
aristas pertenecen a E(G).
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En los siguientes apartados de este punto se expone la tipologia mas comun de los
grafos.

2.1.Grafo Simple.

Se denomina grafo simple al grafo G={V(G), E(G)} que verifica que para todo u, v
perteneciente a V(G), existe alo sumo una Unica arista{u, v} de E(G) que los une.

Grafo SimpleU [" u, VI V(G) P ${u, v}T E(G)]

Ejemplos de grafos ssimples serian los siguientes:

m b °
w s "N asd ¢ ﬁjd v

2.2.Grafo General.

Se denomina grafo genera o simplemente grafo, a grafo G=(V(G), E(G)), con
V(G) conjunto de vérticesy E(G) conjunto de aristas.

De esta forma, un grafo general puede representar dos vértives unidos por mas de
una arista. Iguamente, una arista no tiene porque unir dos vértices diferentes,
pudiéndose hablar de la arista {u, u}. A la arista que une un vértice consigo mismo se le
denomina Lazo.

La representacion gréfica de este o
tipo seria:

2.3.Grafo Orientado.

Un grafo orientado D, también denominados redes o digrafos, se define como un
par (V(D), A(D)), donde V(D) es un conjunto finito no vacio de elementos llamados
vértices, y A(D) es una familia finita de pares ordenados de elementos de V(D)
Ilamados arcos (0 aristas orientadas o di-aristas). En base a la existencia o no de lazos,
podremos hablar de digrafos generales o digrafos simples.

A continuacion se muestra € diagrama del digrafo general (V(D), A(D)), con
V(D)={u, v, w, z} y A(D)={wv, vv,uw, vw, wv, wu, wz}

w
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2.4.Grafo Nulo.

Se denomina grafo nulo a un grafo donde w, s
E(G) es vacio, es decir, €l conjunto de aristas
es € conjunto vacio. Obviamente en este tipo . .
de grafo todo vértice es aislado. w "

2.5.Grafo Completo.

Un grafo completo es un grafo simple en U
e que cuaquier par de vértices son
adyacentes. Un grafo completo de n vértices

: ano_ n(n- :
tiene g = Hn- Y aristas. El resultado se
25 2

obtiene por combinaciones de n vértices 1w )
tomados de dos en dos.

2.6.Grafo Regular.

Se llama grafo regular a un grafo cuyos vértices tienen todos e mismo grado. S €
grado de cada vértice esr, se tiene un grafo regular de gradorr.

a b Todo grafo nulo es un grafo regular de grado 0. Todo
= ~' grafo completo con n vértices es un grafo regular de
grado n-1.

Lt *d

Especial mencidén merece un tipo de grafo regular llamado grafo platonico, grafos
formados por los cinco solidos regulares (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e
icosaedro).

2.7.Grafo Bipartido.

Sea un grafo G y sea su conjunto de vertices 4 X
V(G) que puede ser expresado como la unién digunta
de dos subconjuntos de vértices V1 y V, de forma que
cada arista de G une un vértice de Vi con otro de Vs,
entonces se dice que G es un grafo bipartido y se w Y w
escribe G(V1, V).

3. OPERACIONES ENTRE GRAFOS.

3.1.1somorfismo y Homomor fismo.

Se dice que dos grafos G; y G, son isomorfos s existe una correspondencia
biunivoca entre los vértices de G, y los de G, con la propiedad de que € nimero de
aristas que unen cada dos vértices de G es igual a nimero de aristas que unen los
veértices correspondientes de G;.
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Veamos el gemplo siguiente, donde G tiene e conjunto de vértices {u, v, w, X, Y,
z} y Gtiene{l, m,n p, q r}. Gy G son isomorfos bgo la correspondencia ® |,
VO m Wl n, x®p,yRQq, 2B

& 7

b Y & 0 9
Dos grafos son homomorficos (o idénticos salvo vértices de grado 2) s ambos
pueden ser obtenidos a partir del mismo grafo insertando nuevos vértices de grado dos

en sus aristas.

Ejemplo: Sea el grafo G representado por €l siguiente diagrama:

G(V(G), E(G)) o o,
V(G)={vi1, V2, V3, Va}
E(G):{ V1V2, V1V3, V3V, V2V4}

Construimos dos grafos homomorficos entre si G, y G, a partir del anterior grafo G.
Para dlo, y partiendo de G, tomamos algunas de sus aristas y le insertamos un vértice
de grado dos.

Construimos Gy : &
Sea la arigta viv» dd grafo G, Y 2
insertamos un nuevo vértice v' de grado
2, de ta forma que d grafo G;
resultante seria 3 J;,
o p
%

De igual manera construimos G;:

Sea la arista Mvsl G, insertamos el o
vértice V'’ de grado 2 de tal forma que
el grafo resultante G; es:

&

Se concluye que G; y G, son homomorficos.

3.2.Combinaciones.

Sean dos grafos G1=(V(Ga); E(G1)) Y G=(V(Go), E(G2)) con V(Gy) y V(&)
disiuntos. Se define el grafo union como GEG; tal que GE G,=(V(G1)E V(Gy), E(Gy),

E(G)).
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Se dice que un grafo es conexo Si no puede ser expresado como la unién de dos
grafos, en caso contrario sera inconexo. Cualquier grafo inconexo G puede verse
expresado como la unidén de un conjunto finito de grafos conexos.

Un grafo circuito es un grafo conexo regular de grado dos. El grafo circuito de n
vértices es designado C,,.

Igualmente, sean los grafos G, y G, se define e grafo suma, y se denota por G +G;
como la unién de ambos grafos, trazandose a continuacién una arista entre cada vértice
de G, y cada vértice de G,.

Sean los grafos G=(V(G1), E(G1)) con V(G1)={u, v, w, X, Y, Z} Y G=(V(Gy),
E(Gp)) con V(G2)={I, m, n} representados de la forma siguiente:

L X 2 b
G 1 N
_ | G
U w Y m 2
Se representa el grafo G,E G, de laforma:
u S 2
= : — N
v w 2 m
Y e grafo G;+G, como:
u — 2 2
TN ] n
v w v m

3.3.Supresionesy Contracciones.

Sea F un conjunto de aristas del grafo G, se denomina G-F a grafo que se obtiene
cuando se suprime en G el conjunto de aristas F.

Andogamente, sea H un conjunto de vértices del grafo G, se denomina G-H a grafo

gue resulta cuando se suprimen en G los vértices que hay en H y las aristas que inciden
enellos.

Sea el grafo Gy en @ la arista e, se denomina G/e al grafo obtenido de contraer en
é la arista e, es decir, eliminar la arista, identificando a continuacion sus extremos v y
w, de forma que e vértice resultante es incidente a aquellas aristas que originamente
eran incidentes a v y w (excepto la propia arista €). En consecuencia, se llama
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contraccion de G a cualquier grafo que se obtiene a partir de G, después de efectuar
contracciones de algunas de sus aristas.

Sea e grafo Gi=(V(Gy), w
E(Gy)) con V(G)={u, v, w, x} v @’“ v
y E(G1)={uu, uv, vw, wu, wx,
xv} y sea F={uw, xv}, se =
representa el grafo supresion G-
F de laforma siguiente:

3.4.Complemento.

Sea G un grafo simple, cuyo conjunto de vértices es V(G), e complemento(G) de G
(denotado por G ) es € grafo simple que tiene a V(G) como conjunto de vértices, en el
cual dos vértices son adyacentes s y sdlo si no son adyacentes en G.

Con e grafo G definido en € w o
apartado anterior, se construye € grafo
complemento de G de la siguiente

forma:
* *w

4. TRAYECTORIAS. GRAFOS EULERIANOSY HAMILTONIANOS.

4.1.Trayectorias.

Sea una secuencia de aristas \yVvi, ViVa,..., -1Vim, €N la que todas las aristas son
diferentes, entonces se le denomina cola. Si ademés los vértices Vo, M,..., Vm, SON
diferentes (excepto e primero y e ultimo que pudieran coincidir), la secuencia de
aristas resultante se Ilama trayectoria. Una trayectoria es cerrada s Vo=V, Y una
trayectoria cerrada que posee a menos un lado es denominada circuito.

L os siguientes gjemplos ilustran estas definiciones:

Cola
Yy

Y%
" e

Trayectoria
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Trayectoria cerrada:

Al vértice w se le denomina vértice inicia y a vy, vértice final. La longitud de una
secuencia de aristas es el nimero de aristas que posee.

TEOREMA: S G(V1, V2) es un grafo bipartido, todo circuito en G tiene longitud
par.

TEOREMA: Sea G un grafo smple de n vertices, s G tiene k componentes
(subgrupos diguntos) el nimero de aristas de G cumple la siguiente relacion:

n-k£m£%(n-k)-(n-k+]) m = nimero de aristas

Se denomina conjunto desconectador de un grafo conexo G al conjunto de aristas
de G cuya diminacion desconecta a G. Un conjunto corte serd un conjunto
desconectador del que ningun subconjunto suyo es un conjunto desconectador.

Sea d grafo G, donde V(G)={v, w, X, Yy, z} y E(G)={vw, vX, wy, yz, WX, Wz, Xy,
xz}, € conjunto de aristas D={wy, wz, Xy, Xz} es un conjunto desconectador de G, ya

gue s en G procedemos a la eliminacion de las aristas de D queda el grafo inconexo que
a continuacion se expone.

w Y w y
151 ’A \
o
2 ~ 2 v X 2

4.2.1 os Puentes de K 6nigsher g.

En d siglo XVIII, la ciudad de Kdnigsberg, en Prusia, tenia dos islas y siete puentes
segun indica la figura:

c
D El alcade de la ciudad escribié a
Euler plantedndole |a siguiente cuestion:
A 8 ¢Es posible que una persona cruce los
D b

Siete puentes pasando por cada uno de
ellos una sola vez?
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Euler probd que era imposible 1o que € acade proponia. Sustituy6 la ida y las
orillas por puntos y los puentes por lineas que unian dichos puntos, obteniendo asi el
siguiente grafo:

C
El grafo serd recorrible si existe un
camino que contenga todos los vértices
A B y que pase por cada arista exactamente
una vez.
b

Supongamos gque haya un camino que no empiece ni termine en un vértice u. Cada
vez que & camino llegue a u debe de sdlir por otro que no haya sido utilizado. De esa
manera, las aristas del camino incidentes con u deben aparecer de dos en dos, es decir, u
espar. Asi, Sl v esimpar, €l camino debe empezar y terminar en Q.

Basandose en ese razonamiento, se deduce que no puede haber més de dos vértices
gue sean impares. El grafo anterior tiene cuatro veértices impares, por 1o que no es
recorrible,

4.3.Grafo Euleriano.

Se denomina grafo euleriano, a un grafo conexo G que tiene una cola cerrada que
incluye todas las aristas de G.

TEOREMA de Euler: Un grafo es euleriano s y sdlo si cada vértice es de grado
par. Si tiene exactamente dos vértices impares es recorrible (la cola no serd cerrada) y se
[lama semieul eriano.

A continuacion se muestran gemplos de grafos no eulerianos, semieulerianos y
eul erianos respectivamente.

X DX

4.4.Grafo Hamiltoniano.

Se denomina grafo hamiltoniano, s existe un camino cerrado que contiene todos
los vértices una sola vez (no tiene porque contener todas las aristas). Un grafo que posea
una trayectoria que pase a través de cada vértice es denominado semihamiltoniano.

Los sguientes eemplos corresponden a un grafo no  hamiltoniano,
semihamiltoniano y hamiltoniano respectivamente.
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5. MATRICESY GRAFOS.

Dado un grafo G con m vértices y n aristas, podemos asociar matrices a G, muy
tiles para el calculo.

5.1.Matriz de Adyacencia.

Es lamatriz A=(g;) de orden mxm definida por:

_ik sV esadyacenteav, donde k es & nimero de aristas que

aﬂ‘%o en caso contrario unen € vertice vi con €

La matriz de adyacencia es muy Util para decidir cuestiones de conexion, pues si A
es la matriz de adyacencia de un grafo con m vértices donde m>1, entonces € término
aj de lamatriz A" nos da el nimero de caminos de longitud n que van del vértice v al
vértice v;. La demostracion se puede hacer por induccion en n.

5.2.Matriz de Incidencia.

Es la matriz M=(m;) deorden mkmtal que m; es 1 s el vértice v es incidente con la
aristag y cero en caso contrario.

6. PLANARIDAD Y DUALIDAD.

6.1.Grafos Planar es.

Se denomina grafo planar a un grafo trazado en € plano de forma que ningun par de
aristas se cortan geométricamente, excepto en el veértice que ambas inciden.

U A

Igualmente se dice que un grafo es planar si puede ser empotrado en el plano, es
decir, dibujado sin cruces.

Ejemplos de grafos planares son:

A continuacion se exponen algunos teoremas y corolarios referentes a la teoria de
grafos planos.

TEOREMA: El grafo Ks3 (grafo bipartido completo con seis vértices y nueve

aristas) y €l grafo Ks (grafo regular de grado cuatro, cinco vértices y diez aristas) son no
planares.
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La demostracion de este teorema (que omitiremos en este tema dada su
complejidad) se puede realizar de dos maneras distintas, por el teorema de Jordan o por
laférmula de Euler.

TEOREMA de Kuratowski: Un grafo es planar s y s0lo s no contiene ningun
subgrafo que sea homomorfico aKs y K s.

Férmula de Euler: € teorema o formula de Euler, relaciona € nimero de vértices,
aristas y caras de un grafo plano conexo G.

Sea un punto del plano x, se dice que x es digunto de G S X no representa ni un
vértice de G ni un punto que pertenezca a una arista de G. En este contexto, se define
cara de G que contiene a x como al conjunto de todos los puntos del plano que pueden
ser alcanzados desde x siguiendo una curva de Jordan, cuyos puntos sean todos
diguntos de G.

Dos puntos del plano x e y son equivalentes s ambos son diguntos de G y pueden
ser unidos por una curva de Jordan cuyos puntos sean todos diguntos de G. Esta
relacion de equivalencia sobre los puntos del plano disuntos de G define clases de
equivalencia a las que se denominan caras de G.

TEOREMA: S G es un grafo plano conexo, y sea n € nimero de vértices, m €
nimero de aristas y f el de caras de G, se cumple la siguiente relacion:

n-m+f=2 (vértices—aristas + caras = 2)
dem.

La demostracion de este teorema se hace por la técnica matemética de la
induccion, en este caso sobre el nimero de aristas m.

Caso m=0

Sea € numero de aristas m=0, y dado que G es conexo, se tiene que & nimero
de vérticesn=1y f=1. Por tanto & teorema queda demostrado para m=0.

Caso m-1

Hipdtesis de induccion, suponemos ahora el teorema cierto para todos los grafos
planos conexostaesquetienem—1aristass. n—-(m-1)+(f-1) =2

Casom

Sea ahora G un grafo planar conexo, y e una arista contenida en algun circuito
de G. Entonces G — e es un grafo planar conexo con n vértices, m—1 aristasy f — 1
caras, de forma que G —e verifica

n—-(m=-1)+(f-1)=2 por la hipétesis de induccién.

De aqui se desprende que G cumple € teorema n—m +f =2,
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COROLARIO: S G es un grafo plano con n vértices, m aristas, f caras y k
componentes, se cumple que:
n-m+f=k+1

COROLARIO: S G es un grafo planar conexo simple de n vértices (F3) y m
aristas, se cumple m£ 3:n—6.

TEOREMA: Todo grafo planar simple contiene un vértice cuyo grado es alo sumo
cinco.

dem.

Se supone, sin pérdida de generalidad, que & grafo es plano y conexo, y que
contiene a menos tres vértices. Si todo Vvértice tuviera grado 6 como minimo, se
tendria que 6nE2m, con lo que se llega a una contradiccion. Por tanto se tiene que €
grado es alo sumo de cinco.

6.2.Grafos Duales.

Sea G un grafo plano, se llama grafo dual de G y se denotapor G, aquel construido
de la siguiente manera:

a) Seelige un punto v en cadacaraF; de G. Estos puntos son los vértices de G'.
b) Por cadaaristael G se traza una linea e que atraviesa Gnicamente la arista e, y
se unen los vértices v pertenecientes a las caras adjuntas a e. Estas lineas son las

aristasde G'.

A continuacion se ilustra este procedimiento de construccién con un g emplo:

(i, o G —

—

e

Como teoremas significativos dentro de la teoria de grafos duales, se comentan los
siguientes:

TEOREMA: S| G es un grafo plano de n vértices, m aristas y f caras, y su dua G
tiene n vértices, m aristasy f caras, se cumplen las siguientes relaciones:

n =f m=m f=n
dem.
La demostracion de las dos primeras expresiones salen directamente a partir de

la aplicacion de la definicidn de dualidad. Para demostrar |a tercera expresion, se ha
de sustituir las dos primeras en la denominada férmula de Euler.
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7. DIAGRAMASEN ARBOL.

Lateoria de érboles fue enunciaday elaborada por Cayley.

Un grafo gue no posee ningun circuito se denomina bosque, s ademas es un bosque
conexo, se denomina arbol.

Como gemplos representativos de
arboles se tienen los siguientes:

Algunas de las propiedades caracteristicas de |os &rboles son las siguientes:

TEOREMA: Sea T un grafo con n vértices. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1)
2)
3)
4)
5)
6)

T esun &boal.

T no contiene ningun circuito, y posee n — 1 aristas.

T esconexo y tiene n — 1 aristas.

T es conexo y cada arista es un istmo.

Cada dos vérticesde T estadn conectados por una Unica trayectoria.

T no contiene ningun circuito, pero la adicion de cuaquier nueva arista crea
exactamente un circuito.

dem.

Si n=1los sals enunciados son triviales. Supondremos, por tanto, que r# 2.

Para la demostracion del teorema, demostraremos las implicaciones

consecutivas, esdecir, 1) b 2) b 3)b 4 b 5 b 6)b 1).

)b 2)

T es érbol y por definicion no contiene ningun circuito. Esto conlleva que
la eliminacion de cualquier arista va a dividir a T en dos grafos. Cada uno de
estos grafos es un arbol. Por €elo, y por induccion, € nimero de aristas en cada
uno de los arboles es menor, en una unidad, que € nimero de vértices que tiene
el grafo total. Por tanto, € nimero total de aristasde T esn — 1.

2)b 3)

S T fuera inconexo, entonces cada componente de T seria un grafo
conexo sin ninguin circuito y, por tanto, segin se ha demostrado antes, € nimero
de veértices de cada componente excederia en 1 del nimero de aristas. Por tanto,
el nimero total de vértices de T excederia en a menos 2 del nimero total de
aristas. Hemos llegado a una contradiccion, pues T tiene n — 1 aristas. Esto es
porgue se parte de una premisa falsa, es decir, €l hecho de que T fuera inconexo.
Por tanto T es conexo.
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3P 4

La eliminacion de cualquier arista daria lugar a un grafo con n vértices 'y
n — 2 aristas, que sera inconexo.

4) b 5)

Como T es conexo, se sigue gque cada par de vértices han de estar
conectados por a menos una trayectoria. Dados dos vertices, si estos estuvieran
conectados por dos trayectorias, entre ellos habria un circuito, contradiccion con
gue toda arista es un istmo.

5 b 6)

Por reduccion a absurdo, s T tuviese un circuito, cualquier par de
vértices incluidos en € circuito estarian conectados por, a menos, dos
trayectorias, 10 que es una contradiccién con las premisas. S afiadimos una
arista e a T, se creara un circuito ya que los vértices incidentes a e ya estén
conectadosen T.

6) b 1)

Supongamos gque T no es un arbol, por tanto es inconexo. Si le afiadimos
cualquier arista que una un vértice de una componente a un vértice de otra, no se
creard ningun circuito. Sin embargo, por € punto 6) se tiene que a afadir una
nueva se crea un circuito, por tanto tenemos una contradiccion.

COROLARIO: Un bosque G con n vértices y k componentes tiene n — k aristas.

TEOREMA: Todo érbol G tiene al menos un vértice de grado 1.

dem.

Sean los vértices del arbol v, w,...,v,. Partiendo de v vamos a su vecino w. Si

el grado de » es 1, ya esta probado e teorema. En cuaquier otro caso, vamos al
vértice i através de otra arista. De esta forma se puede obtener €l camino wv,Vvs...
en e que ninguno de los v son iguales por la definicion de érbol. Como & nimero
de vértices es finito, € camino tiene un dltimo vértice v;. Evidentemente, éste
tendra grado 1, yaque se hallegado a é y no se puede dejar.

TEOREMA: Existe un Unico camino entre dos vértices cualesquierav y w de un

TEOREMA: Sea G un grafo conecto (dos vértices cualesquiera se encuentran
unidos por un camino) de n vérticesy n — 1 aristas, entonces es un arbol.

7.1.La enumeracion de arboles.

La enumeracion de grafos tiene por objeto encontrar e nimero de grafos no
isomorfos que poseen una propiedad determinada.
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En general, se denomina grafo etiquetado de n vértices 4 2
a un grafo a cuyos vértices se le asignan niUmeros enteros
de 1 an, es decir, se trata de una aplicacion biunivoca del

conjunto de vértices de G sobre e conjunto {1, 2, 3,..., n}. 1
El grafo etiquetado se designa (G,&) donde & es €
etiquetado.

b

Ejemplo de érbol etiquetado:

TEOREMA: El nimero de &boles en los cuaes e vértice v tiene grado d+1, »
tiene grado dx+1,..., v, tiene grado d,+1 viene determinado por el nimero combinatorio:

@& n-2 0_ (n-2)!

gdvdw"”dng_dgdg“dg

dem.

Como € grado de cada vértice es por |lo menos 1, d son enteros no negativos. Si
se afiaden los grados de cada vértice y se cuentan cada una de las n — 1 aristas dos
veces, setiene

(di+1)+(drt1)+...+(dy+1) =2(n—1)
A partir de agui se tendra la demostracion del teorema.

Ejemplo: Numero de arboles con grado para el primer vértice 3, parael segundo 3y
del tercero a sexto 1.

Como di=th=2 y ds=ds=ds=k=0, entonces & numero de &boles es
e 4 6_ 4 6
ézzqaopg 22!

Dichos érboles son:
1‘: :5 5: :4 é 4
3 1 z I 3 A 2 ¢ 3:: [ z_< 5
qe ! z :3 5H3
TEOREMA de CAYLEY: Existen n' ~ 2 &boles etiquetados diferentes de n
vértices.

Existen varios métodos de demostracion para este teorema. Uno de ellos debido
aPrufery Clarke, y es.

Se establece una correspondencia biunivoca entre e conjunto de arboles
etiquetados de orden n 'y e conjunto de todos los simbolos ordenados (&, &,..., &:-2)
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donde g esta definido como entero entre 1 y n. Dado que existen n-n-n--n (n — 2
veces) de tales simbolos, la demostracion se tiene casi inmediata.

8. COLOREADO DE GRAFOQOS.

Se dice que un grafo G sin lazos es k-coloreable A
S puede asignarse a cada uno de sus vértices uno N .4
de k colores dados de forma que ningin par de \ o«
vértices adyacentes tengan € mismo color. Si es

coloreable de grado k pero no de grado k — 1,
entonces G es k-cromético. Como gemplo, sea €
siguiente grafo 4-cromatico.

TEOREMA: Un grafo G cuyo maximo grado de vértice es &, entonces es (& +1)-
coloreable.

dem.
Utilizaremos la induccion sobre € nimero de vértices. Si G tiene n vértices, s se
suprime un vértice, e mayor grado para éste sera & . Por hipétesis de induccion, este

grafo es (& +1)-coloreable.

TEOREMA: Si G es un grafo simple conexo no completo, s e mayor de los
grados de sus vértices es & (3 3), entonces es &-coloreable.

TEOREMA: Todo grafo planar es 5-coloreable.

9. APLICACIONESDE LA TEORIA DE GRAFOS.

Son varias las aplicaciones y usos que las distintas ciencias o areas hacen de la
teoria de grafos. La aplicaciéon méas importante dentro de la matemética moderna se
encuentra en el campo de la combinatoria.

Veamos algunos de los g emplos mas importantes:

9.1.El Teorema Matrimonial de Hall.

Sea un conjunto finito de muchachos, cada uno de los cuaes conoce a varias chicas.
¢En qué condiciones se pueden formar 1os matrimonios de tal forma que cada uno de los
muchachos se case con la chica que conoce?

TEOREMA de Hall

Una condicién necesaria 'y suficiente para la solucion del problema matrimonial es
gue cada conjunto de k jévenes conozca colectivamente k chicas al menos (1£kEm).

9.2.El teorema de M enger .

Determinacion del nimero de trayectorias que unen dos vértices dados u, v de un
grafo G.
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TEOREMA de Menger.

El nimero méximo de trayectorias de vértices diguntos que conectan dos vértices
diferentes no adyacentes v y w de G es igual @ nimero minimo de vértices de un
subconjunto separador vw.

TEOREMA: El teorema de Menger implica el teorema de Hall.

9.3.Lateoria de M atroides.

Aplicacion de ciertos resultados de la teoria de grafos a la teoria transversal, donde
aparece €l concepto de matroide como un conjunto dotado de una estructura de
independencia.
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