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TEMA 26

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. FUNCION DERIVADA.
DERIVADAS SUCESIVAS. APLICACIONES.

1. INTRODUCCION.

El calculo diferencia trata de la nocion de derivada. Veamos de qué se trata.

Toda funcion y=f(x) puede ser representada graficamente mediante una curva. El
problema de obtener la recta tangente a dicha curva en un punto origind € célculo
diferencia. El concepto de derivada no se llegd a formular hasta comienzos del siglo
XVII. Fue Fermat, cuando trataba de determinar los maximos y minimos de algunas
funciones. Observd que en los puntos donde se localiza un mé&ximo o un minimo la
tangente a la curva tiene pendiente nula, es decir, es una recta horizontal. Asi pues,
surgid e problema de determinar la pendiente de la recta tangente a cualquier punto de
lacurva

El concepto de derivada superd e problema que habia dado origen ya que
también sirve para estudiar la variacion de una funcién.

Por derivacion entenderemos el proceso a seguir para hallar la derivada de una

funcién. Dicho proceso no siempre partird de la definicion de derivada en un punto,
aungue a veces seriala Unica forma.

2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

2.1. El problema de la tangente a una curva.

Para poder obtener la recta tangente a una curva en un punto primero hemos de
definir que se entiende por recta tangente. En época de los griegos se entendia por
"tangente a un circulo” como "la recta que tiene un punto en comin con € circulo y €
resto fuera de é". Pero esta definicion, aunque aproxima, no es del todo vaida, ya que
una recta perpendicular a y=x verifica la definicibn y no es tangente. Por tanto,
necesitamos definir |a recta tangente de forma precisa. Lo haremos utilizando rectas
secantes y la nocion de limite.

Sea y=f(x) con f:A® R continua una curvay d@ Domf(x) un punto de la misma.
Sea xI Domf(x) otro punto cualquiera. Para no confundirnos, llamaremos X e Y alas
variables.

La ecuacion de larecta entre (a,f(@) y (x,f(X)) es

X-a_ Y- 1@ oy qa=f0- @
x-a f(x)- f(a) x-a
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La ultima ecuacion es la ecuacion de la recta en forma punto-pendiente. La recta
obtenida es secante a la curva, ya que la corta en dos puntos.

DEF Si existe lim ,, 0~ 1@ -

X-a
tenemos que m es la pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a siendo su expresion
Y- f(@=mX- a)

2.2. Definicion de derivada de una funcién en un punto.

Consideremos que fA® R es una funcion continua siendo Al R un intervalo
abierto.

DEF Llamaremos derivada de f(x) en €l punto x=ay se denotara por f'(a), a limite, s
existe y esfinito
f(a+h)- f(a)

f'(@=lm,gy, ™

Segln la interpretacion geométrica que se ha visto en € punto anterior, podemos
afirmar que & nimero al cual hemos llamado derivada de f(x) en x=a no es mas que la
pendiente de la recta tangente a f(x) en x=a.

DEF Llamamos cociente incremental a %siendo
Df =f(x)- f(a) y Dx=x- a
Con esta ultima definicién podemos escribir:
f"(a)=limpye o Df/Dx
PROP S f(x) esderivable en x=a b f(x) es continua en x=a.

Dem

Sabernosque$f'(a): lim oa :%;(a) b f ( ) @ (X) f(a) b

p RICRRICY = f’(@)+0(x), siendo O(x) unafuncion que verifica limyg sO(X)=0.
X-a

Entonces f(x) = f(a)+(x-a)(f" (a)+O(x)).
S tomamos limites cuando X tiene a x=a,
Moo ) =lM o (f(a)+(x- a)(f'(@)+0(x)= f(a)

Por tanto f(x) es continua en x=a.
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2.3. Derivadas laterales de una funcion en un punto.

Como la definicién de derivada estd expresada a partir de un limite, si utilizamos
limites laterales obtendremos las derivadas laterales.

DEF Llamamos derivada de f por la derecha en x=a, y se denota por f'(a), a
f'(a’) =lim f(x)- f(a) T f(a+h)- f(a)
X- a h
DEF Llamamos derivada de f por laizquierda en x=ay se denota por f'(a), a

X® a+

a)=lim,, 109 f@ _y, f@rh- ()
X- a h

PROP f esderivable en x=a U existen las derivadas laterales y son iguales.

Veamos ahora cuando una funcion no presenta derivada en un punto. Tenemos
dos situaciones:

1) Por la suposicion vista en el apartado anterior, si una funcion es derivable en
un punto entonces es continua en ese punto. Si negamos esta proposicion tenemos que
una funcién gue no sea continua es un punto no es derivable en €.

2) Sea f(x) una funcion que, siendo continua en x=a presenta un pico. Por
gemplo f(X)=x| en x=0. Podemos comprobar que hay infinitas posibilidades para la
recta tangente. Al no ser Unica, se conviene en decir que no existe. A nivel andlitico,
tenemos gue las derivadas laterales existen pero son diferentes, por |0 que no existe la
derivada de f(x) en x=a.

2.4. Algebra de las funcionesderivables en un punto.

PROP Sean f,g;/A® R dos funciones derivables en a A. Entonces también son
derivables en x=a

1) fg siendo (f+g)"(a) = f"(a)+f"(a)
2) f-g siendo (f-g)"(a) = f'(a)-f(a)

3) f-g siendo (f-g)"(a) = f"(a)-9(a)+(a)g"(a)

4) S g(@* 0, f/g siendo (f/g) (a) = ‘"("J‘)'g(fz;)(;1 )fz(a)-g'(a)

511 R | fsendo(l f)'(@ =11 (a)
Dem

1)(f+g)'=
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—lime o U +g)(a+hr)]- (f+9)@) _ o . f(a+ h)+g(a+hh)- f(a)- g(a) _

=M o =6 @+h)- f(a) , g@+h) - g@o_ @)+ g
h h p

2) Andogo.

3) (f-g)(a) =

(f-g)a+h)- (f-9)(@) _ - f(a+h)-g(a+h)- f(a)g(@) _

=lim ., . .

f(a+h)g(a+h)- f(a)g(a+h)+ f(a)g(a+h)- f(a)g(a) _

= Ilm h® 0

h
—lim,, LF@*0)- :l(a)g(a+ " yiim,.. [g(a+h) -hg(a)]f(a) _
=f'(a)-g(a) + f(a)-g'(a).

4) f:(ab)® R no se anula, es derivable.

%(aJ'h)' %(a) f(al+h)_ f(la) f(a)- fa+th)
im =1lim o4 =1lim o0 =
h h hf (a)-f (a + h)
=1lim e, farh)- (@) 1 ={f es continua} =
h hf (a)-f (a+ h)
= F (@) =
f(@) -fiim,,(@+h) f*(a)
o N N £ f ,
_X)g :&} (X)-Lg - f(X)-L+ f(X) - g(X)2 = (X)g(X) - Z(X)g (X)
Sa0s & oMs 900 (g0) (903)
5) Andogo.

Conclusion:

El conjunto formado por las funciones derivables en x=a con las operaciones de
sumay producto de funciones y producto por un escalar tiene estructura de agebra.
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2.5. Regladela cadena.

PROP Sea f:A® R una funcion derivable en d R y f:B® R con Imfl B una funcién
derivable en f(x)l Y. Entonces ¢°f:A® R es una funcion derivable en xol A, siendo

(@ 1) (%) = g'(F(0))f " (x0).
TEOREMA DE LA FUNCION COMPUESTA.

Sea f:(a,b)® R derivable en xol (ab) y sea g:(c,)® R ta que Imfl (cd) y ¢
derivable en f(x). Entonces:

- (g°f): (ab)® R derivable en x.

- (@) =g = g’ (f(x0)) " ( x0)

@) ® o

Xo ® Yo =1f(x)

g° f\ \L

Dem
*Como f es derivable en x.
f(xo+h) = f(x0)+h - f(x0) +ha (h) con limne oa (h) = 0.
*Como g es derivable en yg
g(Yoth) = g(yo)+k - g(yo) +ka (k) con limke ob (k) = 0.
Para ver que o f es derivable en x, tenemos que ver que se puede expresar como:
(& F)(o+h) = () (%) + () (x0)+hs ()
(@) (o+h) = g(f(xo+h)) = glyo+h-f(x)+ha(h)) = como g es derivableen a=
= 9(yo)+ g (yo) [hf" (o) +he ()] + [hf" (xo) +ha ()] b (hf" (x0)+her(h)) =
= 9(¥)+h-g"(yo)f (%) +h [g"(Yo)a (h)+f"(x)+a(h) b (h " (x0)+he (h)].
(g (Yo)a (h)+f (x)+a (h) b (h ' (x)+ha (h))]=M, y tenemos entonces que si M
tiene como limite:

limne o[g" (Yo)a (h)+f"(xo)+a (h) b (h f*(x0)+ha (h))]=g(y0) -0+ (" (%0)+0)-0=0
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Luego M tiende a =, y entonces () esderivableen x y ()" (x0) =
g (f(x0))  (0).

Ejemplo:

f(x) = xsenl/x parax distinto de cero.

f/(x) = (xsen 1/x)"= sen I/x + x(sen /)" = sen 1/x +xcos Ux (-1/¢) =

= sen 1/x +xcos U/x (-1/%¢) = sen 1/xs -1/xcos I/x.

X ® 1/x
\ lsen derivada de la funcion compuesta
sen 1/x

2.6. Derivada en un punto dela funcion inver sa.

PROP Sea f:A® B una funcion biyectiva, con ABl R intervalos abiertos, yol B un
punto y f derivable en f1(yo) con f(F*(yo))t 0. Entonces f* es derivable en b siendo:

1

F(Yy) =
(f)(¥o) 70y

Dem
f(x)f(y) = (c)(xy) s f(2)>0, " 2 1y s x<y b f(x)<f(y)

f es estrictamente crecienteen | y continuab J=f(I) es un intervalo

f: 1® Jbiyectiva
xX® 'y
f:I® | continua.
y® X
1 : - T (Y,) 1
(f )(yo) :Ilmy®yo y- Y, =lim y® yo y-y =
0 0
F2(y) - £75(Y,)
= lim ;zlim ! = 1 =
R0 T0) I T ) () f(x)
X- X, X- X, YOW T x x
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(%) f7(f7(2)

S '(2)<0 " ZI | f seria estrictamente decreciente y continua:
fLI® 1 J = (1) todo igual

No existen puntos en los que f"(x)>0 y f"(x)<0, pues en caso contrario aplicando
la proposicién de los vaores intermedios de la derivada deberia existir un punto en que
f"(c) = 0, lo que no ocurre.

2.7. Propiedadesl|ocalesde unafuncion derivable en un punto

DEF Una funcion f(x) es creciente en Al R s " xi, %l A con x;<x, se verifica
fOa)Ef ().

DEF Una funcién f(x) es decreciente en Al R s " xg,xl A con x;<xz, se verifica
f(x0)® f(%2).

PROP Si f(x) es derivable en x=c y f"(c)>0 f(x) es creciente en un entorno de c.
Dem
Si f°(¢)>0 como f'(c) =

=lim f(“hz]' "9 5 0p $e>0/s |hKO f(CJ’hr)]' 19 que

corresponde con la definicion de estrictamente creciente en c.

PROP Si f(x) es derivable en x=cy f(c)<0 entonces f(x) es decreciente en un entorno de
C.

Dem
Andlogaalaanterior.
OBS ElI reciproco de ambas posiciones es falso. Una funcion que sea creciente en un

entorno de un punto no tiene porque tener derivada positiva, ya que ni siquiera podria ser
derivable. Por g emplo:

-
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DEF La funcion f:A® R presenta en d A un maximo relativo si existe d>0 tal que
f)Ef(@) " xI E(a,d)CA.

DEF La funcion f:A® R presenta en d A un méximo relativo s existe d>0 tal que
f(x)3 f(a) " xI E(a,d)CA.

DEF Diremos que f:A® R presentaen d A un extremo S s un méximo o un minimo
relativo.

PROP Si f(x) es derivable en x=ay tiene un extremo relativo en €, entoncesf’(a) = 0.
Dem

Si en ¢ hay, por ggemplo, un maximo relativo ha de existir un e>0 tal que

ferhef@h>on 1fCM- Q@0 op jn  FEEN-TO (o,

f(c+h)£f(c),h<o'yp¥f hhf h®°+f hhf

Ihi<e b1 e+ ; © £on<ob fim,, 1C* r)] © -t
1O 9 =0

L ©£0

Si hay en ¢ un minimo relativo se prueba de forma andloga que " (c)=0.

3. FUNCION DERIVADA.

3.1. Definicion de funcién derivada y derivadas sucesivas.

DEF S f:[ab]® R es continua en todo € intervalo, diremos que f(x) es derivable en
(ab) s lo es en todos sus puntos.

OBS Si nos fijamos en la definicion anterior, vemos que hemos dicho que f(x) es
derivable en € abierto y no en e cerrado. Eso es porque en los puntos ay b no se puede

hablar de derivada ya que a la izquierda de a'y a la derecha de b no est4 definida la
funcion.

DEF Sea f:A® R una funcién continua y tal que " xI A $f'(x). Entonces llamamos
funcion derivada de f y se denota por {7, a

f:A®R
x® f'(x)

por tanto unafuncion es derivable si 1o es en todos |os puntos de su dominio.
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La funcién derivada es una funcion como cualquier otra, por tanto podemos
calcular su dominio, asintotas, continuidad e incluso su derivada.

DEF La funcidn derivada de f'(x) recibe e nombre de derivada segunda de f(x) y se
denota por " (x). Repitiendo € proceso n veces, siempre que sea posible, obtenemos la
derivada n-ésima (o de orden n) de f(x), f(x).

DEF S la derivada n-ésima de f(x) existe para todo nimero natural, diremos que f(X)
es infinitamente derivable.

3.2 Algebra de las funcionesderivables.

PROP Sean f,g/A® R dos funciones derivables en A. Entonces, las siguientes
funciones también son derivables:

1) f+g siendo (ftg)'=f'+g".

2) f-g siendo (f-g)" =f"-g+f-g".
. W R . ._fg-fd
3)Sg(x)*0 "Xl A, flgsendo (flg)'=———.
g

4)" 11 RI fsendo(l fy=l f.

Dem
D(f+g)'=
Slimyoo (XD ([20@) -y TR o@D 1) @)
=lim ., zgéc(a+h)- f(a), 9@+h)- g@o_ (2 + g
e h h 7
2) Andogo.
3) (f-g)(a) =

i (f-g)(a+hlz- (t9@ f(a+h)-g(a+hh)- f(a)g(a) _
fa+h)g(a+h)- f(a)gla+h)+ f(@ga+h)- f(ag(@) _
h

=1lim 4,

—im h®0[f(a+h) - :](a)g(a+ M, im . [g(a+h) -hg(a)]f(a) _

=f'(8)-9(a +f(a)-g'(a).
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4) f:(a,b)® R no se anula, es derivable.

1 1 1 1
—(a+h)- —=(a) -
im (7 Ly f@N) 1@ o f(@)- faxh)
h h hf (a)-f (a+h)
=lim e fla+h)- f(a) 1 ={f es continua} =
h hf (a)-f (a+h)

= A =
@)-flim,(@a+h) f°(a)

C C , ,

wg :%(X)LQ — f(X)L'F f(X) B g(X) — f (X)g(X)' f(X)g(X)
9(X) g g 9(X) g g(x) (9(x))? (9(x))?

5) Andogo.

"d A.

Conclusion:

El conjunto de las funciones derivables en Al R con las operaciones de suma y
producto de funciones y producto de un escalar por una funciones tiene estructura de
Algebra.

3.3. Regla dela cadena.

PROP Seanf:A® Ry g:B® R dos funciones derivables, con A,Bl R abiertosy f(a)l B.
Entonces ¢ff es derivable siendo

@) () =g (F))F ) " xT A
Dem
*Como f es derivable en x.
f(xo+h) = f(x0)+h - f(x) +ha(h) con limpe oa (h) = 0.
*Como g es derivable en yp
g(yo+h) = g(Yo)+k - g(¥o) +ka (k) con lime db (k) = 0.
Para ver que g f es derivable en X tenemos que ver que se puede expresar Como:

(@ f)(xoth) = (¢ F)(0) + h(gf)"(x0)+hs ()
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(@ N th) = g(f(x+h)) = gyot+hf(x)+ha(h)) = como g es derivable ena=
= g(Yo)+ g (yo) [hf" (x0)+ha (h)] + [hf" (xo)+ha (h)] b (h” (x0)+ha (h)) =
= 9(%)*+h-g"(yo) f (x0) +h [g"(Yo)a (N)+f"(xo)+a (h) b (h " (x0)+ha (h))].
[9"(Yo)a (W)+"(x)+a (h) b (h "(x0)+ha (h))]=M, y tenemos entonces que si M
tiene como limite:
lime o[ 9" (Yo)a (N)+" (xo)+a () b (h " (x0)+ha.(h))]=g(yo) 0+ (f" (%0)+0)-0=0
Luego M tiende a =, y entonces (¢f) es derivable en o y (¢°f) (%) =
g (f(x0)) f (>0)-
"a A

3.4. Derivada de la funcién inver sa.

PROP Sea f:A® B una funcion biyectiva y derivable siendo su derivada no nula en
todos sus puntos. Entonces f* es derivable con

1

FY(Y) =
(f)(y) 0 y)

Dem

Si en ¢ hay, por ggemplo, un maximo relativo ha de existir un e>0 tal que

f(c+h) £ f(c),h> 00 ; f(c”’hz' "5 oh>0p im, f(c”z' O e
II rd
lhi<e b : h £0,h<0bP lm . =f(0f
120 =0
L@ £0

Si hay en ¢ un minimo relativo se prueba de forma andoga que f*(¢)=0.

3.5. Propiedades de las funcionesderivables en un intervalo cerrado.

TEOREMA. TEOREMA DE ROLLE.

Sea f:[a,b]® R una funcién continua en [ab] derivable en (ab) y f(a)=f(b).
Entonces existe a menos un punto ¢l (ab) tal que f(c)=0.



Dem

Sabemos por € teorema de Weierstrass que toda funcion continua definida en un
cerrado acanza un valor maximo y minimo en €l intervalo.

Segun donde podamos localizar ese méximo y ese minimo vamos a distinguir
dos casos:

1) Tanto e maximo como e minimo estd en los extremos. Como f(a)=f(b)
P maxf=minf b f escte. S e maximo y e minimo de f son iguales, necesariamente f

tiene que ser constante.
Si f es constante su derivada es cero y entonces ¢ es cuaquier punto de (a,b).
Recordemos que ay b no pueden ser ya que f no es derivable en ellos.

2) Al menos uno de ellos se acanza en € interior. En un teorema anterior vimos
gue "s f alcanza un extremo relativo en ay existe (@) entonces f"(a)=0". Al localizarse
el extremo absoluto en € interior también es relativo y como en ese punto (a ser
interior) es derivable, su derivada es cero.

Llamaremos a ese punto x=c y se verifica que:
cl (ab) y f'(c)=0.

OBS La interpretacion geométrica del teorema de Rolle es que una funcion continua es
derivable e igual en sus extremos debe tener un punto cuya recta tangente sea
horizontal.

El siguiente teoremaaver es el del Vaor medio o Lagrange.
Su pone una generalizacion del anterior, pues en éste eliminamos la hipétesis de que
f(x) coincida en los extremos del intervalo. Lo que vamos a conseguir ahora es un punto
X=C que va a tener tangente paralela a la recta que une los puntos (a,f(a) y (b,f(b)).

TEOREMA. TEOREMA DE LAGRANGE.

Sea f:[a,b]® R continua en [ab] y derivable en (a,b). Entonces d (a,b) tal que
f'(c) = (f(b)-f(a)) / (b-a).

Dem

Definimosj :[abl® R
f(b)- f(a)T

X® J (x)=f(x)+mx, donde m=- -
- a

paraquej (&) =] (b)

j escontinua en [a,b] i
j esderivable en (a,b)i'/b $cl (ab)/j (€)=0
j (@)=] (b) b
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0= (mP @ =f(m=0p FO= 12 Dp

b ' (0)(b-a) = f(b)-f(a).

Geométricamente existe a
menos un punto de la gréfica de f,
distinto de sus extremos Ay B en €
gue la tangente de la gréfica es
paralela ala cuerda AB.

TEOREMA. TEOREMA DELVALOR MEDIO GENERALIZADO (CAUCHY).
Sean f,g: [ab]® R continua en [ab] y derivables en (ab). Entonces existe
cl (ab) tal que:
f*(c)-(9(b)-9(8)) = g(c) (f(b)-f(a))
Dem
Definimos h(x) = f(x)[g(b)-g(a)]-a(x)[f(b)-f(a)] = f(x)h - g(x)k
(*) h: [ab]® R continua

h(a) = f(a)[g(b)-g(a)]-g(a)[f(b)-f(a)] = f(&)-g(b)-f(a)-g(a)-g(a)f (b)+g(a)f ()
h(b) = f(b)[g(b)-g(a)]-g(b)[F(b)-f(a)]=f(b)-g(b)-f(b)-g(a)-g(b)f (b) +g(b)f(a)

(*) P h(@) = h(b)
(*) h derivable en (ab)
(*)+(*)+(*) b ROLLE b $cl (ab) / h'(c)=0
b sh(c)=0
h'(c) = (f(Oh-g(o)k) = (c)h-g'(ck =0P f(c)h=g'(c)k
P f(©)lg(b)-9(@)] = g ()[f(b)-f(a)]
OBS Si en el teorema anterior tomamos g(x)=x se obtiene &l teorema del valor medio.

OBS En agun libro de texto nos podemos encontrar como tesis del teorema:

sci (ab) / O -T0O)- 1@
g) 9b-9@@)
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Esta tesis no es correcta. Con las hipotesis de continuidad y derivabilidad para
f(X) y g(x) no podemos asegurar que algunos valores puedan anular los denominadores.
Habria que afiadir al teorema la hipotesis

g()*0 " xi (ab)y g@* g(b)
y €s0 no seria € teorema de Cauchy.

Veamos dos consecuencias obtenidas de forma inmediata a partir de estos
teoremas.

PROP Sif'(x)=0 " xl (ab) b f=cte,
Dem
" x1,X2l (a,b) con x;, %, consideremos [xi,%]i (ab). Comof (x)=0b fes
derivableen (a,b) P escontinuaen (a,b) P f escontinuaen [x,x.] y derivable
en (X, X2).

Aplicando e teorema del valor medio:

f(x)- fix)u

sd (ux) [ 1@ x-x  yb 1T g (). f(x)=0
=0 h

Entonces f(x)=f(x2) " X1, X2l (a,b)
Por tanto f es una funcidn constante.

PROP S fy g son dos funciones que tienen la misma derivada entonces se diferencian
en una constante.

Dem
Sean las funciones f,g:A® R con f'(x)=g'(x) " xI A sendo A un intervalo
abierto.

Consideremos la funcion f-g. Su derivada:

(f-gy=f"-g=0Pp (f-g)=cte.

4. APLICACIONES.

4.1. Crecimiento y decrecimiento de funciones.

Ahora vamos a ver como, a partir de la primera derivada podemos saber s la
funcion es creciente o decreciente.
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TEOREMA. Sif(x)>0" xi | b f(x) es estrictamente creciente en |.
Dem
Tomemos un punto cualquiera Xl 1. Sabemos que la funcion es derivable y que

la derivada es positiva, luego f"(x)>0.

: - i x>x,p f(x)>f
Como ()= limye xot P07 F0) 4 g 18 X2 % P T00> 1)
X=X 79 X<X, P f(X) < f(x,)

Por tanto f(x) es creciente cerca de %, tanto antes como después. Y como eso

ocurre para cualquier punto Xl |, entonces la funcion es creciente en 1.

TEOREMA. Si f'(xX)<0" xI | b f(x) es estrictamente decreciente en |.
Dem
La demostracion esigual que la anterior.

SeaXol | un punto cualquiera. Sabemos que f* (x)>O0.

Como T (30)= lime o 0~ F(a) _ g 18 X>% P 100 <T0%)
X=X 79 X<X, P f(X)>f(X)

Vemos que lafuncién es decreciente en P o esentodo |.

OBS Con estos teoremas obtenemos un método alternativo para saber s un punto es
maximo o minimo relativo. Lo que habiamos visto era que igualdbamos a cero la
primera derivada, y luego esos puntos los sustituiamos en la segunda derivada. Si daba
positiva eraminimo y s daba negativa era maximo.

Ahora lo podemos saber sin necesidad de tener que ir a la segunda derivada.
Basta solamente saber €l signo de la primera derivada.

Para que haya un maximo la primera derivada tiene que tener antes del punto
signo positivo (f(x) sera creciente) y después signo negativo (f(x) decreciente); y para
gue sea minimo, al revés.

OBS Ya habiamos visto antes que si una funcion es estrictamente creciente, entonces la
derivada es positiva (s no lo hemos visto, se haria estudiando e signo del cociente
incremental). Estos dos teoremas anteriores es 1o que Ilamamos € reciproco, ya que son
al revés (s laderivada es positiva b lafuncidn es estrictamente creciente).

4.2. Concavidad y convexidad de funciones.

Ahora vamos a mangjar la segunda derivada, para ver que informacion podemos
extraer de ella (de la primera veiamos € crecimiento y decrecimiento de la funcion).
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Aqui estudiaremos la concavidad y convexidad. Para ello, pasamos a definir estos
conceptos.

DEF Sedicequef esconvexaen! s "ab 1 | severifica que la recta que une (a,f(a))
con (b,f(b)) queda por encima de la gréfica de f(x).

f(b) +
e I I
a b
OBS La recta sabiamos que era r(x) = w(x- a)+ f(a) y se tiene que
cumplir que r(x)>f(x).
r(x)>f(x) p w(x- a)+ f(a)>f(x) b
b f(b)_ f(a)(x_ a)> f(X)- f(a) b f(b)_ f(a) S f(X)- f(a)
b- a b-a X- a

Esto nos lleva a una nueva definicion de funcion convexa, totalmente analoga a
laanterior.

DEF Sedicequef esconvexaen| s " abl | se verifica que:

f(b)- f(a)_ f(x)- f(a) . -
b-a  x-a Xl (@b)

And ogamente podemos definir:

DEF Sedicequef esconcavaen| s " abl | se verifica que la recta que une (a,f(a))
con (b,f(b)) queda por debajo de la grafica de f(x).

(%)

E iguamente podemos decir:

DEF Sedicequef esconcavaen! s " abl | se verifica que:
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f)- (@ f(¥)-f@) . 5 (a.b)
b- a X- a
Ahora vamos a ver 1o que se llama un teorema auxiliar pues solo sirve para
aplicar su resultado en e siguiente, y asi, en vez de dar uno grande, se ven dos
pequefios.

TEOREMA. Sea f:[ab]® R continua en [a,b], derivable en (ab), f'(X) creciente y
f(a)=f(b). Entonces f(x)<f(a) " xI (a,b).

Dem

Como lo que queremos es llegar a demostrar que f(x)<f(a), vamos a hacerlo por
reduccion a absurdo dividiéndolo en dos casos. Veremos que f(x)>f(a) no puede ser y
que f(x)=f(a) tampoco.

1) Supongamos que existe un Xl (a,b) / f(x))>f(a).

Aplicando € teorema de Rolle a f(x) (si se puede, ya que verifica sus
hipétesis), existira un d (ab) / f(€)=0 y en x=c tenemos un méximo. (Cémo
f(a)=f(b) y hay un x tal que f(xp)>f(a), alguno tendra que ser mayor que todos).

Pero s en x=c hay maximo, la derivada antes es positiva y después es
negativa, lo cuad indica que decrece y por hipGtesis f° era creciente.

CONTRADICCION. Entonces f(x)>f(a) no puede ser.

2) Supongamos ahora que hay un valor Xl (a,b) tal que f(x)=f(a). Puede ocurrir

gue: -f=cteb =0 y no seriacreciente. NO
- En % hay un méximo b (%) = 0 y por ser maximo, antes de % la
derivada es positiva y después negativa P f° es decreciente. Pero por
hipotesisf” es creciente > CONTRADICCION.

Por tanto, lo tnico posible es que f(x)<f(a) " xI (ab) que era lo que queriamos

demostrar.
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TEOREMA. Sif esderivabley f creciente b f esconvexa.
Dem
Como f:[a,b]® R es continua en [a,b] y derivable en (a,b) lafuncién

fb)- (&) (bt))- f(a)(x_ a)- f(a) también lo es. También tenemos que " es

9(x) =f(x) -

crecienteb g'(x) = f'(x) -

fb)- f(a) también lo es. S f* crece, podemos comprobar
a

fécilmente que g’ (x) también lo hace, y g(a)=g(b)=0.

Entonces la funcion g(x) verifica las hipotesis del teorema anterior. Por tanto,

aplicandol o tenemos g(x)<g(a)=0. Si g(x)<0 b f(x)- M(x- a)- f(a)<0b

f(b)- f(a)(x_ a) b f(X) - 1‘(a)< f(b)- f(a)
-a X-a b- a

Definicion de

b f(x)-f(a <

funcién convexa.

Como f(x) verifica la definicion de funcion convexa, quiere decir que lo es,
como queriamos demostrar.

OBS Cuando teniamos que f(x) era creciente era porgue f"(x)>0. Como ahora f(x) es

creciente, serd porque f”'(x)>0. Asi podriamos volver a escribir e enunciado del
teorema anterior de esta otra forma.

TEOREMA. S f:[ab]® R esderivable dosvecesy " (x)>0 b f convexa
OBS Por tanto, para ver si una funcion es convexa, bastara con comprobar s su
segunda derivada es positiva

Andogamente a estos dos teoremas de convexidad, se pueden dar otros dos de
concavidad, con solo cambiar las desigualdades.

TEOREMA. Sea f:[ab]® R continua en [a,b], derivable en (a,b), f"(x) decreciente y
f(a)=f(b). Entonces f(x)>f(a) " xI (a,b).

TEOREMA. Sif esderivabley f” decreciente b f es concava.
TEOREMA. Si f:[a,b]® R es derivable dos vecesy " (x)<0 b f concava.
DEF Llamaremos punto de inflexion a aquel punto donde la funcion cambia de

concava a convexa o al reveés. Por tanto la derivada segunda en ese punto tiene que ser
cero.
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4.3. Calculo delimites: Regla delL "Hopital.

TEOREMA. Seanfy g derivables en un entorno (ar, atr) del pnto a. S limke af (X)=0,
limye .g(X)=0 y existe limye of " (X)/g"(X), entonces también existe el limite de f(x)/g(x) y
es lime a F(X)/g(X) = lime a F"(X)/9"(X).

Dem
Podemos suponer que f(8=0 y que g(a)=0, pues para € caculo de limites
cuando X® a, no esrelevante € vaor de lafuncion en e punto a.

A Ahora f y g cumplen las hipotesis del teorema de Cauchy en [ab] siendo
Xl (aatr). Por tanto existe cl (a,x) tal que:

fx)/g(x) = (a)/g"(a).
Cuando x® atambién c® a. Por tanto:
limye a F(X)/g(X) = limwe 2 T (c)/g"(C) = limke a T (X)/g"(X).

Como xI (aatr) los limites son por la derecha. Andlogamente por laizquierda.
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