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TEMA 44

SEMEJANZAS Y MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO

1. GENERALIDADES.

Suponemos construido €l espacio vectorial de |os vectores libre del espacio V, .

DEF Llamaremos espacio afin ordinario a una terna formada por un conjunto E, (e
conjunto de puntos del espacio), €l espacio vectorial V, y una aplicacion:

. B E®V

' (AB)® AB (el vector libre de representante de AB)
n=

tal que se verifiqgue: 1) j (A,B) +j (B,C) =j (AC), esto esAC+AB=AC
" AB,CI Es
i A E;®V;

2) Fijado A, laaplicacion
)P » B® AB=n

es biyectiva.

DEF S sobre V, hay definido un producto escalar, entonces V, se dice que es €l
espacio vectorial euclideo de los vectores libres del espacio E, (por abuso del lenguaje)
el espacio afin euclideo ordinario.

Dicho producto escalar permite introducir la distancia:
d(A B) =|AB| =+ ABxAB

AB xAC

y losangulos, atravésde:  cos(AB, AC) = w

2. MOVIMIENTOSDE Es.

DEF Se llama movimiento a toda aplicacion biyectiva f :E, ® E, que conserve la
distancia, estoess A’=f(A), B'=f(B) se verifica

d(A,B)=d(A",B")=d(f(A),f(B)).
Con esta definicion se verifica que

PROP Los movimientos transforman puntos alineados en puntos alineados y en €
mismo orden.

Dem
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En efecto, dados A,B,C puntos aineados, uno de ellos pertenece a suplemento
formado por los otros dos (p. g. B entre A y C) luego

d(A,B)+d(B,C)=d(A,C)
También ser& d(A",B")+d(B",C")=d(A",C")
luego A",B",C" dineadosy B” entre A" y C'.
COROLARIO

Con €llo resulta obvio que los movimientos transforman rectas en rectas y también
planos en planos (puesto que un plano esta determinado por 3 puntos no alineados)

PROP Los movimientos conservan los angulos.
Dem

S e dngulo a esta determinado por 2 semirrectas OA y OB los puntos O,A,B
formaran un tridngulo (s no estrivid) y sus transformados O, A, B” también.

Ene primero setienee  d(A B)? =d(OA)* + d(OB)*> ® 2d(OA)d(OB) cosa
y en e segmento: d(A,B)? =d(O'A)* +d(O'B)* ® 2d(O'A)d(O'B’)cosa’

y por laigualdad de distancias a=a’

3. APLICACION LINEAL ASOCIADA A UN MOVIMIENTO.

DEF Dado un movimiento f, definiremos:

j V.V,

|AB| ® |A’B’| siendo A"=f(A) B =f(B).

PROP Laaplicacion | estabien definida, puessi AB ¢ CD tambiénesA'B" C C'D’

Dem

Si A,B,C,D estén adineados, sus transformados también y en e mismo orden y como
se conservan la distancia

ABCCDb AB CCD

Si AB y CD estén situados en lineas paraélas, determinarén un paralelogramo, y sus
transformadas verifican (a conservarse distancias y angulos por f)

d(A",B)=d(C’,D’), d(A,D)=d(B,C), d(A,C)d=(B",D),
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luego A" B ,C D
determinan también un paralelogramo A'B” » C'D”

Laaplicacion | eslineal, pues eligiendo representantes adecuadas:

j (AB+BC)=j (AC)=AC'= AB+BC=j (AB)+]j (BC)

luego j(u+v)=j (u)+j (v) "u,vi Vv,
j (axAB)=a xAB=aj (AB) "ABT E,,"al R
luego j (au) =aj (u) "al R"ulV,

laaplicacion j  es biyectiva (por tanto un endomorfismo biyectivo =automorfismo de
Vs)

Dem.
Pues por ser endomorfismo, basta probar que Kerj ={o}

entoncess j (AB)=AB=0P d(A,B)=0=d(AB)P A=B yportanto AB=0

4. CARACTERIZACION DEL MOVIMIENTO

S {0,u,,u,,u,} esunareferenciaortonormal de E, setiene que

"xI E,, X=f()T E, y OX'=00+0"X"=00"+j (OX).

3 1
Como los componentes de OX” en la referencia son las coordenadas de X' =f(x)

f)=f(O)+J (OX)

(?(1 9 éﬂ(l' 0 gai 0 gan a, Q; 9
S llamamos X =¢X,+, X'=¢X,’+, f(0)=¢a,+ ¥y M=ca, a, ay-+
gxs (%] 8X3 a 83'3 (%] gaBl 83 g3 5

Lamatrizde ] enlabasedelareferencia

E?(l 0 gai 0 aan a, a5 9(?(1 9
(;X ——ga +ga azz a23 'sz_
8X3 ﬂ 83-3 (%] 86\31 a;, adg %Xs B

Ecuacion del movimiento en lareferencia considerada.
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Hasta ahora nada distingue estas ecuaciones de las ecuaciones de una transformacion
afin acualquiera, pero J tiene una particularidad: conserva el producto escalar, pues:

ROV i FOR RO AR e KR

J (W) (V) 2 2
2 2
TR TEL R
4
Entonces: j (u)y=M »u (notacién matricial)

j (V) =M xv (natacion matricial)

y como € producto escalar de dos vectores (en base ortonormal) (u,,u,,u,),
(Vl’VZ’VS) es.

g0
(U, U,,Ug)eV, += UV, + UV, + UV,
&0
setiene: (MOMV)T =(uxw")=M@Uux")M" P MxM" =|
ytambién MT xM =1, luego M es un matriz ortogonal.
De aqui: detM xdetM " =1p detM =1

Aquellos movimientos en los que la aplicacién lineal asociada tiene una matriz con
determinante igual a 1, la [lamaremos movimientos directos y 1os movimientos que lo
tienen igual a—1, movimientos inversos o pseudomovimientos.

Vamos a estudiar los movimientos, clasificandolos en primer lugar en dos grupos. los
gue tienen algun punto doble y los que no.

5.MOVIMIENTOS CON ALGUN PUNTO DOBLE.

Tomando una referencia ortonormal R= {O, u,,u,, u3} las ecuaciones de movimiento

guedarian, en dicha referencia (al tener a menos un punto doble, tomamos como tal al
O=f(0)

O My A AN
QX2’+:Qa21 a,, ayucX,+

8)(3,5 8a31 a32 a33 %XS B

con lo que es totalmente andlogo en este caso estudiar | que & movimiento f.
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Estudiaremos ahora |os vectores invariantes por |

Un vector U invariante por j , cumplir& ) (G)=d=lu

luego (J -1)(G)=0,y como J -I estambién una aplicacion lineal estudiar 1os vectores
invariantes por | equivale ahallar Ker(j -I). Pueden suceder 3 casos:

a) dimker() -1)=3, y en este caso todos los vectores serian invariantes, luego todos
los puntos serian dobles. EI movimientos es la identidad.

b) dim Ker() -1)=2. en este caso hay un subespecie V (plano vectorial) de vectores
invariantes, luego € plano p determinado por A y V estodo de puntos dobles.

} u, Elijamos ahora una referencia mejor:
{Au,,u,,u,} donde u,,u, son una base
— ortonormal de V' y u, un vector u, normal
_ )’/: Uz=] (Ua) al plano, de modulo 1y bien orientado.
U=l (U 4 (ug)
J () =y,
Entonces J (u,)=u,
J (ug) ==u,

(recuerda que se conserva el producto escalar) como no puede ser j (u,) =u, entonces

J (u3) =-u,.

a0 & 0 03¢0

Lamatriz def seria gx2'+:go 1 0¥x2+,
8)(3,5 80 0 '1_{38X35

y € movimiento se llama simetria especular, 0 simetria respecto a plano A+V=p.

Obviamente es un movimiento inverso pues detM=-1 (ademas invierte & sentido de
lareferencia)

c) dim ker(jJ -1)=1. En este caso hay un subespacio V (resta vectoria de vectores
invariantes), y larecta A+V=r es toda de puntos dobles.

¢u1:J G Tomemos una referencia {A u,,u,,u,} donde

J () u, es un vector director norma de la recta V,

U2 A Us u,, U, dos vectores que sean ortogonales entre si
j (up) y ortogonales u, demodulo A.

Cualquier combinacion lineal de u, y u, esortogonal a u,, luego también serén
j (uy) yj (u;) ortogonalesa u, =j (u,).
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j (UZ) =au, + bU3l:l "] (U2)||2 =a’+Db? :"] (u3)||2 =c?+d?=1
j (u;)=cu, +du,}, j (U,)j (u,)=ac+bd =0

j (uy) =au, +bu,

a*+b*=1
j (ug) =-bu, +au,

de aqui

tomando 0£g<2p ta quecosg=a seria  serg=b

pog 0 0
y lamatriz def es cX, +=¢0 cosq seng-gX,+

&, 5 €0 - seng cosqEx;
el movimientos es un giro de ger y amplitud g. Se trata de un movimiento directo.

d) dim Ker(j -1)=0. En este caso hay vectores invariantes. Sea XI V, no nulo y
consideremos lasimetria S, respecto a plano bisectriz del angulo determinado por X'y
J (X). El movimiento S, o) (X) (hemos identificado el movimiento con su aplicacion
lineal asociada). Verifica § 0] (X)=X, luego dimker(S, 0y -1)31

s fueseladimensionigual a2, entonces S, o) =S,y deagui:

§030 =505, Pj =3 -S,.
y ] seriaun giro, contradiccion pues J  no tiene puntos dobles. Luego:
dimKer((S, o) -1)=1

Entonces S, 0] es un giro que se puede escribir como comparacion de dos simetrias
respecto aplanos p’,p”". Dedonde j =S, ©S,. oS, (todos estos movimientos son
INVersos).

De todos estos movimientos e méas interesante es la simetria central de centro A. En
este movimientos, | verifica

J(u)=-u
J(u)=-u,
J (ug) =-u,
@(1,9 el O 003'2(19
y las ecuaciones gxz’é:g 0O -1 0 -ngzé

&5 €0 0 -1Fx;

Es evidentemente un movimiento inverso.
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6. MOVIMIENTOS SIN PUNTOS DOBLES
Estudiaremos en primer lugar un movimiento especial.
6.1 Latraslacion

DEF Sellama tradacion atodo movimiento en e que la aplicacion lineal asociada es
la identidad.

Sus ecuaciones serian, en unareferencia ortonormal {0, u,,u,,u.}

o) 0 a0
§X +7 6Byt 0X,
&5 &5 &ap
OBS Obviamente la tradacion queda definida cuando se conoce la imagen de un
punto, por ggemplo O, pues entonces

OX"=00'+0'X =00 +] (OX)=00 +OX b OX -OX=XX =00’

DEF Entonces también puede definirse la traslacion de vector u como € movimiento
gue transforma x en X" siendo xx'=U.

PROP Todo movimiento f puede considerarse como una composicion de un
movimiento f° con un punto doble O seguido de una tradacion de vector OO
(O'=H(O)).

Dem.

Consideramos f° como € movimiento con un punto fijo O, y aplicacion lineal
asociadal aplicacion | asociada af.

Entonces en una referencia A= {O,u,,u,, u,} las ecuaciones de f” son:

20 @ A AGKO

CX 768, &, 8,eX -
8)(3”6 gaSl a32 a33 éx3 B

latraslacion t,. tieneR={0O,u,,u,,u.} |as ecuaciones

a0 amd a0 g §
¢ .7_6¢ T G 7 ¢ ~_ , _ .
CX, +=ca,++¢X, + ¢ca,+= f(O) y evidentementef=t,, o f".

&y &g &g &a, 5

Esto nos simplifica la tarea, pues basta estudiar las composiciones de los
movimientos anteriores con traslaciones para tener estudiadas todos |os movimientos.
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6.2 Composicion de simetria especular y trasdacion.

Probaremos que, en este caso, e movimiento se puede reducir a la composicion de
una simetria respecto aun plano p y unatrasacion de vector u paralelo ala direccién de

p.

El vector de latradacién U se puede descomponer de forma Unicacomo u=u’'+u”
donde U~ esparalelo aladirecciondep y u”” paraéeo aladireccion perpendicular ap.

Asi latraslacion de vector G"/2 transforma la simetria especular S, en una simetria
Sy (p” plano paralelo a p resultante de la traslacion). Seguidamente la traslacion de

vector U~ completa e movimiento. t, o Sp=t, oS es un movimiento inverso y
ademés la composicion es conmutativa.

6.3. Composicion degiro y traslacion

Probaremos que, en este caso, € movimiento se reduce a un giro de cierto ge, que
determinaremos, y traslacion de vector paralelo ala direccion del ge de giro.

El vector U de la traslacion se descompone igualmente como U,+ 4U” (U” de la
direccion de e, U, deladireccion perpendicular.) latradacion t, ,, transforma € giro de

ge e, en otro giro de ge € (pardelo de €) y la misma amplitud y seguidamente la
traslacion de vector u” completa el movimiento t, - G(ea) =t - G(€,a).

Es un movimiento directo, y recibe el nombre especia de movimiento helicoidal.
|gualmente la composicidn es conmutativa.

6.4 Composicion de simetrias especulares.

A) De planos paral el os.

X
i Si llamamos M a la proyeccién de X sobre p y
'EM p M"" la proyeccion de X” sobre p”’, se tiene que
P X XX"=2MM’, luego lacomparacionde S, - S,, es
: una traslacién de vector 2MM”.

] ': M
: p
v x
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B) De planos secantes.

En este caso los planos p y p° se cortaran en una recta e, y
determinaran un angulo diedro g.

D . S por xy x" trazamos perpendiculares a ge e, se cortaran en
AP un punto M, ang(MX,MX')=2g, siendo su orientacion la
X\: ’,/’X.. determinada por la composicion (dep ap’).
Qx'
/<_/ S-S, =G(/,29).
Reciproco.

Reciprocamente, toda traslacion de vector U puede escribirse como una composicion
de simetrias respecto a planos paralel os (1os planos seran perpendiculares a la direccion

u,y distaran entre s @).

Igualmente, todo giro de ge ey amplitud a puede escribirse como una composicion
de simetrias respecto a planos secantes en e. En este caso uno de los planos puede

fijarse a voluntad. El otro, formara con el anterior un diedro de angulo %, en € sentido

de la composicion.

OBS SIMETRIAS AXIALES. Son giros de angulo p, y por lo anterior, basta
determinarlas como composicion de simetrias respecto a planos perpendiculares.

6.5 Composicién de giros.
A) De mismo ge.

En este caso estrivia que G(/,b)oG(/,a) =G(/,a + b)
B) De ges paraelos.

S G(/,a) y G(/,b) son los giros en cuestion, como podemos elegir uno de los
planos que por composicién determinan los giros, tomaremos el plano p gue contiene a
NS
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Hallamos ahora planos p”y p”” tales que:
G(t,a)=§, 0§ G(/,b)=§ -85,

G(f,a)°G(f,b) =S, =S, S, °S, =
1 *G(¢” 2g)

|
:::s p'yp"secortan en e
=S, °S,- =i **Tradacion sip'yp"
|
|

p” :_
.T

G(/"29)sp'yp secortanen /. g:p-Tb 2g=-(a+b)

(**) Esto ocurriracuando a +b = 2kp siendo k entero.

B) De ges que se cortan.

En este caso la composicion es un movimiento directo trivialmente con un punto
doble, e de corte, y sabemos que si esto es asi debe haber una recta de puntos dobles. El
movimientos resultante (de enorme complgidad) es un giro, como e es una recta que
pasa por € punto de corte.

C) De gesgue se cruzan.

En este caso trazando la perpendicular PP, y aplicar unatraslacion de vector P'P con
loquee girodege ¢ yangulo a setransformara en otro giro de gje ¢~ (pardeloa /)
y e mismo angulo. La composicion de los giros de ges ¢ y (¢ es otro giro. El
movimiento resultante es composicion de un giro y una tradaciéon. Es un movimiento
helicoidal.

Es féacil sin embargo determinar la composicion de las simetrias asociadas (giros de
180°) cuando los ges se cortan o se cruzan.

6.6 Composicién de simetrias axiales.
A) De ges que se cortan.

En este caso, s las Simetrias axidles son deger y r’ y se cortan podemos determinar
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Sr, :Sp o%,
Sr = Sp oSp

S ©S.=S,. 08,08, 05, =...

..=S,. oS, =G(/,2a)

¢ eslaperpendicular comun alas dos rectas por € punto de corte, a anguloder yr.
(en ese orden).

B) De ges que se cruzan.

Bastatrazar planosp y p~ que contengan respectivamente ar y r’ y paralelos. py p’
son perpendiculares a p”y p~" que contienen respectivamente a r y r. Luego €
movimiento es composicién de unatraslacion y un giro. (movimiento helicoidal).

En efecto

S 0S5 =(5 °5)0(5°5-)=S,°(S5,°5)° S~ =
w=8§- 0T, 08 =T, S-S =T, G(/,2a)
6.7. Resumen.

Detodo lo dicho resulta que:

Las simetrias a un plano son las transformaciones fundamentales puesto que
cualquier movimiento pueda reducirse a una composicion de ellas.

Resultaria el siguiente cuadro resumen:

M ovimientos directos Movimientos inversos

No hay Traslacion o movimiento Simetria + traslacion (composicion
puntos fijos | helicoidal (gira+ tradacion) | de 3 simetrias especul ares)

Composicion de tres simetrias

]Eij.g punto No hay especulares (los planos se cortan en
J un punto)
Unarecta de Giro No hay
puntos fijos
Un plano de Simetria respecto aun plano o sin
. No hay
puntos fijos especular
Todo €
espaciode | Identidad No hay

puntos fijos
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7.HOMOTECIAS.

DEF Sellamahomoteciade centro Cy razén k ala aplicacién

E,® E,

H(c,k):
( )A®A

tal que CA"=k xCA.

Si k>0 la homotecia se llama directa, y en caso contrario inversa. Obviamente no son
movimientos salvo si |K| =1, pero trivialmente transforman rectas de la misma direccion

y plano en plano de la misma direccion. Luego conserva los angulos.

Ecuaciones

En la referencia ortonormal {O,u,,u,,u.}, sea X(x,%,,%)  X(X',%",X;) su
transformada por la homotecia.

Entonces CX'=k>CX b OX - OC =k(OX - OC) b OX'=(1- k)OC +k>xOX .
luegos C(c,,c,,C,) queda:
20 a(l-Ko akno @0 a0 ak 0 0o
,T_ - - A ,T_ v —g -
X, +=¢C(1- K)+Hck +U X +=¢C,/++¢0 k 0-ex,+
&'y &(l-K)g kg &g &g &0 0 16X,

O
O

Producto de homotecias.

a) De mismo centro.

Sean H(C, k,), H(C, k, ) dos homotecias del mismo centro:
X2 U ® X U@ X CX'=k, xCX,CX" "=k, xCX'P CX"=kk, xCX
luego H(C, k, ) o H(C, k,) en otra homotecia de centro C y razon k, *,.

b) De distinto centro.

Probaremos que e producto de dos homotecias de distinto centro es otra homotecia
cuyo centro esta aineado con los centros de las homotecias dadas, y su razén €
producto de las razones de ambas, 0 bien una traslacion de vector paralelo a lalinea de
centros.

Sea X~ @ transformado de X por H(C, k,)U CX'=k xCX y X € transformado
de X" por H(C',k,)U C'X"=k, xC'X".

Setiene;
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C C
C,X = C,C+C X "= C,C +k, »C’ X '=C,C+k,(CC +CX") =C,C +k,C' C+k,k CX =
C,C+k,CC +k,k (CC, +C,X) b C,X "= (C,C+k,CC+k,k,CC,) + k,k xC,X (*)

Como C X"y C X tiene la misma direccion, y la expresion entre parametros la
direccion de CC’, en e caso que sean independientes serda C,C'+k,C'C +k,k,CC, =O
y C, X"=k,k,C, X (homoteciadecentro C, y razon kk,).

C, estarelacionado con Cy C’ por laigualdad:

_ k(- k)CC

c.C
1- kK,

pues C,C’+k,C'C +k k,(CC+C'C,) =O

C,C'@- kk,) =k, (- k)CC kk,t1
S k,k, =1, de (*) sededuceque C, X'=(C,C+k,C'C+CC,)+C X.
X Traslacion de vector:
X C,C’+k,CC +CC, = (1- k,)CC .

Todavia puede simplificarse mas pero es tedioso.

8. SEMEJANZAS.

Se llama semejanza de razon k a toda comparacion de homotecia de razén k y un
movimiento.

Igualmente puede definirse semejanza de razén k como la aplicacion f: E; ® E,
tal que d(f(A),f(B))=kd(A,B).

Las propiedades de las semeanzas se deducen triviamente de las de las homotecias
y de los movimientos
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