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TEMA 12

ESPACIOS VECTORIALES.

A lo largo de este tema 12 denotaremos mediante la letra K un cuerpo conmutativo,
(K’ +, )

1. ESPACIOSVECTORIALES.

DEF Llamamos K-espacio vectoria a la terna formada por un conjunto V, una ley de
composicion interna +, y una ley de composicion externa - : KXE ® E, verificando las
propiedades:

1) (V,+) esun grupo conmutativo.
2) Laley de composicién externa satisface las propiedades

a) Pseudoasociativa: | -(mv) = (1 -m-v

b) Digtributiva: | (V+W) =1 V+IwW
(I +mMv=1V+m

c) Elemento Unidad: 1-Uu=u
"ImK oy "V,wlV

Lo denotaremos por (V, +, «).

Los elementos de V reciben el nombre de vectores y se suelen denotar con las letras
u,Vv,w. Los elementos de K reciben € nombre de escalares y se representan mediante

letras griegas. La operacion externa se |lama producto por escalares.

Denotaremos el neutro de (V, +) por O y e neutro de (K, +) por O.

PROP S V es un K-espacio vectorial se satisfacen las siguientes propiedades, "1,
mKy"avil V.

1) Oxi=1>0=0
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1) Oxi=(0+O)i=00+0ib 0i=0

| 0=1(0+0)=10+10pP 10=0

5 S 1G=0yl t 0P $I T K por ser K un cuerpo
1{ld)=1"0p (I"'x Ji=0p 1a=0b =0
Ejemplos:

1) Sea el conjunto K" = Kx ...... XK. Definimos una operacion interna y otra
externa con cuerpo de operadores K, como sigue:

+ K'XK"® K" (U, W, ...y y) +(V1, Vo, ooy Vi) = (L + Ve, Lo+ Vo, ooy Un+ V)
CKXK'® K" (g, W, o) = (T ug, T, ol W)
Esinmediato comprobar que (K", +, -) es un K-espacio vectorial.
2) Sea'V un K-espacio vectoria y A un conjunto. Definimos
VA ={f: A ® EIf esaplicacion}
Si definimos la operacién interna
+HVAXVA® VA (f+g () =f(x)+g(x) "x A
y la operacion externa
SKxVA® VA (1H))=1fx) "x A
entonces (VA +, -) es un K-espacio vectorial.

3) (C, +, -) puede ser un R-espacio vectoria y también un Q-espacio vectorial, col
las operaciones sumay producto habituales.

PROP Sea V un K-espacio vectoria. Entonces verifica las leyes de ssimplificacidn, que
son:
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=W

<

D"a,v,wl vV a+Vv=0+wh
2)"a,bl Ky"dlVnonuo aii=bib a=b

3)"al Knonuo "GVl K ali=avb G=V

Dem.

1) u+v=u+wbpb Como (V, +) es grupo Conmutativo $(- U)T \%

(-0)+(@+v)=(-0)+(@+W)p (-G+0)+v=(- G+0)+whp

2)ali=bib ati+(- bi)=bi+(- bi)p ad- bi=bi- kip
b (a- b)i=0ycomo i esunnonuob a-b=0pPa=b

3)ali=avP comoK escuerpoy a esnonulo $a*1 K ta que
a''(an)=a(av)p a'aji=la'ajip wW=1wp G=v

2. SUBESPACIOS VECTORIALES.

DEF SeaV un K-espacio vectoria y WCV subconjunto no vacio. Diremos que W es
un Subespacio Vectorial deV s satisface:

1) (W, +) es subgrupo de (V, +)
"I T Ky "aTWP lal W

Es claro que (W, +, ) es un K-espacio vectorial con lasuma de V y € producto
porescalares restringidos aW.

Todo K-espacio vectoria V admite dos subespacios que llamaremos triviales, € {*}
y € propio V.

Ejemplo.

(R, +, ) es un subespacio vectorial de (C, +, ), siendo e cuerpo de operadores, por
gemplo, Q 6 R.

PROP SeaV un K-espacio vectorial, WI V con W @. Son equival entes:

1) W es un subespacio vectoria de V.

2"G,viwW y "ITK G+viw y I xalw
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Db 2)
Como W es un subespacio, las operaciones de suma y producto por un escalar
son cerradas. Luego trivialmente se verifica 2).

2)b 3
"0, VT Wy"Il,m K, porhipétesis 101 WyniT W y de nuevo aplicando
2) la+mil W

3) b 4)
Paraver que W es un subespacio.
(w, +) es subgrupo
"u,vl W sitomamos| =1ym=-1b G- vIi W
Para comprobar que la operacién externa es cerrada
"u,vl W tomamosm=0Pb l1daTW "ITK

2.1. I nter seccion de Subespacios.

DEF SeaV un K-espacio vectorial y {W;?* i: 1,..., n} unafamilia de subespacios de
V. Definimos la interseccién de subespacios como:

PROP Sea V un K-espacio vectorial y {W;* i:1,...., n} unafamilia de subespacios de

V. Entonces, lainterseccion W = (_;l W, de subespacios es un subespacio vectorial V.

Dem.

W1t @yaque OT W ", por ser un subespaciop OT W .
SeaG, vl WP G,vI W' P IG+mTW "I,m K" P lG+mil W
W es un subespacio.

DEF Sea V un K-espacio vectoria y Al V un subconjunto no vacio. Llamamos
Subespacio Engendrado por A a menor de los subespacios vectoriales que contienen a
A. Se denotapor [A].

Esclaro que &l conjunto [A] es un subespacio de V que contiene a conjunto A, y si
existe otro subespacio W de V que también contiene a A, entonces [A]l W.

PROP Sea V un K-espacio vectoria y A un subconjunto no vacio de V. Sean {W,/W; es
subespacioy Al W; "l I. Entonces [A] = CW,
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Dem.
Inmediata

DEF Sea W un subespacio vectorial de V, K-espacio vectorid, y Al V tal que [A] =
W. Diremos que & conjunto A engendra W o es un Sistema de Generadores de W.

2.2. Unién de Subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y {Wi/il I} una familia de subespacios de V.
Definimos la unidn de subespacios como:

Ew ={al v/sil 1,aT w}
No podemos afirmar que la union de subespacios sea un nuevo subespacio.

Ejemplo.
Sea V =R?y U, W subespaciosde VV con U = Rx{o} y W = {0} xR.
Entonces (u, 0) T U y (o, w)l W. En cambio (u, 0) + (0, w) = (u, w)T UEW.

2.3. Suma de Subespacios.

DEF SeaV un K-espacio vectoria y {Wi/i:1,...., i} unafamilia de subespacios de V.
Definimos la suma de subespacios como:

W ={al v/a=§ g cony T W ", :1....n}

o,

i=1

PROP Sea V un K-espacio vectoria y {Wi/i:1,..., n} unafamilia de subespacios de V.
Entonces la suma de subespacios W = én W, esun subespacio de V.
bem =1
Vamos arealizar la demostracion por induccion en el nimero de subespacios, n.
Para n=2 W=W;+W;
1) Como OT W, yOTW,p O=0+0TWP W!Q
2)Wil VYyWol VP Wi+Wol Vb WI V

3)Sea G, VI WP G=0,+0, yV=V,+V, conu,v,T W yG,,v,T W, b
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b ou+v,i W yu,+v,1 W, b u+v=(u, +u,)+(v, +v,) =

=(u, +v)+(u, +v,)T W +W, P u+vi W
HSealTK y UWP u=u+w con wl Wy y wl W, b

PlulW: y I IlwW, P lusl(w+w)=lw+!w Wi+W, b
b lu W

Por tanto W es un subespacio.

n-1

Para n—1, por hipotesis de Induccion, W = é W, es subespacio vectorial
i=1

Paran

-1

-

W= g W =3 W+,

Qo

N

5 Qo-

Ambos sumandos son subespacios vectoriales, y como la suma de dos subespacios
es otro subespacio (caso n = 2) entonces W es subespacio vectoria de V.

PROP Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios vectoriales de V. Se verifica
que U+ W =[UEW]

Dem.

“1" SeavlU+Wb v=id+weondGl U y wiwb

bdl UEWyYWI UEWP G+WUEW]pP vi [UEW]

“E”  SeaV=[UEW]P $GT U y$#%l W/v=ld+mul [UEW]P
Pl1dl Uymil W® Iid+nvl U+Wb Vi U+W

2.4. Suma Directa de Subespacios.

DEF SeaV un K-espacio vectorial y Wi, W dos subespacios de V. Diremos que €l
subespacio W es suma directa de W1 y Wa, y lo representaremos por W = W1AW,, si
se verifica

1) W=W;+W>

2) Wl(;Wz = { (_5}

PROP Sea V un K-espacio vectorial y W, W1, W, subespaciosde V.
W=W AW, U "Wl W $&%TWy$w,T W,/ W= +W,

Dem.
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“p” ComoW =W1AWS,, entonces en particular W = W1 + W,
Sea Wl W b W= +w, conw, 1 W, yw,T W

Para ver que esa expreson es Unica, vamos a suponer que existe otra:  Sea
w=w"+w,"~ con W W vy wTWw,

Entonces W, +W, =W, +W, P W, - W =W, - W,

Como W -wTW y w,-wTW, yanbossoniguaes b W - wT W CW, y
W, - szi W CW,

Pero como lasumaes directase daque W, CW, ={6} b W - W,'=0y W, - W,’=0

— 7

Pow =Wy W,=

=

Por tanto la expresion es Unica.

LLUH
1) Como "Wi W w=w,+W,conw,1 Wyw,TW,b W=W +W,

2) Sea Wi W, C W,

i Comowl W, P W=W, +0
tComowl W, P W=0 + W,

Y &l ser laexpresion Gnica W, =6, W, =ob W=6 b W, CW, ={o}

Lo visto de suma directa de dos subespacios se puede generalizar facilmente a un
conjunto de C subespacios.

DEF SeaV un K-espacio vectorid y {W; /i:1,....,n} una familia de subespacios de V.
Diremos que e subespacio W es suma directa de los subespacios {W; / i:1,.....,n}, y se

representapor W = AlWi s severifica

DW= W

i=1

% ¢
W céaw,-={o}

i
jui

[SEE

PROP Sea V un K-espacio vectoriad y W, {W; /i:1,...., n} subespaciosdeV.
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W=AW U0 "W W $wiW " :1..n/w=3 W

i=1 )
i=1

Dem.
Anaoga alaanterior

COROLARIO SeaV un K-espacio vectorial y {W; / i:1,...., i}, W subespacios de

V.W=AW O § §%=cconwiw", implica & =6 "

Qo>

i=1
Dem.
Solo hemos de tener en cuentaque 6=0+0 +....... +0.

3. APLICACIONESLINEALES. ESPACIO COCIENTE.

DEF Sean Viy V. K-espacios vectoriales. Diremos que laaplicacion f: V1 ® Vi, es
un homomorfismo de espacios vectoriales (0 simplemente lineal) si:

1) fa+v)=f(@+ @) "aviv,
2) f(la)=1f(@ "I1TK "daly,

OBS Lacondicion 1) nosindica que f es un hormomorfismo de grupos entre (V1, +)
y (VZ’ +)'

PROP Sean Vi y Vo K-espacios vectoridles y f: V1 ® V» una aplicacion lineal. Si
{V./i:1...,nt  son vectores de Vi y {I,/i:1...,n} esadaes se verifica

f%eé I ivigzé I if(\7i)
€i=1 g =1

Dem.

Inmediata.

PROP Sean Vi y Vo K-espacios vectorides 'y f: V4 ® V; una aplicacion lined. Se
satisfacen las siguientes propi edades.

1) f(6)=0
2) f(-v)=-1(u) "viy,
3) f(V-w)=f(v)- f(W) "v,wiV,

Dem.
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PROP Sean V1 y V., K-espacios vectoriales.
F:Vi® Voeslined U "v,wi V, y"1,m K f(IV+nw)=1f(V)+nh(w)
Dem.

b f(1v+nm)=f(19)+ f(nw) =1 (V) + i (W)

U Sl =m=1b f(Qv+1W)=1f(V)+1f(W)=f(v)+ f(W)
-Sm=0b f(lv+ow)=1f(V)+of(W)=1f(V)
Luego f eslinedl.

PROP Sean Vi y V> K-espacios vectorialesy f: V4 ® V», una aplicacion lineal. Se
satisfacen:

1) St W4 es un subespacio vectoria de Vi b f(W3) es un subespacio vectorial de V..

2) Si W, es un subespacio vectorial de Vo, b f1(W5) es un subespacio vectorial de
Vi.

Dem.

1) Como f, en particular, es un homomorfismo de grupos, se verifica que f(W;) es
un subgrupo de Va.

Seal 1Ky (V) f(Wy) con Vi W,

Entonces | -f (V)= f(I1v)1 (W)

Luego f(W1) es un subespacio vectoria de Va.

2) Igualmente, 2 (W>) es un subgrupo de V.

Seal T Ky vl fiw,)p f()T f(f*(W,))=w,p

b I-f(v)=f(1v)I W, b IV] f*w,)
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DEF S f:Vi® V;esunaaplicacion lineal entre K-espacios vectoriaes, definimos el
ndcleo del f, y se denota por Kerf, a conjunto delos V1V, tdesque f({V)=0.Y la
Imagen de f, Imf, como & conjunto formado por las imagenes de f.

Kerf ={v1 V,/ f(v) =0} Im f ={&l V,/$vV, con f(v)=w} = (V)

COROLARIO Seaf: Vi ® V3 una aplicacion lineal entre K-espacios vectoriales.
Los conjuntos Kerf e Imf son subespacios vectoriales.

Dem.
Kerf = ! ({8}) y {6} esun subespacio de V-
Imf =f(V1) y Vi esun subespacio de V;.

PROP Si Vi, V2 y V3 son K-espacios vectoridesy f: V1 ® V5, g: Vo ® V3 aplicaciones
linedles, la aplicacion compuesta go f : V1 ® V3 eslined.

Dem.

Inmediata.

PROP S V1 y V2 son K-espacios vectoridles y f: Vi ® V», es una aplicacion linea
biyectiva, la aplicacion inversaf!: V, ® Vi eslinedl.

Dem.

Sabemos que f*: Vb, ® Vi es un homomorfismo de grupos, luego solo hemos de
probar el producto por un escalar.

sSwiv, $viv, /f(V)=w

Seal 1 K fH1w) = £1(1 xf (V)= £ 1(£(1 @) =1 =1 xf (W)
DEF Sean Vi Yy V, K-espacios vectorialesy f: V, ® V, aplicacion lineal.

1) f esmonomorfismo s f esinyectiva

2) Fesepimorfismo s f es suprayectiva.

3) Fesisomorfismo s f es biyectiva.

4) F esendomorfismos Vi =V

5) F esautomorfismo si es simultaneamente isomorfismo y endomorfismo.

PROP Sea V un K-espacio vectorial y NI V un subespacio vectorial. Existe entonces
un K-espacio vectorial, W, y una aplicacion lineal q:V ® W tal que Ker g = N.

Dem.
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Vamos a redlizar la demostracion en dos pasos; primero construiremos W y después
g.
1) Construccion de W.

Por ser N subespacio vectorial deV P (N, +) es un subgrupo de (N, +) y como es
conmutativalbP N esun divisor normal de V.

Vamos a considerar e conjunto cociente V/N, siendo sus elementos clases de
equivalencias de V respecto de larelacion R definida por

"v,wiVv VRVU V-Vl N
La suma de clases estaria definida por
v]+[v]=[v+v]
siendo (V/N, +) grupo conmutativo
Definimos la operacion externa
1T K 1V =]1l W]

y esta bien definidayaques [V]=[v]p v- vl Nb I V- V) Na ser subespacio
b I1v-1V] Np [1v]=[1v].

La operacion externa que acabamos de definir verifica las propiedades
Pseudoasociativas, distributivas (de la suma respecto del producto por escalares y
viceversa) y existencia de elemento unidad. Su demostracion es inmediata y no la
hacemos.

Por tanto, e conjunto (V/N, +, - k) es un K-espacio vectorial. Tomaremos W = V/N.

2) Construccion de g.

Definimosq: V ® V/N como q(v)=[v] " ¥l V.Asi definida, q es una aplicacién
lineal:

oo +9)=[7 +9]=[7]+ 7] =ale)+ol¥) " 951 v

O
=
<
S—
I
<i
I
<
I
B
<
S—
A
<i
-_)
<

Esclaro que Kerqg=N
vi KerqU ¢(v)=60 [v]=[6]0 v-0of NO vi N
DEF El espacio vectoria V/N recibe e nombre de Espacio Vectoria Cociente de V

por N.
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DEF Laaplicacion g:V ® V/N recibe e nombre de Proyeccion Natural del espacio
vectorial V sobre V/N.

N = [& . . V/ .
OBS S N={o}pP gesinyectivay %0}@/

4. TEOREMASDE ISOMORFIA.

Teorema: 1*" Teorema de | somorfia.

Sean V y W K-espacios vectorides y f: V. ® W aplicacion lineal. Entonces existe
un anico isomorfismo de espacios vectoriales F:%erf ® Im(f) tal que f = ?oq,

sendo q:V ® V/Kerf la proyecciéon natura de V en V/Kerf. Brevemente escribimos
\Y
Aerf @m(f)

Dem.

Construyamos laaplicacion f y comprobemos que esisomorfismo y Unica.

Definimos f /( ¢ ® Im(f) con f([v])= " [o]i /( .
. f estabien definida

s [v]=[v]p v- Vi Kerf b f(v-V)=0b f(V)- f(V)=0P
P )= f(v)p f(v)=f(v]
. T eslined.

Senl il Ky [P V1T Vg o

f(1[v]+niv]) = £ v +m]) =

- f es suprayectiva.

+ 1) = 1£(0)+ nh(v) = 1« (9]) + i [v)

<

Sea Wl Im(f)p $vi V/w=f(v b$[v]|/<fta|quef[v] f(v)=w

Luego f :\%(erf ® Im(f) es un isomorfismo, que ademés hace conmutativo el

diagrama

f=1foq
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(Foa)v)= Tlaw) = T(v) = 1(v)

- f esunico.
Supongamos que $F,:\%<erf ® Imf/f= Foq
Entonces (f o q)v)= F(v]) = f(v) = F({¥]) = (T -q)v)

Luego f'=f

OBS SeaV un K-espacio vectorial y U, W subespacios vectoriales de V con Ul W.
Podemos definir una aplicacion j: VU ® V/W de forma natural con

j(v+U)=v+W,vi V.
Ladefinicion es correctapuessi V+U =0+U b v-vi U P
b V+W=v+Wb j (V+U)=j (V+U)

Ademas,j es linealy suprayectiva (epimorfismo) y su nicleo esW/U ya que
Kerfi ={v+U/j (V+U)=0+W}={v+U/v+W=0+W}={v+U/vi W}=W/U

COROLARIO 2°Teorema de lsomorfia.
Sea V un K-espacio vectoria y U, W subespacios de V con Ul W. Dada

j 2% ® % lineal, existe un Unico isomorfismo F:W%/)® % tal que
U
j = f~oq donde q es la proyeccion natural de V/W en (VU/)(
)
K

Dem.

La demostracion es inmediata aplicando el 1% teorema de isomorfia y teniendo en
cuentaque Kerj =W/U.

Teorema. 3*' Teorema de I somorfia.

Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios de V. Entonces los espacios

U+V W i
/J y /J cw son isomorfos.

Dem.

Consideremos |a proyeccion g:V ® V/U con g(v) = [v],ges lineal.
Si lo restringimos a W obtenemos la aplicacion lineal
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qwwe VY, aule) =[] 91 w
1) Comprobemos que Im(g/w) =Y +V%
s [v]1 1m(g/w) O [v] =g/w(W)=[#]conwi WO v-w=al U b
P v=d+weondl Uywl W0 viU+w0 [v]i U+W/

2) Comprobemos que Ker(q/w)=U GW

- 9 vl Ker(g/w)p %q/w(V):[G]p

b vi UCWP Ker(g/w)i UCW

S 91 UCWP qw(i)=q(e) =[] ycomovi U b [v]=[d]p
b V1 Ker(g/w)p UCWI Ker(g/w)

Luego Ker(/w)=U CW

Aplicando & 1% teorema de isomorfia a la aplicacion qg/w obtenemos
W - W +W
Aer(q/w) @migyw) dUeresultaser /J CW @ /6

5. BASES. DIMENSION.

5.1. Combinaciones lineales.

DEF SeaV un K-espacio vectoria y {V, /i :1,....,n} vectoresde V. Diremos que V1 V
Es combinacion lineal de los vectores {v. /i:1...,n} s existen {I /i:1..,n} escalares
del cuerpo K, tales que Vv :én‘ |, », . Los | reciben el nombre de coeficientes de la
combinacion Lineal. -

PROP El vector nulo es Combinacién lineal de cualquier conjunto de vectores.

Dem.

Sea {v,v,,..,v,} un conjunto del K-espacio vectorid V. Basta tomar los

n

. __d
coeficientes todos cero paraque 6 =gQ 0%, .
i=1
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PROP 1) Un vector cualquiera es combinacion lineal de s mismo. 2) Un vector
pertenece a un conjunto es Combinacion linea de dicho conjunto.

Dem.

1) V=1 b V escombinacion lined de {v}
2) Sea {v,,Y,,...,V,} un conjunto.

o8t & ..
V=a ox, +1x, + g 0%, 1:1,..,n
j=1 =i+l

=

Luego V. es Combinacion lineal de {v,.,...,v,}

PROP Si un vector W es Combinacion Lineal del conjunto {v;.,...,V,} y cada uno de los
Vi es combinacion lineal del conjunto {G;.,..., .}, entonces W es combinacion lineal de

{G....q.}

Dem.

i=1 =1

& . 4 & 0 g J& g (o
Entonces w=g | v, =a |l *%a mu=a al,"mu, =a c¢a |,m4,
i=1 i=1 j=1 @ =1 j=1 j=1 €i=1 (4]

PROP Sea V un K-espacio vectorial y A un subconjunto no vacio de V. El subespacio
engendrado por A, [A], es @ conjunto de todos los vectores V que se pueden escribir
como combinacion lineal de los vectores de A.

Dem.

Definimos S=(vi V/$(l,), ,1 Kconv=§ I, g

Hemos de comprobar que S = [A], paralo cual hay que verificar tres condiciones.

Sesun subespacio deV.
Sean G,V] SP U=§ I,V yv=§ nv,

N
LY
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u+v=4 19 +8mi =3 (1, +myi S yaque(l +m)i K",
i=1 i=1 i=1

lau=lxqI1v=3( A NTS yaquel 4,1 K",
i=1

=1

Entonces S es subespacio vectoria de V.
- Al S

Por una proposicion anterior, todo vector de un conjunto, se puede escribir como
combinacion lineal de dicho conjunto.

- S es el més pequerio que lo verifica
Sea S’ un subespacio vectorial deV tal que Al S'.

Svi Ayl,TKpP 1,1 S,

Entonces § I,V 1 Sp S1 S

i=1
OBS El conjunto A={V,,....,V,} esun sistema de generadores de S.

5.2. Dependencia e | ndependencia Lineal.

DEF SeaV un K-espacio vectorial. El conjunto {G,.....,0,} de vectores de V diremos

que es Linealmente Independiente si larelacion § 1,0, =6 se verifica solamente para
i=1
I = O n

DEF El conjunto {G,,....0,} es Linealmente Dependiente cuando no es Linealmente
Independiente.

OBS Es lo mismo decir que {G,,....0,} es un conjunto Linealmente independiente y
que los vectores {G;,....,u,} son linealmente independientes.

OBS Si un conjunto de vectores es Lineamente independiente, €l vector 0 se expresa
de forma Unica como combinacién lineal de los mismos. En caso de que € vector nulo
no se exprese de forma Unica es cuando decimos que e conjunto es linealmente
dependiente.

PROP SeaV un K-espacio vectorial. Se verifica:

1) {6} esun conjunto linealmente dependiente.
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2) {t} con G 6 esun conjunto linealmente independiente.

Dem.

1) 16=0 es una combinacion lineal del 6 con escalar no nulo b {6} es
Linealmente Dependiente.

2) Una combinacion lineal de {0} es Gy li=od I=0yaque G* ob {d} es
Linealmente Independiente.

PROP Sea V un K-espacio vectorial. Se verifica

1) Todo subconjunto de un conjunto Lineamente independiente es linealmente
independiente.

2) Un conjunto que contenga un subconjunto linealmente dependiente es
linealmente dependiente.

Dem.
Inmediata.

COROLARIO SeaV un K-espacio vectorial. Se verifica
1) Todo vector de un conjunto linealmente independiente es no nulo.
2) Si un conjunto contiene al vector 0 es linealmente dependiente.
Dem.
Inmediata.

PROP Sea V' un K-espacio vectorial. El conjunto {G,,...,0,} es linealmente dependiente

e Uy

s y sblo s @ menos uno de ellos es combinacion lineal del resto.

Dem.

“b” S {G,..,0,}sonL.D.b $l,..,1,1 Knotodosnulostal que § 1,0, =6

i=1
Sealjtocon i {L..nfP $I'T K

1@ 16 =1750p & (71,)6 =6p u,+a(71,) =6p u =-3

i=l i=1

“U”  Supongamos que Y es combinacion linea del resto.
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3 .x b S tomamos |j = -1 podemos escribir

|,06, =6 y no todos los escalares son nulos b {G; ..., 0, } sonL. D.

Qo

i=1

PROP Sea V un K-espacio vectorial. Si un vector es combinacion lineal de un conjunto
{G,,...0,} de vectores linealmente independientes entonces dicha combinacién lineal es

Unica.

Dem.

Sea Gl V unvectortal que = 1,0, con I, 1T K" .
i=l

—

Supongamos que $m,...,mT K tal que G = é N,
i=1

— []

o _nl . _9 | .
o=u-u=gly- rTiUi—a(i'nﬂ)Ui
i=1 1 i=1

o,

Como {u,....,u} sonL.I.P Ii-m=0 "ibP Ij=m";

Por tanto, laC. L. es Unica.

PROP Si e conjunto {u,.....,u,} es linealmente dependiente y es un sistema generador

para e K-espacio vectoria V, entonces existe un vector yl {ug,....,u} tal que el
conjunto {uy,..., Y-1, U+1,..., h} Sigue siendo un sistema generador de V.

Dem.

p—

L1

Vamos a comprobar que {ul,....,uj_l,uj+1,...,un} es Sist. Generador de V.

"Gl Vo $mi K "i:l..,n/G=§ nu, yague {u,,...u,} esS. GdeV.
i=1

Entonces "di V 0 esC. L. de {Uyw Uy ;U Uy} lUEgo es un sistema de

generadores de V.
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PROPSea V un K-espacio vectoria, L ={d,,...,0,} un conjunto lineamente
independiente y ViV ta que Vi L sendo LE{V} un conjunto linealmente
dependiente. Entonces V1 [L].

Dem.

n

o) _ . . T _
Sea g |, +1 V=0 unacombinacion lineal del vector .

i=1

Como LE{v} esL.D.P $I T K conj:0,...., n no nulo.

- S 1,=0PpP Esescalar no nulo tendriaque ser | j conj 1,...., n pero eso entraen
contradiccién con que L esL. I.

- Luegol o1 0P $I'T K y por tanto

V:é(-IjXIi)UiT[L]

i=1

5.3. Basesy Dimensiones.

DEF Seaun conjunto B ={dj,.....,0,} de vectores del K-espacio vectoria V. Diremos

gue B es una Base de V s B es un conjunto Linealmente Independiente y Sistema
Generador de V.

OBS S ViV e v=g]I,i con {d,..,0,} basedeV, laexpresion es tnicay |
i=1

recibe el nombre de componente i-ésima del vector Vv enlabase {u,,....,u,}.

DEF Diremos que e K-espacio vectoria V es finitamente generado s existe
{g,......, G} un conjunto finito sistema generador de V.

PROP Sea V un K-espacio vectorial, S un conjunto finito sistema generador de V' 'y
LI S un subconjunto linealmente independiente. Entonces una base B tal que LI Bl S.

Dem.

Vamos a considerar & conjunto de conjuntos C(G)={G/L1 Gi SyGesL.l}
Este conjunto es no vacio ya que, al menos, A pertenece a él.

Sea Bl C(G) un conjunto tal que Card (B) 3 Card (G) " GI C(G)

- BesL.l.yaqueBl C(G)

- S Cad(B)=Cad (S P B=SyBesS G.deV.
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SupongamosB * S. Sea Vi S—B. b BE{V} esL.D. b Por una proposicion
anterior v1 [B].

A . _ 0 . o L o _ o o £, _.9
ulvpiu=glii=glu+ g llid=alu+a |l xgamu:=
ils Gl B Gl s-B gl B isB u;l B o
_o n
—aliui+a§almm A&+ &1maqi 8]
il B Gl B S- B GiB i S B [4]

EntoncesB esS. G. de V.
SBesL.l.yS G.deV b BeshasedeV.

COROLARIO Todo K-espacio vectoria V finitamente generado y no nulo (V * {o})
posee una base.

Dem.

Como V es finitamente generado, sea S un conjunto finito de generadores de V.
Como V ={o} b $GT V /G 6.Sea L ={d} queesL.I.

Aplicando la proposicion anterior, existe B base tal que LI Bl S,
COROLARIO Sea V un K-espacio vectoria finitamente generado y N un
subconjunto finito linealmente independiente de V. Entonces existe un subconjunto
finito N" deV tal que NEN" es base de E.

Dem.

Como V es finitamente generado, sea S un conjunto S. G. de V. Aplicando la
proposicién anterior tomando S= SEN y L = N entonces $B base tal que NI Bl SEN

Bastatomar N” = B — N para demostrar |o pretendido.
OBS Podemos deducir que este corolario que dado un conjunto de vectores
linealmente independientes de un K-espacio vectorial V finitamente generado, siempre

se puede extender ese conjunto a una base, afiadiendole vectores adecuados.

Veamos ahora que relacion existe entre dos conjuntos que sean base de un mismo
K-espacio vectorid V.
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TEOREMA TeoremadelaBase.

Todas las bases de un mismo K-espacio vectorial finitamente generado tienen €
mismo nimero de elementos.

Dem.

SeanBy B doshasesdeV.S Cad(B)=n y Cad(B") = m hemos de
comprobar que n=m.

—

"v1B v.=3l,0 porser B={d,..,0} basedeV.

Sea e conjunto BE{v} queesS G.yaqueB esS G.y L. D.yaque V, es
combinacién linea de B.

Podemos extraer unabase B :{\71,01, ..... ,Up} conp<ny 1+p£n
Repitiendo e proceso, el conjunto B E{V,} esS.G.yL.I.
Podemos extraer unabase B, ={V,,V,,0,,....,0.} S<py 2+s£n.

Reiterando el proceso m veces encontramos una base

Bm:{\7l,v2 v, ul,...ur} conmEm+rEn b mEn

yreeny Vi

S redizamos & mismo razonamiento, pero invirtiendo los papeles de B y B’
llegamos, después de n pasos, a una base

B, ={t,,...,.4,,V,,...V} conn£n+t£ b nfm

n

Luegon=m.

DEF Llamamos dimensién de un K-espacio vectorial finitamente generado al nimero
de vectores de una cualquiera de sus bases. Se representa por dim V.

COROLARIO SV esun K-espacio vectorial de dimensién ny B es un conjunto de
vectores linealmente independientes tal que Card (B) = n, entonces B esbase de V.

Dem.

Por un corolario previo, existe B finito tal que BEB” esbase de V.

Entonces Card (BEB") = n
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YcomoCad(B)=n b B! @ yBesbasedeV.

COROLARIO SV esun K-espacio vectoria de dimension finitay K es un conjunto
de vectores linealmente independientes, entonces Card (L) £ dim V.

Dem.
Supongamos que Card (L) >dimV b $L'1 L formado por dim V vectoresy L. I.
Por €l corolario anterior L es base.

Seavi L—L b vesC.L. delosvectoresdeL” b

P L'E{v} esL.D.ycomoL'E{v}i b L esL.D.
lo que es una contradiccion con la hipétesis.

Luego lasuposicion esfalsay Card (L) £ dim V.

5.4. Basesy Aplicaciones Lineales.

PROP Sean V; y V., K-espacios vectoriales de dimension finita, B ={d,,....,0,} una
basedeV1y B, ={V,,...,V,} un conjunto de vectores que V. Entonces existe una tnica
aplicacion linedl f: Vi ® V,td que (G )=V, "i=1..n verficandose que f es un

isomorfismo sl y solo s B, esbase de V.

Dem.
- Existenciadef.
Sabemosque "al V, =g 1,G con I, 1K ",

i=1

Definimos f (0) = én_ Y

i
i=1

- f eslinea

i=1 i=1
Fu+v)= 88 (1, +m)a 2= 4 (1, +m =& 1,9, +& nw, = £(d)+ £ ()
ei=1 g i i=1 i=1
f1oa)= R 04 )a2=4117=1 419 =1(0)
€i=1 g ia i=1



- Podemos afirmar que f (G )=v, ",
- Unicidad def.
Seag: Vi ® V, lined ta que g(G)=v, "
Dado =g | G

i=1

Por tantog = f.

V eamos ahora la segunda parte.

Esfacil comprobar que; * Si quieres compruébal o*

1) f inyectivaU By esL. .

2) f suprayectivaU B, esS. G.

Por tanto, se deduce que f es biyectivaU B, es base de V.
COROLARIO Sean V;y V> K-espacios vectoriaes de dimension finita

V, @, U dmV, =dmV,
Dem.

“p” Sea f:V1® Vyisomorfismoy B ={Q,,....,G,} basede V.
Por e teoremaanterior B, ={f(d,),..., f (0, )} esbase de V..
Esclaro que Card (B1) = Card (Bz) P dim Vi =dim Va.
“U” Sea B ={...0}y B,={V,..,V,} basesde Vi y V. respectivamente. El

teorema anterior nos dice que la unica aplicacion lined f: Vi ® V, td que
f(@)=v, ",:1...,n tieneque ser isomorfismo. Entonces V1 y V, son isomorfos.

5.5. Dimensién de Subespacios y Espacios Cociente.

PROP Sea V un K-espacio vectorial, B base de V, W el subespacio vectorial
engendrado por un subconjunto B” de B con B” 1 B. Entonces € conjunto B — B” es
base de V/W.
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Dem.

Sea B ={d,,....,0,} v, por gemplo, B'={Q,,...,0,} cons<n.
Por hipotesis W =[B] y B- B={i,,,....0,}

- Comprobemos que B —B” es S. G. de V/W.

Sea[v] 1 V/W. ComoB esbasedeV b v=3 1,4
i=1
Portanto [W]= 4 1, fu]= § 1 [a]
i=1 i=S+1
yaque [Ui]:[()] " :1..,Sporque GTW ", :1..,S

- B-B esL.|I.

sea 41,[a]=[o]p 101w

i=S+L i=S+1
, - . - S
ComoB eshasedeW g l,G=gluabP glt-glti=>0
i=S+1 i=1 i=1
Por ser B basede V, en particular sonL.I.P |{=0"i:1,.....,n
Entoncesl ;=0 " i: S+1,....nyB—-B sonL.|I.
Por tanto B —B” es base de V/W.

PROP Sea V un K-espacio vectorial de dimension finitay W un subespacio vectorial
de V. Severificalarelacion

dmV = dmWw +dimV/W

Dem.

s w={o}p \%a}@’ y dimW:O,dim%:di
s w=ve VY @ol y dmV(, =0dmV =dmw

En caso contrario, sea {G;,..., 0} base de W y se puede extender a {d,,...,0,,...,, }
basede V.

Por |a proposicién anterior {u,,,....,u,} esbasedeV/Wy
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dm-V=ndmW=S dmV/W=n-S
verificandose la igualdad
dmV =dmW + dim V/W

COROLARIO Si U; y W son subespacios de un K-espacio vectoria V, se satisface
la igualdad

dim (Ul + Uz) +dim (U1CU2) =dimU; + dimU,
Dem.

Por & 3* teorema de isomorfia:

U @
Ul@U Uu,cu,

y podemos afirmar que dimUl +U%l = dimUzUl cu,

Aplicando la proposicion anterior obtenemos
dm(U, +U,)- dmU, =dmU, - dm{U, CU,)
delo cual se deduce laigualdad a comprobar.

OBS Silasumaesdirectap dim (U A Uy) =dim Uy +dim U,

6. ESPACIOSVECTORIALES COMPLEMENTARIOS.

DEF SeaV un K-espacio vectorial y W un subespacio vectorial de V. Diremos que U
€s un subespacio vectorial complementariodeW s V = WA U.

PROP Sea V un K-espacio vectorial de dimension finita. Todo subespacio W de V
admite complementario.

Dem.

Denotemos por U el complementario de W.
sw={e}p U=V

sw=vp U ={c}

Supongamos que W es un subespacio ho trivial.

Sea B una base de W (W es una dimension finitaa serlo V).
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$B” subconjunto de % £ g esbasedeV.

VeamosqueU =[B’]

]
—)
<
i)
1
QJo

|, 5+, 9P V=W+U
Vi B’

13

1 B

<

- dm(WGCU)=dmW +dmuU - dm(W +U)=0p WU ={o}

27127



