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TEMA 53

RELACIONES METRICAS: PERPENDICULARIDAD, DISTANCIAS, ANGULOS,
AREAS, VOLUMENES, ETC...

1. INTRODUCCION.

Para poder desarrollar este tema, vamos a exponer iniciamente la teoria necesaria.
Recordaremos e Producto Escalar, Vectoria y Mixto.

1.1.Producto Escalar.

DEF SeaV un espacio vectoria real.

., WV® R .
Se llama producto escalar V todaaplicacion: ,_ \  _ _ que verifica
(G,v)® av

1.uog>0 § w0

2. Uv =v-u
3. G{V+W) =0V +0W " O,V WV
4. i{av)=a(uv) "al R

DEF Llamaremos producto escalar de U yVv a nimero rea uwv (laimagen de par
(G,v) por laaplicacion).

Como consecuencia directa de las axiones se tiene:
PROP Se verifican las siguientes igual dades.

1) (G +V)W=0-W+Vw

Dem.

Inmediatas a partir de los axiomas.

Abreviadamente, un producto escalar es una forma bilineal, simétrica y definida
positivaenV.
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1.2.Norma de un Vector.

DEF Definido un producto escalar en V, se llama norma de un vector u a ndmero

real 0] = /i .

(Tienesentidopues G030  "ul V).
TEOREMA

" 0,v1 V severifica [Gv|£ |d{|v]

Dem.

B (@v)*- " " £ 0p |(av) £ ]al
1.3.Angulos.
S Uy V sonno nulos setiene

99 o0 g e OV gy

i o

DEF Definimos entonces el coseno del angulo formado por dos vectores como

cos(U : \7) = 4
[al{v]
y de agqui

G =|dl{v]-cos(d, v)

1.4.0Ortogonalidad.

En virtud de la definicion anterior parece l6gico definir la ortogonalidad de en
funcién del valor de la expresion anterior

DEF Diremos que losvectores Gy Vv son Ortogonales s cos(U,V) =0.
PROP 0,V ortogondes U Gv =0
Dem.

Inmediata.
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1.5.Particularizacion del Producto Escalar a Vs.

S B={0,0,,0,} esunabase Vs, entonces

El producto escalar queda conocido cuando se conoce los valores de los 9 productos
escalares U;-U; (en realidad solo 6 por simetria).

El producto escalar de G y V es sumamente sencillo si la base {u,,u,,u,} estd
formada por vectores ortogonales dos a dos y unitarios (de norma 1) pues entonces

UV = X X% XX, +X X

Una base con las caracteristicas anteriores se dice que es ortogonal, y en dicha base
setiene

Jd] = ¢+ +
XXy HXo %) XX

cos(d,v) = T T oo
1

OBS Laparticularizacion a V2 es andloga

1.6.Producto Vectorial de dos Vectores de Vs.

DEF Sea B={i,0,,u,} una base ortogonal de V4. Llamaremos Producto Vectorial

X X%
X %

de u=(x,x%,,x%) y V=(x",x",x ) a vector UXV:%TZ’ XXjH:j )):11‘ 9

B.
PROP Se verifica
1) [ x¥] =|[dl{v)(sen(d, v)

2) (Gxv)d=0 (Gxv)v=0
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3) S U,V son linealmente independientes, entonces U, V,U xV determinan una base
deVs,ys det(d,a,,0,)>0, tambiénes det(d,v,axv)>0.

Dem.
2
X X
XX

2
+

X, X[
X %

XX
XX

foxif= ) ¥ - -

2—

= (%7 %%, )+ (%= %) + (%%, X,%)
= XXy XX F XX E XX B XX, E XK P 2% XXy Xy = 2K X Xy X - 2%, X,
Sumando y restando  xZx,*+X2X, 2 +x2x,"? setiene

(62 + X2 + X2 [, 2%, 24,72 )+ (X2 24X, 245 2= 25X, Xy - 2%% X, % 2%, %, )

= (3¢ + 32 + 2 )1 24524577 - (3 300, 3 ) =

v e e & @GV 00
= el {iv]” - (av)? =|IUI|21IVI|2'81' a5 =
e 9 g
o Jaxvf’ =[aff o sen?(uv)
« XX X
o s ol ol 2
' X %X
y XXX
(axv)-v:xl'xj, Xxj+x2‘xxj fﬂg‘:: :22‘:)(1 X, X%|=0
' X% %
a ser determinantes con dos filas iguales.
X X, X
3 det(d,v,uxv)=| x’ X, x, |det(d,d,,d,)=
X, Xs‘ ‘Xs x| % x
XXX X)X
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24
“det(d,, ,,U,) P
P

Xg %
X, X/

X X
X" %

2
+ +

signo det(t,V,0xV)= signo det(d,,,d,)
L as dos primeras propiedades probadas tienen €l siguiente significado:

1) |axv]|=|ajjv|{sena|, que es el &rea del paralelogramo determinando por 2
representaciones con origen comun de 4,V .

2) El producto vectorial de U y v es un vector ortogond alaveza uy v.

1.7.Producto Mixto.

DEF Dados los vectores X, Y, 2, definimos su producto mixto como € nimero rea
[%y.2]=%(yx2)

Si expresamos |os tres vectores mediante sus coordenadas en una determinada base,
podemos escribir su producto mixto como:

(xl,xz,xs)_lu
(y1 Yas ys)),/ P )?-(S?XZ) =X

(z2.2) b

Y ¥
L 4

y3 yl
5L 4

Vi Yo
AN A

+ X +

2

X
y
z

X % X
=y, Y, Ys|=det(%y,2)
z 7, z

Interpretacion geométrica.

El producto mixto es

{yx2) =|"{y x 2| cos(x, ¥ x2) =|y xZ{-cos(%, y x2)
donde
|yx 2| Esel &readel paralelogramo definido por ambos vectores

y

|x|cos(x, yx2z)  Eslaproyeccién dex sobre la direccién normal a plano determinado
por los otros dos vectores.

Luego [[%, ¥, 2] = Volumen del paralelepipedo de aristas concurrentes X, y, z
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2. ANGULOS.

2.1.Angulo de dos Rectas.

El producto escalar definido en V5 (0 V) permite e estudio del angulo que forman
dos rectas en el espacio afin (0 € plano afin).

DEF Sean ry sdos rectas de vectores directores U y V respectivamente. Llamamos
angulo der y s a menor de los &ngulos que determinan los vectores Gy V.

Lamedidadel angulo der y s es e nimero rea que verifica:

cosj = |U—\7
g
ogjggé

OBS Definimos asi € angulo de dos rectas aln en el caso de que éstas se crucen.
Si e sistema de referencia es ortogonal y las dos rectas | as expresamos como

rOX'X1=Y'y1=Z'21 SOX'X2=Y'y2=Z'Zz

a b c a b (of

entonces
|aa’+bb’+cc’|

cos(r, S) = «/az Th? 4O -«/a'z b 2+c2

2.2.Angulos de dos Planos.

Seanpy p’ dosplanos, y fi,A" sus vectores normales. Sabemos que e angulo que

forman los dos planos es igual a angulo que forman dos rectas normales de direcciones
nyn.

DEF Seanpy p’ planos de vectores normales ny n" respectivamente. Llamamos
angulodep y p’ a menor angulo queforman Ay [ .

Su medida serd € nUmero rea j que verificalas dos condiciones siguientes:

1. cosj = |ﬁ'ﬁ,|
| fig il
2.05]596
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Si los planos vienen dados por sus ecuaciones generales, con vectores normales:
p°Ax+By+Cz+D=0 n=(AB,C)

p'° Ax+By+Cz+D=0 n=(A,B,C)

luego cos(p,p’)= AR+BB+CC
™ P TN rpieci AR

2.3.Angulo de Recta y Plano.

Seap un plano y r unarecta (no perpendicular). Sabemos que el &ngulode p y r es
el formado por r y su proyeccion ortogonal, r’, sobre p. Pero dicho angulo es €
complementario del formado por U, vector director de larecta, y i, vector norma a
plano.

Asi pues, definiremos a = B(r,p) como & menor de los &ngulos que forman U y
.

Su medida serd € nimero real que verifica:

IR 'y
1. COS(% - a) =Ssena = "U”-”ﬁ"
2.0£a£%
GroX XY Vi Z7h o aiBy+CzeD=0

|Aa+ Bb +Cd|
NA? +B2+C2+/a +b? +c?

entre sen(r,p)=sena =

3. PARALELISMO.

3.1.Paralelismo de Rectas.

DEF Diremos que las rectas r y s son paraelas s € angulo que determinan verifica
que Cos(r,s)=1.

PROP Lasrectasry sson paralelas P UGy v son L. D. sendo ambos vectores los
vectores directores de las rectas.

Dem.

r,s paraldas U codr,s)=10 (aa+bbi+cc)® = (a% + b + 2 (a2 +o2+¢?)
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2aa’bb’ +2ad cc +2bb’cc’= a%b ?+a’c 2 +b%a 2 +b*c 2 +b*c? +c%a ?+c?h?

a_b
ay-ba=0y a b
b (ab-ba’)’ + (acac)’ + (bc-bc)*=0 b ac-ac =O§, %zg cqd
bc-bc=0p b _c
b ¢

3.2.Paraledlismo de Recta y Plano.

DEF Diremos que larectary e plano p son paralelos si € angulo que determinan
verificaque Sena=0.

4. PERPENDICULARIDAD.

4.1.Perpendicularidad de Rectas.

DEF Lasrectasry sson perpendicularess ux =0
PROP Las rectas r y s son perpendiculares s aa'+bb'+cc'=0, siendo (ab,c) las
coordenadas que determinan el vector director de larectar y @,b’,c’) las del vector
director de larectas.

Dem.

ry sson perpendiculares U cosj =0U aa'+bb+cc=0

4.2 Perpendicularidad de Recta y Plano.

PROP ry p son perpendicularessi U y n son Linealmente Dependientes.

- = 7 - - - % b Cb 0
OBS LaProposicion anterior significaque ranggA B Ch Z E é
2

4.3.Perpendicularidad de Planos.

DEF Losplanospyp’ son perpendiculares si verifican Cog =0.

PROP Los planos p y p’ son perpendiculares s se verifica que AA’+BB’+CC'=0,
siendo (A,B,C) y (A’,B’,C’) las coordenadas de |os vectores normales a cada plano.

5. DISTANCIAS.

DEF SeaA y B dos puntos del espacio afin euclideo E. Se llama distanciade A a B
alanormade vector AB.
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otr)=[e

yA

A B S a es€ vector de posicion A (que

nos da las coordenadas de A en la

b referencia) y b € vector de posicién de

B, setiene:
y —
d(AB)=|p- 4

X

Asi, si A(x, V1, 2) Y B(% - Y2 - 2) se tendra como expresion de la distancia entre dos
puntos (si € sistema de referencia es ortonormal)

d(A7 B):W/(Xz - Xl)2 + (yz - Y1)2 +(22 - 21)2

PROP Laaplicacion d: B x EE® R verifica:
1) d(A,B)20 y s d(AB)=00 A=B
2) d(A,B)=d(B,A)
3) d(A,B)£d(A C)+d(C,B) " a,B,Cl E,
Dem.

Las dos primeras son inmediatas y la tercera es una consecuencia de la desigualdad
de Cauchy-Swartz.

)= =[5 ]

Conclusion  Asi pues, (Es, d) es un espacio métrico.

5.1.Distancia de un Punto a un Plano.

v, Sea M un plano y P un punto. Se
P(X)% ) define la distancia de P a P como
: min{d(P,P)} donde P' T P

I
i | |
P ' Dicho minimo se alcanza cuando P’
= P’, pie de L perpendicular trazado

por PaP, pues entonces:

|PP|® [PP[{cosal =[PP " PT P
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S U esun vector normal a plano, se tiene que:

[PPr|=[PPjrjcosal =[PP {fr

de donde d P, P ||PP| |PP‘n1

LB

Asi, s P(xo,yo,zo), P°Ax+By+Cz+D=0 setendraque

) 2| Alx- %)+ Bly - o)+ Clz- 2,)| _|Ax, +By, +Cz + D)
| «/A2+BZ+C2 | | \/A2+BZ+C2 |

5.2.Distancia entre Planos.

DEF Seanpyp’ dosplanos. Definimos la distancia entre ellos como

Solo tendra sentido cuando p y p’ sean paralelos, en cuyo caso basta calcular la
distancia de un punto cualquierade p a plano p’. Si no fuesen paralelos la interseccién

no seria vaciay la distancia es cero.

5.3.Distancia de un Punto a una Recta.

DEF Sea r una recta y P un punto. Se llama distancia de P a r a

d(P,r)=min{d(P,P)}} {dondeP1 r}.

Esta claro que st P es un punto cualquieradery a € angulo que determina PP y
G (vector director der) se tendra que |PP] 3 ||PP]||sena| =|PR, Iuego dicho minimo

se alcanza cuando P, es € pie de la perpendicular desde P ar.

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos expresar la distancia de un punto a una

recta como sigue:
PPxi
d(P,r)=|PR| = ||PP||||||u|||Isena| = i H (recordar def. de prod. vectorial)
. P(%,.Y,.2) X-X _Y-VY, _2-2
Asis ro 1= 1=
Plxyez) ' a b c
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\/ b c [ ‘ c a [ ‘ a b [
+ +
- - = _X - =
apr)= Yo a-al faa xox] fkox v-v
\/a2+b2+02
5.4.Distancia entre Rectas.
id(AB), Al ri
DEF Dadasdosrectast, s definimos d(r,s):mini (A )BT Sg
|

Sblo tendré interés cuando r y s sean paraelas y cuando se crucen.

En e caso de que sean paralelas se reduce a calcular la distancia de un punto
cuaquierade unade ellasalaotrarecta. Y esa situacion ya la hemos visto.

En e caso de gque se crucen, la distancia entre | as rectas es también la distancia entre
el plano paralelo as que contiener y e plano paraelo ar que contiene s.

A -/
7 ' a d(r,s)=d(a, b)=

Zl
vs]
=)

o}

/o A

donde n es un vector normal a ambos

! / planos y por tanto normal a U ya V.
/ Podemostomar A =0XxV.

B 7] [agav]_ det(/4B,,v)

S T RN T R T

cuando r °© = s° X_,X1=y_,yl=z_,zi
a b c a b C
X=X Vi-Y 4-12,
a b C
a b C )
d(r,s)= - - - (referencia ortogonal )
b ¢ c a a b
+ +
b c| | d a b
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6. AREAS.

Aun cuando € producto vectorial no nos resuelve € problema general del area, s
puede ayudarnos a calcular determinadas areas como las del paralelogramo y triangulo y
cualquier otra figura geométrica que se pueda reducir a éstas.

6.1.Area del Paralelogramo.

D C Sea ABDC un paralelogramo. Sabemos que
su area es € producto de su base por su atura y

h tomemos como base = ‘A—B‘ y como dtura

p;
_./'QJ

A 5 h= Hﬁu{sena| donde a =ang (NB A_C')

Por la definicién de producto vectorial
A=|ABxAd]

6.2.Area de Triangulo.

Dado untridngulo  ABC, su area eslamitad de ladel paralelogramo ABCD.
11— —
Luego A:EHABXACH

7. VOLUMENES.

7.1.VVolumen del paraleepipedo.

g /7'
nA D //’ J/ /,/ / Consi deremos eI_ paral el epipedo
TTTTTTTTT / determinado por 3 aristas concurrentes
! / ! . —_— — —
/ / / enun veértice AB, AC,AD.
h h // // //
/ i / o
C Az Admitimos que su volumen es @
',f/’/ &rea de la base por la dtura.
A B

Abese =B XA

Laaturah esladistanciade D a plano ABCy dadoque n = ABXAC es un vector
normal adicho plano.

_[AD{ABxAC]

h=d(D, plano ABC) = de donde

78]
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‘AD (a8 xA—CJ

ABx AC] = [AD, A8, AC) = tet(AB, Ac, D)

=

7.2.\VVolumen de un Tetraedro.

El tetraedro ABCD es una piramide

V = Abasexh
3
HABXACH
Abase =+———
AD/{ABXAC)
h=d(D, plano ABC) = ExA—cH

de donde, triviamente V :%‘det(A— B, AC, A—}
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