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TEMA 32

APLICACION DEL _ESTUDIO DE FUNCIONES A LA INTERPRETACION Y
RESOLUCION DE PROBLEMAS DE LA ECONOMIA, LAS CIENCIAS
SOCIALESY LA NATURALEZA.

1. INTRODUCCION.

Las materias que vamos a ver en este tema podriamos situarlas en lo que Ilamamos
matematicas aplicadas. Aparecen en otras ciencias y han sido las verdaderas impulsoras,
a lo largo de la historia, de las matematicas. Si recordamos, la matematica ha
evolucionado a velocidad de vértigo en estos Ultimos 500 afios. Y entre los que mas han
contribuido nos encontramos con fisicos, astronomos, economistas, etc. Estudiando
comportamientos que se producian en la naturaleza se daban cuenta que era necesario
inventar o desarrollar herramientas mateméticas que, 0 no existian o estaban poco
evolucionadas.

Durante la segunda mitad del siglo XX, nuevas técnicas han sido introducidas a fin
de tratar problemas sociales, industriales, cientificos y militares. No se ha desarrollado
una nueva teoria, simplemente se han combinado diferentes técnicas particulares.

El concepto de funcion es una de las ideas basicas de las mateméticas. Cas
cualquier estudio que se refiera a la aplicacion de las mateméticas a problemas de la
vida real emplea las funciones.

Podemos decir que e andlisis matemédtico es la parte de las matematicas que se
dedica a estudio de las funciones. Proporciona métodos para la investigacion
cuantitativa de los distintos procesos de cambio, movimiento y dependencia, de una
magnitud (variable) respecto de otra u otras.

Por tanto, € andlisis proporciona a materias tan dispares como la Fisica, la
Tecnologia, la Economia, la Biologia, la Sociologia y muchas mas, métodos para la
resolucion de problemas e incluso la posibilidad de formular sus leyes.

En este tema vamos a ver la aplicacion de las funciones mateméticas a tres campos
del saber: las Ciencias Naturaes, las Ciencias Sociaes y la Economia.

2. LASFUNCIONESEN LASCIENCIASNATURALES.

La historia del andlisis ha estado muy ligada con los avances y necesidades de las
ciencias naturales. Grandes persongjes como Newton, Leibniz, Kepler, y otros hicieron
avanzar la matemética para resolver problemas fisicos. Por tanto, vamos ha realizar un
recorrido por las principales aplicaciones a la Fisica 'y luego veremos aplicaciones a la
Quimicay alaBiologia.

Debido a la gran cantidad de aplicaciones que hay, recomendamos al opositor que
seleccione aquellas que prefiera de entre todas.
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2.1. Aplicaciones a la Fisica.

2.1.1. Sistemasde Referencia.

Para un estudio correcto del movimiento hemos de elegir en primer lugar un siste-
ma _de referencia (generalmente establecido por un sistema de coordenadas) a cual
referir la posiciéon de un punto material mediante unas coordenadas numeéricas. El punto
estara en reposo cuando |as coordenadas respecto a sistema de referencia, no varian con
el tiempo y estara en movimiento cuando al menos una coordenada varia con e tiempo.

2.1.2. Vector de posicién de un Movil.

La Posicion de un punto movil en el espacio queda fijada por e vector de posi-
cion, r trazado desde e origen O de coordenadas hasta la posicion del movil P. Las
componentes del vector T (X, Yy, z) seran las coordenadas del punto moévil en ese instan-
te. EI movil, en su movimiento describe una curva C [lamada trayectoria del punto P,

El movimiento de P queda totalmente especificado y determinado S se conocen
las tres coordenadas del vector como funciones del tiempo:
x=x@) y=yt) z=z(0)
Ilamadas ecuaciones paramétricas del movi-miento. En cada instante t, los valores de x,
Yy, Z corresponden a las coordenadas del punto ocupado por € movil en dicho instante.
Fisi-camente equivale a decir que todo movimien-to puede considerarse descompuesto

en tres movimientos rectilineos sobre |os tres gjes coordenados.
FIG. 1
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De las ecuaciones paramétricas x = x(t), y = y(t), z = z(t) se deduce la ecuacion de la
trayectoria del punto movil con solo eiminar entre ellas la variable independiente t.

El vector de posicion vendra dado por la expresion vectorial:
r=r()=xO7 + )] + 20k
expresion que determina 1 para cualquier instante t y se puede escribir de modo

genérico como: I =1 (t) queeslaecuacion vectorial del movimiento.

Ladistanciarecorrida por el movil es la suma de todas |as longitudes recorridas en
los sucesivos intervalos de tiempo desde € instante inicia (to) d instante fina (t). Esta
distancia constituye la trayectoria definida anteriormente y sobre €ella, e problema cine-
mético consiste en determinar el camino recorrido en funcion del tiempo, es decir:

s= (b)
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2.1.3. Vector velocidad.

Para el estudio del movimiento es necesario conocer la posicion del mévil en cada
instante, que vendra dada por el vector de posicion y la variacion de esta posicion con €
tiempo, que vendra dada por € vector velocidad.

Si un movil se encuentra en un instante dado, en la posicion P (dada por e vector
de posicion 1) y un intervao [ después se encuentra en Q (dada por € vector de
posicion © +Dr') e movil ha sufrido un desplazamiento vectorial Dr y ha recorrido un
intervalo de trayectoria Ds son, por definicion, diferentes y no coincidentes. Sélo en el
caso limite de que € intervalo de tiempo sea infinitesimal, ambos conceptos seran coin-
cidentesen € gréfico y e médulo de Dr coincidiracon Ds.

_ _Dr
Vm =
Dt
gue es un vector de direccion y sentido idéntico a vector desplazamiento Dr, pues el
escalar @ sera siempre positivo. La direccion del vector desplaza-miento y por €lo la

del vector velocidad media es la direccion de la cuerda del arco PQ.
FIG.2

Se define el Vector Velocidad Media v, como el cociente:

o

Andlogamente se define la Velocidad Media en la Trayectoria vy, (magnitud
esca-lar) al cociente de latrayectoriarecorrida en el tiempo empleado:
v =5
Dt
Ambas velocidades medias, una vectorial y otra escalar, no son generamente, de
igual modulo pues |Dr|* Dscomo puede apreciarse en laFig.2.

Si reducimos € intervalo de tiempo @ hasta valores muy pequefios que tiendan a
cero, @ vector velocidad quedara referido a un intervalo infinitamente pequefio, y se
[lamar& Vector velocidad instantdnea o simplemente Vector Velocidad:

. _ . Dr _dr
v=Ilim—=—
oo Dt dt
Andogamente se definird la Velocidad | nstantanea sobre la Trayectoria como:

Teniendo en cuenta la expresion de:
F=x(t)i +y(t)] +2(t)k
el vector velocidad también puede expresarse en un sistema cartesiano mediante la
derivada del vector de posicion:
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dr _ dx(t) " dy(t) i+ dz(t) K
dt dt dt

y la celeridad, o médulo de la velocidad, seré&

que serd una funcion del tiempo, como lo son las componentes dx/dt, dy/dt y dz/dt.

2.1.4. Vector Acderacion.

El movimiento de un punto material, en su forma mas general, tiene en cada punto
de latrayectoria un vector de posicion y un vector velocidad diferentes, o que significa
una variacion de la velocidad tanto en médulo como en direccion y sentido.

En € ingante t la velocidad del
punto movil situado en P es V vy
después de transcurrido un intervalo de
tiempo X, es decir en € ingtante t+ [,
la velocidad del movil, situado en Q es
V+DV. Definimos e Vector
Aceleracién Media a cociente entre la
variacion del vector velocidad y el
intervalo de tiempo transcurrido. ES un
vector que tiene la misma direccién y

sentido que DV : FIG.3

Considerando un intervalo de tiempo infinitamente pequefio, que tienda a cero,
podemos definir el Vector Aceleracion Instantanea o smplemente el Vector Acelera-
cion como € valor en e limite, de larelacién DV/Dt cuando Dt tiende a cero, es decir:

DV _ OV _dasrs_d°r
meo Dt dt  dt&dt g dt?

El vector aceleracion tendra por componentes:

d _ _ 2 N 2 _ 2 -
dv, . Vy.+dv2k:dxi+dyj+d 4%
dt dt dt dt? dt? dt?
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2.1.5. 2LeydeNewton.

La segunda ley de Newton se puede enunciar asi: "Una fuerza externa actuando
sobre una particula le produce una variacion de su cantidad de movimiento o Momento
Lineal” y matematicamente sera:

Si realizamos |a derivada de la expresién anterior, tendremos:

= _dm _ av dv ~
F=—vV+m—=0+m—=ma
t dt dt

El primer término dm/dt es nulo pues la masa de la particula es constante, 1o que
es vaido en € campo de la Mecénica Clasica. Por tanto, la Segunda Ley de Newton,

F =ma se puede expresar mateméticamente como:

S

F=

Q_|Q
—

gue viene a expresar que cuanto mayor sea la fuerza aplicada, mayor serd la variacion
del estado dinamico del sistema caracterizado por el momento lineal.

El Momento Lineal (o Cantidad de Movimiento) de un sistema de particulas es la

suma vectorial de los momentos lineales de cada una de las particulas que constituyen el
sistema:
sendo: p, =mV.  resultard p=a p =amy

y s consideramos que V; =dfr; / dt sustituyendo y desarrollando:

p=gm =0 gmn=

L odt ot '
lo que se expresa diciendo que: EI Momento Lineal de un sistema de particulas es igual
al producto de la masa total del sistema por la velocidad de su centro de masa, 1o que
[lamaremos Momento Lineal del Centro de Masa.

2.1.6. Momento Angular

El Momento Angular (o0 Momento Cinético) para una particula se define como €
Momento de su Momento Lineal, o sea:

CL=rUp=r Umv

Para un sistema de particulas, € Momento Angular sera la suma vectorial de los
momentos angulares de sus particulas componentes:
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—

L=aL=arfUp=arumy (15

La variacion del Momento Angular del sistema se obtiene derivando la expresion
anterior:

d. _d o . o ol .0, o & d(m-_’-)O
— = umv )= —Umv + - U L=
:é[qi Um|\7i]+g°189r“, Um il 9:0 3 (F, Umi ):é (r. Ulfl):é Mi =M
e %]
. dl _ -
Resultando finalmente que: m =M

El primer término de la derivada es cero porque se trata de dos vectores paralelos,
con producto vectoria nulo. El segundo término es la suma de los momentos que actlian
sobre cada particula, es decir, e Momento de Fuerza resultante.

En este Momento de Fuerza, se incluyen las fuerzas internas 'y externas, es decir:
M :é. Mi :é. (Fu Ulfi):é. (FI U(ﬁEi +|Eli)):é (F. Ulei)-l_é. (ﬁ Ulfn)

pero e término correspondiente a las fuerzas internas es nulo, de forma que podemos
decir que son las fuerzas externas las Unicas que producen variacion del Momento
Angular del sistema.

2.1.7. Trabajo.

Considerando € caso en que una fuerza no constante actUa durante un determinado
trayecto sobre un cuerpo produciéndole un desplazamiento se define el trabajo realizado
por dicha fuerza sobre e cuerpo como la circulacion de la fuerza a lo largo del
desplazamiento. La circulaciéon es la integral lineal del producto escalar del vector
Fuerza por e vector desplazamiento diferencial entre el punto inicia y e punto final,
siguiendo una determinada trayectoria:

r, ®
W=§F-f
2.1.8. Energia.

Podemos definir l1a energia como la capacidad de un sistema para realizar un trabagjo.
Entonces:
DE=E,-E;=W

es decir, € trabgjo exterior realizado por € sistema esigua ala variacion de la energia
de dicho sistema.

La energia cinética de un sistema de particulas es la suma de las energias cinéticas
de las particulas que componen €l sistema:

7132



EC=3 EC =3 =>am

I\)|H
N |~

En el caso de un cuerpo extenso que se mueve en una trayectoria lineal (movimiento
de tradacion) en la que todo e cuerpo posee la misma velocidad, la energia cinética
puede definirse:

EC= % Zdm= cfjm =

En un campo de fuerzas conservativas, se define la Energia Potencial como una
funcion del punto del campo tal que € trabgjo realizado para tradadar € cuerpo desde
un punto a otro del campo es igua a la variacion de la energia potencial entre esos dos
puntos, o sea:

SE.F=EP, - EP,
W=Q
de tal forma que la Energia potencia absoluta de un punto del campo conservativo, ee:
EP(r)=-QF - T
O seq, es d trabgo realizado sobre un cuerpo para desplazarlo desde € infinito
(donde la fuerza del campo es nula) hasta e punto determinado. Dicho trabgo se
acumula en e cuerpo como energia potencial.

2.1.9. Potencia.

Para medir la eficacia de un sistema introducimos el concepto de potencia, que se
define como € trabagjo que un sistema puede hacer en la unidad de tiempo.

La potencia es una magnitud fisica de carécter técnico pues mide la eficacia de una
maquinaya que € trabajo es una funcién que no depende del tiempo
2.1.10. Momento de una fuerzay Momento de un Par.

Cuando una fuerza actuando sobre un cuerpo produce un efecto de rotacion

definimos Momento de una fuerza con respecto a un punto, como e producto vectoria
del vector distancia del punto a lafuerza por € propio vector fuerza:

M=r UF

Si se trata de un par de fuerza, definido como dos fuerzas iguales, paraéas y
contrarias que actlan sobre un cuerpo produciéndole un giro, se caracteriza por su
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Momento, dediniendo el Momento del Par de fuerza como e producto vectorial de una
de unade las fuerzas por € vector que une e origen de ambas:

2.1.11. Campos Eléctricosy M agnéticos.

La fuerza eléctrica que mueve a un carga de z riee
prueba dentro del campo eléctrico se determina
aplicando la Ley de Coulomb. Asi, consideremos una
carga Q; creadora de un campo y situada en el origen
de coordenadas. Otra carga Q. positiva, de prueba,
Situada en un punto dado por € vector 1 sufrird una

fuerza F , por laaccion del campo, dada por:

_1 .90,
tpe 1F e 1

donde F>0 (positiva), la fuerza F es de repulsion si las cargas son del mismo signo y
F<O (negativa), lafuerza F es de atraccion s 1as cargas son de signo distinto. El vector:

T
u=—
r
€S un vector unitario en la misma direccién y sentido que € vector r que une ambas

carges.

Definimos Intensidad del Campo Eléctrico E en un punto o simplemente Campo
Eléctrico, como la fuerza del campo por unidad de carga de prueba colocada en el
punto.

E=

El Campo Eléctrico E creado en un punto a una distancia r de una carga puntual
creadora del campo, vendra dado por la expresion vectorial:

La introduccién de este concepto de Campo permite interpretar la interaccion de
dos cargas eléctricas Qy Q, como la accion del campo de una de ellas sobre la otra
carga situada en su proximidad:

El campo €eléctrico creado por cargas en reposo, 0 campo el ectrostético, como
campo newtoniano de fuerza central, es conservativo o sea, la circulacion del campo a
lo largo de una trayectoria cerrada es nula, ecuacion (1) y puede definirse, por tanto, una
funcién escalar del punto llamada " potencial eléctrico o electrostatico” .

I

V=-R(E-df

Fay
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Fisicamente se interpreta e potencial en un punto r como "el trabajo realizado
por una fuerza exterior opuesta a la del campo, para tradadar la unidad de carga
positiva desde el infinito hasta el punto”.

Se debe cumplir la condicién E = - V2 (el vector campo es igua a gradiente de
potencial cambiado de signo), donde & signo negativo significa que el Campo Eléctrico
tiene el mismo sentido que e de ladisminucion del potencial.

El Campo Magnético se manifiesta por las fuerzas magnéticas que se gercen dos
conductores arbitrarios, por los que circulan corrientes eléctricas estacionarias |, € |y, a
semejanza de las fuerzas que se gercen entre cargas eléctricas. Las fuerzas magnéticas
entre conductores es un hecho experimental que estu-dio Ampére en € que la fuerza
entre dos hilos rectos paralelos con corrientes I, e I, es proporciona a la.1p/r sSiendo r la
distancia entre ambos hilos.

En & caso més genera que se describe en la
Fig.1, la fuerza elemental que un elemento de
corriente l,dl; eerce sobre otro elemento de

dls corriente Ipdl, viene dado por:

m 1 di, Ul d, Ua)

4p’ re

e integrando doblemente a lo largo de ambos circuitos, para determinar la fuerza total de
interaccion magnética entre |os dos circuitos, resulta:

E :ﬂ'lalb Ld U(d;ID ua)
r

d’F =

siendo T un vector unitario G =F/r y el vector trazado desde € elemento |, d, d de-

mento |,di, y F,, lafuerzaejercida por A sobre B. La constante my es la " permeabili-
dad magnética" del vacio, depende de las unidades empleadas.

Esta fuerza magnética puede expresarse como la interaccion entre la corriente 1,
en e campo magnético creado por la corriente I, en € punto de a. Este campo magné-

tico se mide mediante la magnitud vectorial B llamada "Vector Induccion Magnética”
0 "Densidad de Flujo Magnético" . La ecuacion anterior puede escribirse asi:

dI Uru

, =10, ue_| _| O, UB

. . o> rm hY r *
siendo: B_E'IbQT *)
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el vector Induccion Magnética B debido al circuito b en la posicién ocupada por el
elemento de corriente | ,d, del circuito a, posicién determinada por e vector F . Dicho
vector se dirige siempre desde la fuente a punto.

Laecuacion (*) se conoce como "Ley de Bioty Savart" y su integracion solo puede
realizarse analiticamente en aquellos circuitos que tengan formas geométricas sencillas.

2.1.12. Flujo Electrostatico y Magnético.

Se define € flujo de un campo eléctrico en un punto, como € conjunto de lineas
de campo que atraviesan la unidad de superficie colocada en el punto. El flujode E a
través de la superficie elemental dA viene dado por:

dF =E- dA luego F =QE- dA=QE.dAcosj

En algunos casos, esta magnitud ayuda a calcular la expresién del campo
electrostatico (en todos los puntos del espacio) creado por algunas distribuciones de
carga.

Al igua que en Electrostatica, donde se utilizan las lineas de fuerza para describir
el Campo Eléctrico, para un Campo Magnético, se definiran las lineas de fuerza magné-
tica, lineas de flujo magnético o lineas de induccién, como lineas tangentes en cada
punto a la direccién de vector B en dicho punto. El "Flujo Magnético" F esta
relacionado con el Vector Induccién Magnética mediante la expresién integral:

F=¢p-dA

esdecir: B=dF /dA  vector Induccién Magnética en un punto del campo magnético
tiene ladirecciéon y el sentido de la linea de fuerza que pasa por dicho punto y tiene por
modulo, € flujo magnético que atraviesa la unidad de superficie colocada en e punto.

2.1.13. La Ecuacion delas Ondas.

Para establecer la ecuacion del movimiento ondulatorio, consideraremos un foco
O origen de una perturbacién armonica dada por la expresion:

Y, = Acoswt

donde la elongacion y o representa el desplazamiento de la particula origen desde la
posicion de equilibrio.

A una distancia x del punto origen, la onda llegard un cierto tiempo después,
tiempo que vendra dado por: t'=x/v y la particula P alli situada sufrira una oscilacion
armonica idéntica a la de la particula origen, s no hay pérdidas de energia, con un
retraso de t’ =x/v respecto de la particula origen. La perturbacion y de dicha particula
vendra dada por una ecuacion de M.A.S. idéntica ala anterior, 0 sea
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y = Acosm(t- t')

siendot e tiempo contado desde € inicio de la perturbacion en € origeny t' e tiempo
transcurrido hasta iniciarse la perturbacion de la particula P.

_ X0_ piel X0_ A X0
= Acoswl - 29= AcosP &- 292= Acos2p® - 29
Y e Vg T g Vg ZpgT Tvg
resultando: y = AcosZpEa—- X9

el | g

gue es la ecuacion del Movimiento Ondulatorio que expresa la magnitud y de la
perturbacion de la particula P, de coordenada x, en €l instantett..

L a ecuacion de onda puede escribirse también asi:
y = Acos2p(rt - kx)

donde n=I/T eslafrecuenciay k=1/1 es & nimero de ondas u ondas contenidas en una
distancia unidad. Algunos textos llaman Numero de ondas a la expresion 2p/l o
numero de ondas contenidas en la distancia 2p, siendo entonces la ecuacion:

y = Acos(wt- kx)

Ambas ecuaciones se refieren a la perturbacién ondulatoria a lo largo del ge X,
sin embargo en cualquier otradireccion arbitraria r del espacio sera:

y = Acos2p(rt- kr)

S consideramos las derivadas parciales primera y segunda respecto a x y a t
resultar&

%:aokAsenZIO(rt- kx) %=-4p2k2AcosZp(rt- k)
%:-ZprAsean(rt- k) 'ETZ =-4pM?Acos2p(rt - kx)

y dividiendo miembro a miembro las segundas derivadas parciales:

1% /t? _ - 4pn?Acos2p(t-kx) _n* 1% _,

13 /1 - 4p°k?Acos2p(rt- kx) k2 T2

v _ .1y

o hien: =v
qt? x?
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ecuacion diferencial del Movimiento Ondulatorio o ecuacion de d'Alembert que expresa
gue toda variacion de lamagnitud y (elongacién, presiéon, campo eléctrico o magnético,
etc.) que la cumplaresulta ser una perturbacion ondulatoria.

2.1.14. Ecuaciones de M axwell.

2 Ley de Maxwell.

Expresa la ley de Gauss que nos dice que € flujo del campo eléctrico a traves de
una superficie cerrada es igual a las cargas encerradas dentro de la superficie dividida
por la constante diel éctrica. Mateméticamente es:

— N[ > 1 \ —_ 1 Y 1
F _@g.ds_ggjq_ad.dv Formaintegral

dondet representa el volumen del recinto encerrado por la superficie gausiana S,

La ley de Gauss puede expresarse en forma diferencial empleando el teorema de
la divergencia, que es: @? dS=¢\- EdV y aplicandolo a la expresion anterior

resulta:

o= 1 - o o=_ T
N - E.dV =—¢ydV luego se verificara N-E=—
c}\I [N o S

2 Ley de Maxwell

El campo magnético, dado por e vector B, es un campo solenoidal, es decir, que
viene dado por lineas de campo cerradas sobre si mismas. Esta condicion se expresa por
la ecuacion:

N-B=0

es decir, la divergencia del vector Induccién Magnética es nula 'y por tanto la densidad
de flujo magnético por unidad de volumen es nula, 10 que se interpreta diciendo que
para cualquier volumen cerrado del Campo Magnético, € flujo entrante es igual al flujo
sdiente, y por lo tanto, € flujo neto es nulo.

Por esta expresiéon, en e Campo Magnético no pueden existir ni fuentes ni
sumideros de lineas de induccion magnética, porque estas lineas de campo son lineas
cerradas que no empieza ni acaban.

El flujo de Induccion Magnética a través de cualquier superficie cerrada es nulo,
pues todo flujo que entra también sale, por €llo:

éﬁ .dA=0 Forma integral

3 Ley de Maxwell
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Expresa la Ley de Faraday-Lenz, que indica que se produce en un circuito
eléctrico una corriente inducida cuando en dicho circuito se origina una variacion del
flujo magnético que lo atraviesa. Mateméticamente se expresa:

dF
e=-—
dt

gue se interpreta diciendo que "se genera una FEM inducida en e circuito cerrado
siempre que se produzca una variacion del flujo magnético y esta FEM es igual a la
rapidez con gque varia €l flujo, con signo opuesto”.

Ya que por definicién, la FEM es: e:(‘ﬁ- dr, la circulacién en trayectoria

cerrada del campo eléctrico inducido E en e conductor mévil, siendo dr un elemento
de dicho circuito y como este circuito es atravesado por un flujo dado por:
F = (‘;E dA, laecuacion de Faraday se escribe:

— AF = d\"’ A
e—QE- dr—-EQB-dA

siendo C cuaquier curva cerrada (circuito o no-circuito) y S la superficie limitada por
ella. S no existen fuentes en € circuito que consideramos, la corriente que se genera es
igua ala F.E.M. inducida dividida por la resistencia 6hmica del circuito., igual que s
existiera una bateria del mismo voltge y polaridad que la F.E.M. inducida.

Para poner la Ley de Faraday en forma diferencial, aplicaremos el Teorema de
Stokes, para trasformar una integral curvilinea en una integral de superficie, asi €l
primer miembro se trarsformara en:

@E . dF = (‘;(N U E)- dA Formaintegral
. NI T = N — by ﬂé rs
resultando paralaley de Faraday: Q(N U E)- dA=- Qﬂ - dA

suponiendo que la trayectoria cerrada de integracion C es estacionaria los integrandos
de ambos miembros seran idénticos y resultara:

NUE=-TB
qt

£ Ecuacion de Maxwell.

La cuarta ecuaciéon de Maxwell corresponde a la Ley de Ampére de la circulacion

o Teorema Circuital y establece que la circulacion del vector Induccion Magnética B,
creado por un conjunto de corrientes, a lo largo de una trayectoria cerrada C, es igual a
producto de la permeabilidad magnética ng por la suma agebraica de las intensidades de

14/32



corriente que atraviesan la superficie S arbitraria, limitada por la curva cerrada. Se
expresa mateméticamente mediante la ecuacion:

t‘j%-dr:rra(‘gj-dézrraélizrral

En consecuencia el Campo Magnético no es conservativo y no podemos definir en
cada punto un potencial escalar que nos permita completar el estudio del campo.

S € circuito incluye algun condensador, la variacion del flujo eléctrico por
unidad de tiempo que se produce en e condensador, es generada por una “ corriente’
(variacion de carga por unidad de tiempo) a través del condensador que es la que
Maxwell llamé corriente de desplazamiento.

En e condensador se produce una variacion de flujo magnético e).dFg/dt,
producida por la corriente de desplazamiento 14=&.dFg/dt que se incluye, por elo en la
Ley Circuital de Ampeére, tal como:

B Al = — dFE(-.j *
@B'dl—m(l"'ld)—m?"'eng *)

con lo cua laley se generaliza a todas las posibles situaciones. Esta ecuacion representa

unaforma de la Cuarta Ecuacion de Maxwell del Campo Electromagnético.
Consecuencia de esta generalizacion: se llega a la conclusion de que un campo

magnético no solo es creado por una corriente eléctrica | sino que también puede ser

creado por un campo eléctrico que varie con €l tiempo.

Como la corriente real puede ponerse en funcion de la Densidad de Corriente:

|:Cﬁ-d§

y considerando igualmente e flujo eléctrico se puede expresar:

su variacion con € tiempo se expresara:

dF . _.JE =
= = dS
a 9qt

por ello la corriente de desplazamiento, ideada por Maxwell, dada por la anterior
expresion puede escribirse:

dF. _  TE o
dt_%Qm ds

Iy =&

y la ecuacion (*) findmente quedara de la forma siguiente:
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QB-d =m gQJ ds+eOQ— dS——naggJ +%£; ds

gue eslaformaintegra de la Cuarta Ecuacion de Maxwell.

Si aplicamos el Teorema de Stokes:
OB d =[N UB). dS

se obtiene la expresion integral siguiente:

Q(N Ué)- dS= ng@? +%‘"T|t§% ds

e igualando los integrandos:

NUB= m§J+q)ﬂEO

2

forma diferencial de la Cuarta Ecuacion de Maxwell del Campo Electromagnético.
2.1.15. Ondas electromagnéticas.

Se pueden deducir las propiedades de las ondas electromagnéticas, a partir de las
ecuaciones de Maxwell, que recordaremos a continuacion:

@E-d/&:g 1) P dA=0 2

Fa=-"n 3 @

Supongamos que la onda electromagnética es una onda plana, es decir, que solo
viga en una direccion. Supongamos que vigja en la direccion del ge X, € campo
eléctrico E estden ladireccion Y y e campo magnético B en la direccion Z.

y no dependen de las otras coordenadas y, z. Utilizando
laterceray cuarta ecuacion de Maxwell, considerando
gue en el espacio vacio, Q=0 e =0, resultara:

= dF S
tﬁ.d":- pm y tﬁ.ds:

X

Ademés los campos E y B son funciones de x y t , ;

o

y aplicando & teorema de Stokes y desarrollando las expresiones resultantes, como se
demuestra a continuacién, llegamos a
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A partir de la 32y 42 ecuaciones de Maxwell:

dF .

B dF
. gg=- om 35 . S = e
o =5 y O Es=am—g

. e e s = JE
ue se escribiran asi: -dsS=-—cP-dA - ds = - dA
q oF 1t (03 y o %WJQﬂ—t
aplicamos € teorema de Stokes, que para el vector genérico T se escribe:
& d =g UT) dA

|as ecuaciones anteriores quedaran escritas asi:

dNUE ds dA

NI T = rs \T[E e
NUB)- dA= - dA
d ) eon?!Q—t
e igualando los integrandos, por ser integrales de superficie extendidas a la misma
superficie, resultara:
NUE = 18 y NUB=em—
it qt

i ] K
. E E A E
11 el Ehe @By , B 1B
% Ty 9z 25 S5 &1 o >
0 E, O
i ]k
T 1 91|_-29B,0 -a4B,0 AE, 6. 1B, E,
— — =1 =- = T -z =.
™ Ty T ETyp ko g S O Ty
0 0 B

yaque E y B solo son funcionesdex y t.
Prescindiendo de los subindices de E y B resultara finalmente:

E__B B_ _ fE

Ix qt y x M it

s derivamos la primera con respecto a x y sustituimos la segunda resultara:
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TE_ TadBo_ Ta4B6_ Tee EO

" W&l  MEs e OO ftg
. 1°E _ 1°E
0 sea ‘ﬂx2 & m ﬂtz

Andogamente, derivando la segunda ecuacion de las (5) con respecto a X y
sustituyendo la primera, resultar&:

TB_ . s . TaEo_ 1w 18s
o &y Y ey O g
- ”B_.. .. TB
0 sea ﬂXz _Q)rrdﬂtz

L as ecuaciones anteriores pueden escribirse asi:

ﬂZE: 1 T°E y ﬂzB: 1 9°B
ﬂtz Q)na ﬂXZ ﬂtz eorg ﬂXZ

Estas ecuaciones son andlogas a la llamada "ecuacién general de la onda", que
tiene la forma:

1 _ 1
qt? %

dondev eslavelocidad delaonday f eslaamplitud de la perturbacién de la onda.

2.2. Aplicaciones a la Quimica.

2.2.1. Cinética de reacciones.

La rapidez o velocidad de una reaccion quimica se expresa en términos de la
concentracion de uno de los reactivos o de los productos involucrados en la reaccion
gerera. La rapidez se define como e indice de cambio con e tiempo, de la
concentracion de un reactivo o de un producto. Si tomamos la reaccion generd :

2A+B® AB
la rapidez o velocidad de desaparicion del reactivo A con respecto a tiempo, puede
expresarse por la derivada siguiente:
_dA
dt

donde el signo negativo (- ), indica que la concentracion de A, [A], disminuye conforme
transcurre € tiempo de la reaccion.

De manera aternativa, la rapidez de la reaccion puede expresarse en términos de
desaparicion del reactivo B, por la derivada siguiente:
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_dg|
d

En términos de rapidez de formacién del producto de lareaccion AzB, la rapidez la
podemos expresar por la derivada siguiente:

+dAg
at

donde, en este caso el signo positivo (+) indica que la concentracion de A;B aumenta al
transcurrir € tiempo de la reaccion.

Resulta evidente que las velocidades expresadas por las ecuaciones (1), (2) y (3)
no son iguales, ya que A desaparecera con €l doble de rapidez con que disminuye B se
forma A2B, por consiguiente, podemos expresar larapidez de esta reaccion por medio de
cualquiera de las derivadas siguientes:

L. dlA_,dlel_,dag]
dt at dt

La rapidez o velocidad de la reaccion tiene, pues, unidades de concentracion por
unidad de tiempo.

La expresion matematica que relaciona la velocidad de una reaccidon con las
concentraciones de los reactivos, recibe e nombre de ecuacion de velocidad o Ley
diferencial dela Velocidad gue tiene casi siempre laforma general:

Velocidad=K(T).Funcién de concentracion de reactivos
y para unareaccion de caracter general seré&:

v =K [AF[B]°[CP...

La constante K que interviene en ella, se denomina coeficiente de velocidad,
constante de velocidad o factor de las concentraciones de los reactivos y depende
considerablemente de la temperatura, siendo constante Unicamente para cada valor
concreto de latemperaturay para cada reaccion determinada.

S suponemos que la velocidad es proporciona a la primera potencia de la
concentracion de A e independiente de las concentraciones de otras sustancias entonces
laley de velocidades puede escribirse de |a siguiente manera:

- % = KJ[A]

Puesto que la concentracion de A se eleva a la primera potencia en la ley de
velocidades, se dice que la reaccion es de primer orden en A. Alternativamente, puede
descubrirse gque la velocidad de reaccion depende de la primera potencia de [A] y del
cuadrado de la[B] , en este caso laley de velocidades se escribird asi:
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-IA ¢ [fe

en donde K'1K y se dice que esta reaccion es de primer orden en A 'y de segundo orden
en B. También seria posible que se descubriera experimentalmente que la rapidez
depende de la tercera potencia de la concentracion de A 'y de la segunda potencia de la
concentracion de By laley de velocidades se escribird asi:

A el fef

donde K" es la constante de velocidad especifica y se dice que la reaccion es de tercer
orden en A'y de segundo orden en B. Si se encuentra que la velocidad de la reaccion es
independiente tanto de A como de B, la reaccion se dice que es de orden ceroen Ay en
By laley de velocidades es:

Cd[A]_ .
WAL ke [aP[g]
Si lareaccion A+ B ® productos

es de segundo orden la velocidad de desaparicion de A viene dada por:

_dA

Aokl W=l] ©  v=ls

e integrando entre condiciones iniciales de [A] o para t=0 y las condiciones finales de
[A] parad tiempot, resulta:

oMkg o dAdA= K

[A) [A] AL

[_ [A] ][A] é- 1u[ l 1

[Alo — éﬂu - -[_]

1_ 1,
(A T,

Si tomamos a como concentracion inicial de A 'y x como concentracion que ha
reaccionado durante el tiempo t, la expresion anterior se escribira asi:

- M = K(a- X)2 :%
dt dt
E integrando entre una situacion inicial para t=0 donde x=0 y una situacion final

paratiempo t y concentracion x, resulta:

x X t 61 U 1
3 =Kdt b -kt b = =24kt
Oa- x? o) ga- xH, a-x a




y despejando la constante K resulta:

16 x U
t &a(a- x)H

2.2.2. Termoquimica. Célculos de calores de reaccion.

L as capacidades térmicas de reactivos y productos se pueden usar para calcular €
cambio de entalpia para una reaccion dada, a cierta temperatura T,, a partir del
conocimiento del cambio de entalpia para la reaccion a otra temperatura T1. Un célculo
de este tipo es muy Util, puesto que elimina la necesidad de determinar experimental-
mente CH para la reaccion a cada temperatura. Veamos como se lleva a cabo este
céculo. Paraello, utilicemos la reaccion: A(g) %% ® B(Q)

A T1, e cambio de entalpia medio es CH1. A continuacion deseariamos conocer €l
cambio de entalpia a la temperatura T, cuando T,>T;. Este resultado se puede obtener
tomando en consideracion el proceso ciclico que se muestraen lafig.2.:

L as etapas de este proceso, recorrido en sentido contrario a de las agujas del reloj
de A(g) a Ty entorno alatrayectoria cerraday de regreso a este punto, son:

1) Lareaccion A(g) %® B(g) aT: sellevaacaboy cambio de entalpia es CH;.

2) A continuacion, el compuesto B(g) se elevade T; a T> y € cambio de entalpia
para este proceso esta dado por la ecuacion:

J2
DH, = ) Coqe,dT

en donde Cp(g) s la capacidad térmica a P=cte del compuesto B.

AH, a T,
A(g) — > B (g)

T1 T2
AHu=J- CpadT AH,:J' CpedT
T2 T1

Alg) ! > B(9)
AH1 aT,

3) A continuacion, se lleva a cabo la inversa de la reaccion A(g) % ® B(g) a T..
Entonces e cambio de entalpia para esta etapa es € valor negativo de la reaccién
directa, CH,.

4) Finalmente, el compuesto A disminuye su temperatura de T, a Ty, volviendo a
nuestro punto de partida. EI cambio de entalpia es:

\Tl
DH, = chP(A)dT
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A partir de la Primera Ley, SDH;=0 para una trayectoria cerrada y, para €
gemplo anterior, setiene:

4
é. DH, :DH1+(' Ij_|2)+D_|3"'D_|4 =0

i=1

y a utilizar los valores de CH3 y CH4 de las etapas (2) vy (3), se obtiene:

DH, =DH, + ) Co T + ) CodT
2 J2
DH, =DH, + Y CodT - ) CouT
DH, =DH, + (3 (Coge) - Cogw JIT

o bien: DH, =DH, + Y’ DC,dT

donde DCp=Cp(g)-Cr(a), 0 Sea, que DCp es la diferencia en las capacidades térmicas del
producto y e reactivo. En € caso de la reaccion general:
aA(g) +bB(g) ¥:® gG(g) + hH(g)
se calcula CH, a T, a partir del valor conocido de CH; a Ty y las capacidades térmicas
Cra), Gy, Cre), Crny de las sustancias A, B, G, y H, respectivamente, a partir de la
ecuacion:
— N2
DH, =DH, + Q [(gCP(G) + hCP(H))' (aCP(A) + bCP(B))]'dt

2.3. Aplicaciones a la Biologia.

2.3.1. LeyesdelaDesintegracion Radiactiva.

La radiactividad es un fendmeno espontaneo y aeatorio. El niclido que emite
radiacion en un instante determinado, puede ser cualquiera de los contenidos en la
muestra. Ningun nuclido presenta caracteristicas especiales sobre otros, que determinen
su desintegracion anterior 0 posterior a otros nuclidos. Todos los nuclidos tienen la
misma probabilidad de desintegrarse en un determinado instante, €l proceso obedece
leyes estadisticas.

A partir de las observaciones experimentales, Rutherford y Soddy sugirieron que
los atomos de los elementos \diactivos sufren una desintegracion espontdnea con
emision de particulas a o b y formacion de &omos de un nuevo elemento. Laintensidad
de la radiactividad que, en su momento, se Ilamé actividad, es proporcional a numero
de atomos que se desintegran por unidad de tiempo.
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El nimero de desintegraciones, dN, que se producen en un intervalo infinitamente
pequefio de tiempo, dt, para poder considerar e proceso como uniforme, depende de
dicho intervalo de tiempo, dt, y del nimero de nlclidos existente en la muestra sin
desintegrar, N, en dicho instante, es decir:

dN p N.dt

e introduciendo una constante de proporcionalidad | , resulta:
dN =-1.N.dt #

donde e signo negativo de la constante nos indica que ambas diferenciales son
opuestas, 0 sea, que N decrece a medida que transcurrert.

La constante | se llama constante de desintegracion o simplemente constante

radiactiva y representa las desintegraciones que se producen por nucleo y por segundo,
o velocidad de desintegracion por nucleo de sustancia:

dN 1
| =- —x—
d N

aunque, por tratarse de un proceso aleatorio, debe interpretarse como la probabilidad de
gue se desintegre un nuclido en la unidad de tiempo. La ecuacion (#) expresa la ley
fundamental de la desintegracion radiactiva.

Si integramos esta ecuacion puesta en la forma:

dN

—=-1.dt
N

entre los limites t=0, origen de tiempos, en € cua la muestra no se ha desintegrado
naday por tanto N=Np, hastat en e cual e nimero de nuclidos sin desintegrar es N,
resulta:

QOW:-I O:dt Y ® [|n N]m(J =-1 [t]:)

y desarrollando resulta: INN-InN,=-1t %® InNﬁ =-1t
0

osea N=N.e"

Cuando la variable t aumenta en progresion aritmética, el nimero de atomos del
elemento original N disminuye en progresion geométrica.

El periodo de semidesintegracion o semivida se define como el tiempo que ha de
transcurrir para que € nimero inicia de nuclidos de la muestra radiactiva se reduzca a
la mitad, por desintegracion de la otra mitad, convirtiéndose en otros nuclidos que,
estables o inestables, permaneceran presentes en la muestra.
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Si aplicamos la ecuacion anterior a esta definicion, y llamamos T a periodo de
semidesintegracion, resulta:

% =Ne'"  %®

N
I}
@

y tomando logaritmos neperianos, tendremos:

SIn2=-1T  %® T:"I‘_Z:O?%

Por ser un fendmeno nuclear, ninguna accion fisica o quimica conocida puede
alterar €l periodo de semidesintegracion y por tanto, puede utilizarse, mediante analisis
cuantitativo de los productos de la reaccién de desintegracion, como reloj para
determinar las edades de las muestras. Ta es € caso de la datacion de fosiles por €
método del Carbono-14.

La vida media de un e emento radiactivo se define como & valor medio de los
tiempos de vida de todos los niclidos.

Cuaquier naclido puede desintegrarse en cualquier momento, por ser un proceso
al azar. Igual probabilidad tiene un determinado nuclido de desintegrarse pronto o tarde,
a principio o al final, y ningtin nuclido tiene prioridad alguna de desintegrarse sobre la
gue tenga otro. Un nuclido puede tener una vida de t=0 (el primero que se desintegra
una vez preparada la muestra) y otro niclido puede tener una vida media de t=¥ (el
altimo en desintegrarse), y en este intervalo estdn comprendidas las vidas de todos los
demés nuclidos. Para hallar la media de los tiempos de vida de todos los nuclidos
sumaremos las vidas de todos ellos y la dividiremos por €l nimero total de nuclidos:

donde dN representa el nimero de nuclidos que tienen unavida de t y se desintegran en
el intervalo comprendido entret y t+dt.

Para resolver la ecuacion anterior, diferenciamos la ecuacion N = Ny
resultando:

dN =N,e''(- I )dt =- I Ne''dt
y sustituyendo en t tendremos.

Lo 1 No -1t O it
Qt.dN BCE I tN,e 'at =- | QL€ dt
0

t :i
NO
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los limites de integracion de la integral, 16gicamente cambian a cambiar la variable en
el integrando, pues. t=0 para N=N, (momento inicia) y t=% para N=0 (momento final).

Si resolvemos laintegral por partes: dv=uv- cy.du

| U=t du =dt :J
haciendo: dv et Y ® 1e‘” y resulta

—@ =- = J
b

0 0

o é 1 1 ..U é 1, ., 1. .0

t=-1ate''dt=-15=te""+—e''dt;; =-1 x5 —te'" +=¢¢ "'dt; *)
0 g1 g TTO Ty,

La integra @''dt se resuelve mediante e siguiente cambio de variable: -lt=u
diferenciando, resulta -l dt=du y dt=du/-l y sustituyendo:

\—It_\udu_ 1\u _1u_1—lt

g dt=¢p —I—-I—Oa du—-l—e —-I—e

y sustituyendo laintegral yaresuelta en la expresion anterior (*)

t=-14& ite”+1§1g“(‘y :-|§_ ite'“-ize'“lfl —
& | &1 o, g | | H
:-Ig-lo.e"o-ize'o-ca;@l¥e'¥-ize'”‘g:-|§0-i2- (o_o)‘,‘:l
é | ! é ! a & | 41
. 1
resultando final mente: t = T

Es decir, la vida media de un nuclido es la inversa de la constante radiactiva, y
puede expresarse de la siguiente forma:

t = 1 = L = T =1'443T
| 0693T 0693
o hien: T =0693t

3. LASFUNCIONESEN LASCIENCIASSOCIALES.

Las aplicaciones méas habituales del Andlisis a las ciencias sociales vienen del
estudio de funciones de densidad de distribuciones, ya que es la Estadisticay Calculo de
Probabilidades la parte de la Matematica que mas aplicaciones tiene en las Ciencias
Sociales. El estudio de dichas funciones supone continuidad, derivabilidad, integracion,
etc.

V eamos cuales son |las funciones de densidad mas comunes:
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Normal: f(x)= ez s’ "xIA

Exponencial: f(x)=le'™* " x>0

Gamma: f(X)=—2_e@xP! "x>0
1 o o
Beta f(x)= X" 1(1- x)* 0<x<1
B(p.q)
o
c? f(x):ei:] . X?le 2 vyl A
)
e2g
1 xzdn_;l .
tdeStUdent f(X): +_i "XI A
Jﬁgaé'_ Egg nNg
e2’2g
QQE m+n
F de Snedecor f (x)=—S22 21852(4.19 " >0
g1 ho en o
£2'25

Otras aplicaciones que nos podemos encontrar, aparte de las que se derivan de la
Estadistica y Probabilidad, es el estudio de graficas de funciones. Dichas gréficas nos
las podemos encontrar en Demografia, Geografia, Sociologia, etc. Algunas de esas
funciones reciben e nombre de Curvas de Crecimiento, siendo las méas conocidas:

Funcién de Crecimiento llimitado  f (x) =a€™ a,b>0 x>0
Funcién de Decrecimiento Limitado f (x)=a€™ ab>0 x>0
Funcion de Crecimiento Limitado ~ f (x) =all- ™) ab,c>0 x>0

Funcion de Crecimiento Logistico  f (x) = 1% a,b,c>0 x>0
+ae

La funcion exponencial de crecimiento ilimitado se emplearia en € caso de
crecimiento de poblaciones donde no hay limite para € crecimiento y tampoco hay
restricciones del medio ambiente. Pero esa es una situacion un tanto utopica. Cuando el
hébitat impone limitaciones a crecimiento, esta claro que la poblacién no tendra un
crecimiento ilimitado, por tanto, [legara un momento en el que el tamafio se estabilizara.
La funcion més habitual para describir este proceso es la funcién logistica.
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La ecuacion logistica también tiene otras aplicaciones, aparte del crecimiento de
poblaciones. Las caracteristicas de la funcion logistica son que para valores pequefios de
la variable, la funcion se parece a la exponencia. En cambio, para valores muy grandes
de lavariable, la funcion se acerca a un cierto limite.

Un gemplo de aplicacién seriala difusion de informacidn a través de una poblacion.
La informacion puede ser un rumor, trozo de noticia o cualquier otro. Si iniciamente la
noticia la conoce un cierto porcentgje de la poblacion, al principio € crecimiento sera
exponencial paraluego irse aproximando a valor 1 sin superarlo.

4. LASFUNCIONESEN LA ECONOMIA.

4.1. Funciones en Economia.

Vamos a describir un modelo de equilibrio estético. El problema més sencillo es
considerar un mercado con un unico producto. El modelo tendra tres variables:

Qg = Cantidad demandada del Producto.
Qs = Cantidad Ofertada del Producto.
P = Precio del Producto.

La condicion de equilibrio ser&:

Qu—Qs=0

que significa que se alcanzara € equilibrio cuando la oferta y la demanda sean la
misma.

Teniendo en cuenta que tanto la oferta como la demanda dependen del precio del
producto, podemos suponer que Qg es una funcion lineal de P y decreciente
(evidentemente, a mayor precio menor demanda) y que Qs es también linea de Py
creciente. Asi pues, tenemos:

Qu=0Qs Qq=a—bP Qs=—c+dP con a, b, cy d positivos.

OBS Hemos supuesto que € término independiente de Qs es negativo, — ¢, ya que
habitualmente no habra oferta a menos que € precio inicia sea adecuado.

Si representamos estas funciones tenemos.
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El punto (p,q) nos da la solucion que buscabamos, que es la solucion a las tres
ecuaciones planteadas, y 1o llamaremos punto de equilibrio.

) a+b ad - bc
Resolviendo tenemosque p=——-y que q=
c+d b+d

S a modelo que hemos descrito le afadimos un segundo producto, las ecuaciones a
plantear cambian, siendo ahora:

Qs =Qq :J Qy, =Q,, :J
lezao +a1P1+a'zP2y de =a,ta; b ta), sz
Qs1 =b, + b,P, +b,P, i) Qs2 =b'y+b, B +b', P, i;)

Y su resoluciéon nos da:

P = (@, - by)(@'-b'y) - (a,- by)(@,-b',) P = (2 - bp)(a;-b'y)- (a - by)(@y-b'y)
' (a:l. - bl)(alz' blz ) - (8.2 - b2)(all_ bll) ? (al - bl)(alz' buz) - (az - bz)(a'l' b'l)

que sdlo tendrd sentido si el denominador es no nulo.

Una vez visto € caso para un solo producto y para dos productos, podemos
generdizar €l proceso paran productos.

(?di :a1‘0+ajlpl+aizpz+...+ainpn;'/ i:l"_.,n
QSi :bio +bilpl +bi2P2 +--~+a1'nPn ii)

Q =Qs u

4.2. Derivadas en Economia.

Sea q la cantidad de un bien, y llamemos funcion de demanda a aguella funcion que
relaciona la cantidad que se demanda de un bien con respecto a precio, p(q).

a) Elasticidad.

La nocion de easticidad de la demanda con respecto al precio, que recibe e nombre
de elasticidad-precio, mide la variacion relativa de la cantidad demandada con respecto
a precio. S suponemos que la funcion de demanda, p, es continua y derivable,
representamos la elasticidad como:

Dq

- Lim-9
E_Io_Plcgg Dp

p

Si tenemos en cuenta que la cantidad demandada se mueve en sentido inverso a
precio, €l limite anterior se ve afectado con € signo negativo para que la elasticidad
resulte positiva. Entonces:
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=- L|mﬂ
DP®ODp

E=- Lim =-
DP®0

o[8le |8
oo
8|8
oo

A partir de esta definicidn podemos clasificar 1os bienes segun diferentes criterios:

Son Bienes de Demanda Normal |os que tienen Elasticidad positiva, E>0.

Son Bienes de Demanda Anorma s la elasticidad es negativa, E<0. Eso
significaria que la funcion de demanda es creciente y por tanto, € precio y la
demanda varian de la misma forma.

Si en la primera definicion de elasticidad comparamos € numerador y €l
denominador, en valor absoluto, entre s, tenemos |as siguientes situaciones:

qu > Dpp P E >1. Diremos que el bien es de demanda Elastica.
[;q = [|)op P E =1. Diremos que €l bien es de demanda Unitaria.
Zq < I?)p P E<1. Diremos que €l bien es de demanda Inelstica.

b) Formacion de Precios

Denotemos por q la cantidad de producto, y [lamemos 1(g) ala funcion de ingresos 'y
C(qg) alafuncién de costes. Podemos definir la funcién Beneficio como:

B(g) = 1(a) — C(q)

Suponiendo que la funcion beneficio es continua y derivable, para hallar su maximo
tenemos una condicién sobre la primera derivada y otra sobre la segunda derivada.

B’(g) = 0. Lo que traduce en I’(q) = C’(q), donde llamamos ingreso marginal a
I’(g) y coste marginal a C'(g). Sea o € punto donde se anula la primera
derivada.

B’ (qo) < 0. Entonces I''(qo) < C’(tp), y significa que el crecimiento del
ingreso marginal en el punto considerado es menor que € crecimiento del coste
marginal en el mismo punto.

b.1) Mercados de Competencia Perfecta.

Tienen como caracteristica que €l precio del bien es constante, independientemente
de la cantidad demandada del mismo:
p(a) =p

Entonces, la funcion de ingresos queda como 1(q) = p-g, siendo I’ (q) = p.

29/32



Si la condicién era B’ (g)=0 entonces se deduce que C'(g)=p. Por tanto, el punto oo
lo obtenemos de resolver esta Ultima ecuacion.

Aplicando la segunda condicién, como I'’(g)=0, deducimos que C’’(q)>0, lo que
significa que en e punto qo |0s costes marginales son crecientes.

b.2) Mercados Monopolisticos.

En esta situaciéon, lafuncion deingresoses 1(q) = p(g)-g. y como I'(q) = C(q)
tenemos que
C'(a) - p(a)

p'(q)
ecuacion que nos permite obtener €l valor de qop que verifica la primera condicién.

C@=p@+agp(@ P q=

La segunda condicion seria:
(@) =p’(Q) +a-p’(a) +p'(4) =2p"(a) +qp"'(9)
Como se tiene que verificar quel’’ (g)<C’’ (q) entonces
2p’(q) +q-p’’(q) < C”(q)

4.3. Integr ales en Economia.

a) Costes.
Si e coste total de fabricar y vender g unidades de un determinado bien es
CT =CT(q)
entonces € coste medio por unidad vendida sera

oM@== 2

y €l coste marginal se obtendra a partir de su derivada:

dCT(q)

CT'(9) = aq

Por tanto dCT(q) =CT'(q)dg P CT(q) =¢FT'(9)dg

b) Ingresos.

Dada lafuncion de demanda p=p(q), € ingreso total es

I(a) = p(a)q
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El ingreso marginal sabemos que es 1'(q) :?, por lotanto 1(q) = ¢y'(g)dq
q

c) Excedente del Consumidor.

Sabemos que la funcién de demanda nos da la cantidad que se vende de un
determinado articulo en funcion del precio. Si e precio de equilibrio es po para la

cantidad demandada ¢, entonces los consumidores que estuviesen dispuestos a pagar
un precio mayor que el de mercado se beneficiaran por el hecho de que €l precio es po.

Segun ciertas hipltesis econdmicas, la ganancia total del consumidor esta4
representada por € area bajo la curva de demanda y sobre la recta p=po y Se conoce
como Excedente del consumidor. Se obtendria como:

E =) P(A)dd - Pyl
o bien:
E=() a(P)dp

siendo g(p) lafuncion inversa de p(q).
d) Excedente del Productor.

Una funcion de oferta representa la cantidad de un producto que se ofrece en el
mercado en funcion del precio. Si el precio de mercado es po Yy la cantidad ofertada a ese
precio es @y, entonces aquellos fabricantes que estuviesen dispuestos a vender dicho
bien a un precio inferior a de mercado se beneficiarian de que € precio es po. Al igua
gue en e caso anterior, segun ciertas hipotesis econdmicas, la ganancia total del
producto esté representada por €l area sobre la curva de oferta 'y bajo la recta p=po,
recibiendo el nombre de Excedente del productor, y siendo su valor:

E=q,P, - @qo S(a)dq
expresable también como:

E=(Q S"(P)dp
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