TEMASDE MATEMATICAS
(Oposiciones de Secundaria)

TEMA 43

PROYECCIONES EN _EL PLANO. MAPAS. PLANISFERIOS TERRESTRES:
PRINCIPALES SISTEMAS DE REPRESENTACION.

I ntroduccion.
Conceptos Elementales.
3. Proyecciones en € Plano.
3.1. Clasificacién de las Proyecciones Geométricas.
3.1.1. Proyecciones Cilindricas.
3.1.2. Proyecciones Conicas.
3.1.3. Proyecciones Acimutales o Cenitales.
3.2. Tipos de Proyecciones.
4. Mapas.
4.1. Indicatriz de Tissot.
4.2. Clases de Mapeas.
5. Planisferios Terrestres: Sistemas de Representacion.
5.1. LaProyeccion de Mercator.
5.2. La Proyeccion de Gauss.
5.3. LaProyeccion de Gall.
5.4. LaProyeccion de Lambert.
5.5. LaProyeccion Estereogréfica Polar.

NP

/10



TEMA 43

PROYECCIONES EN _EL PLANO. MAPAS. PLANISFERIOS TERRESTRES:
PRINCIPALES SISTEMAS DE REPRESENTACION.

1. INTRODUCCION.

Para representar la Tierra de forma exacta, a ser una superficie esférica, solo
podemos conseguirlo mediante otra esfera 0 un globo. Estos elementos han sido
instrumentos habituales desde que se supo que la Tierra era esférica. Aun asi presentan
un problemay es su mangabilidad. Si son pequefios se pueden mangjar con facilidad
pero no son capaces de representar detalles més 0 menos importantes. Si son grandes
ganamos en representacion de detalles pero perdemos la posibilidad de manejarlos.

Por lo tanto, resulta necesario representar las superficies esféricas sobre un plano.
Pero esto no es posible salvo que permitamos a la superficie esférica que se deforme o
se rompa. Entonces silo conseguimos su representacion de modo aproximado.

A lo largo de la historia reciente se han desarrollado diferentes sistemas de
representacion de superficies esféricas en el plano. Todos estos sistemas se basan en €l
concepto de proyeccidn, y dan lugar a distintos tipos de proyecciones cartograficas.

2. CONCEPTOSELEMENTALES.

DEF La Cartografia es la parte de la Ciencia que se dedica a trazado, estudio e
interpretacion de los mapas.

DEF Llamaremos Mapa a la representacion en e plano y a menor tamafio de la
superficie terrestre, ya sea toda o una parte.

DEF La Escda es larelacion entre la imagen representada en e Mapa y su tamafio
verdadero.

DEF El Eje de la Tierra es una linea imaginaria que cruza € planeta de Norte a Sur,
siendo e ge derevolucién del planeta.

DEF El Ecuador es la circunferencia maxima de la Tierra, equidistante de ambos
polos y perpendicular a ege de la Tierra. Divide a planeta en dos mitades, llamadas
Hemisferios. Su radio es de 6378 km. y su longitud de 40.076 km.

DEF Los Trépicos son otras circunferencias paralelas a ecuador. En e hemisferio
norte esta e Tropico de Cancer y en e hemisferio sur € Tropico de Capricornio.
Tomando como referencia e centro de la Tierra, estan a 23°27' del ecuador y —23°27
respectivamente.

DEF Llamaremos Meridianos a las semicircunferencias con origen en el Polo Norte'y
final en e Polo Sur.
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DEF Los Paralelos son circunferencias paralelas a ecuador. La separacion entre ellos
es constante y determinan un angulo esférico recto con los meridianos.

Para determinar un punto sobre la superficie de la Tierra, primero hemos de
determinar un origen para las mediciones. Al ser una superficie, daremos dos
coordenadas, una respecto de un Meridiano y otra respecto de un paralelo. El meridiano
origen sera €l ecuador. Como paralelo origen consideraremos aquel que pasa por la
poblacién inglesa de Greenwich. Las coordenadas seran los angulos que forman el
meridiano y el paraelo que pasan por e punto respecto de las lineas de origen.

DEF La Longitud de un lugar es e angulo que forma e meridiano que pasa por ese
sitio con respecto a meridiano de Greenwich. La distancia se mide de 0° a 180°. y
puede ser hacia el este, E, o haciael Oeste, W.

DEF LalLatitud de un lugar es e angulo que forma el meridiano que pasa por ese sitio
con respecto a Ecuador. Se mide de 0° a 90° y puede ser hacia el Norte o haciael Sur.

3. PROYECCIONESEN EL PLANO.

Ya hemos comentado en la introduccién del tema que la forma de representar una
superficie esférica era sobre un plano, aunque no reflgjara fielmente la realidad. Las
diferentes representaciones de la Tierra se basan en proyectar su superficie directamente
sobre un plano o sobre otras figuras geométricas que se puedan desarrollar de forma
sencilla sobre €l plano. Las figuras habituales serén €l cilindro, €l cono o directamente
un plano tangencial a la superficie esférica. Una vez realizada la proyeccion sobre la
figura geométrica auxiliar extenderemos ésta sobre el plano, cortdndola previamente a
lo largo de una generatriz.

Cada punto de la esfera terrestre lo tenemos determinado por medio de dos
coordenadas, que son la longitud y la latitud. Al ser angulos, las vamos a expresar en
radianes. Entonces, cuaquier punto de la Tierra viene determinado por un par de
numeros reales (L,M) verificando que:

(Lm0 ée %%E (- p.p)=A

DEF Sea R? un plano euclideo. . Llamaremos Proyeccion a una aplicacion p:A® R?
de tal forma que existe un abierto D A no vacio y conexo verificando que p:D® p(D)
es un homeomorfismo. El conjunto D es € dominio de valores de las coordenadas
geogréficas de la porcion D’ de la esferaterrestre S que se desea representar.

A veces, por abuso de lenguagje, se llama proyeccion a la aplicacion p:D’'® p(D),
donde p(D) es € trozo del plano donde se va a representar la porcion de esfera
seleccionada. Este trozo del plano serd una unién de grafos de restricciones de p a
puntos y lineas de D, a los que se les afadiran simbolos convencionales, nombres,
coloraciones, etc.
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3.1. Clasificacion de las Proyecciones Geométricas.

Desde € punto de vista matemético son interesantes las proyecciones geométricas.
Estas las podemos clasificar en funcion del modo en el que se obtienen, o lo que es lo
mismo, teniendo en cuenta la figura geométrica en la que se apoyan para redizar la
proyeccion.

3.1.1. Proyecciones Cilindricas.

Son proyecciones que se realizan sobre un cilindro,
cuyo gje pasa por €l centro de |la Esfera. Posteriormente
se desarrolla la superficie del cilindro, obteniéndose un
plano. Las Unicas condiciones son que e centro de la
proyeccion ha de coincidir con € de la esferay € radio
del cilindro debe ser menor o igua que e de la esfera.
De ahi que d cilindro sea tangencial a la esfera o la

= atraviese.

Como caracteristicas de estas proyecciones,
podemos decir que los paralelos de la esfera se
convierten en lineas horizontales y los meridianos en
lineas verticales.

e

Debido a que los paralelos cortan a los meridianos a distancias iguales, y esas
distancias se conservan por la proyeccion, estas lineas determinan en e plano un
sistema de rectangul os.

Teniendo en cuenta que una esfera, en este caso la Tierra, no tiene una
representacion perfecta en un plano, toda proyeccion presenta limitaciones. En el caso
de la proyeccion cilindrica, tenemos que en e plano la superficie de las zonas
representadas crece a medida que nos separamos de los puntos de contacto entre la
esferay € cilindro.

Este tipo de proyecciones se aplica de forma habitual en la representacion de zonas
proximas al ecuador o de regiones alas cuales € cilindro no es normal.

Como caso particular de este tipo de proyecciones tenemos las |lamadas
Proyecciones Planas, en las cuales € cilindro corta a mapa en € centro segun los
circulos paraéos. Se aplica fundamentalmente para representar trozos de superficie
pequefios. Aunque sabemos que no conservan las &reas, a ser porciones pequefias, las
deformaciones estan dentro de unos limites aceptables.

3.1.2. Proyecciones conicas.
Las proyecciones conicas son las que se realizan utilizando como figura geométrica

un cono. Al desarrollar €l cono se obtiene e mapa. El centro de proyeccion es € punto
medio de laesfera
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Como caracteristicas fundamentales de
este tipo de proyecciones tenemos que los
paraelos son circunferencias paraelas a la
base ded cono y los meridianos son
generatrices del cono. Al desarrollar € cono,
estas lineas se convierten en lineas circulares y
lineas radiales, respectivamente.

La aplicacion méas importante es la
confeccion de atlas, dado que la proyeccién
tiene facilidad para dividirse en secciones,
cada una de las cuales serd una hoja del atlas.

Existen diferentes variantes de esta proyecci

a)
b)

Proyeccion Conica Simple.

Proyeccién Cénica con dos paralelos Base.
c) Proyeccion Conica Equivaente.
d) Proyeccién Policonica.

3.1.3. Proyecciones Acimutales o cenitales.

on, que son:

Son aquellas en la

las que
proyeccion se redliza sobre un plano
tangente en algun punto de la esfera

terrestre.  El centro de proyeccion
coincide con el centro de la esfera o con
el punto diametramente opuesto al
punto de contacto. El mapa que
obtenemos esta concebido
concentricamente arededor del punto
de contacto.

Como caracteristicas principales de estas proyecciones tenemos:

Los circulos maximos que pasan por € punto de contacto de la esfera con € plano
se proyectan en lineas rectas, y su acimut es verdadero. Recordemos que € acimut
es € angulo que forma el meridiano con € circulo vertical que pasa por un punto de

la superficie terrestre.

Todas las areas situadas a la misma distancia del punto de contacto presentan la

misma deformacion.

Los puntos de la esfera equidistantes del punto de contacto verifican que sus
proyecciones también son equidistantes de dicho punto.
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En funcién de como se produzca el contacto del plano de tangencia con la esfera,
tenemos distintas proyecciones acimutales.

Proyeccion Polar. El contacto se produce en € polo de la esfera.

Proyeccién Ecuatorial. El punto de contacto es algin punto del ecuador.

Proyeccion Transversal. El punto de contacto es cualquier otro.

Proyeccion Estereogréfica: EI punto de mira esta situado en la superficie de la
Tierra, justamente en las antipodas del punto de contacto.

Un cierto tipo especial de proyecciones acimutales son las que no poseen punto de
contacto o tangencia entre el plano y la esfera. Podemos destacar varios tipos:

Proyeccién Ortogréfica: La proyeccion se realiza mediante rayos paralelos a un
plano perpendicular alos mismos. El punto de mira se situaria en €l infinito.
Proyeccion Gnomonica: Proyectamos sobre un plano desde € centro de la esfera,
pudiendo estar dicho plano a cierta distancia de la Tierra. Los margenes del mapa
aparecen aumentados, por 10 que no es posible representar un hemisferio completo.

3.2. Tipos de Proyecciones.

Sabiendo que p:D’® p(D) es una aplicacion, podemos considerar |o0s siguientes tipos
de proyecciones.

a) Proyecciones Conformes.

Son las que conservan los angulos, pero no las &eas. Son Utiles en aquellas
aplicaciones en las que la conservacion de los angulos y direcciones es primordial,
como puede ser en la navegacion. Las proyecciones geomeétricas son conformes.

b) Proyecciones Equivalentes.

Son las proyecciones que conservan las areas pero no los angulos. Las figuras
proyectadas quedan deformadas, principalmente en los bordes de la zona representada.
Entre sus aplicaciones nos encontramos que sirven para poner de relieve la distribucion
de productos en los estudios econémicos o industriales.

c) Proyecciones Afilécticas.

Desde € punto de vista matemético, la igualdad de superficie y la igualdad de
angulos constituyen propiedades de las proyecciones muy dignas de tenerse en cuenta.
Desde €l punto de vista préactico, ambas propiedades no se pueden dar alavez (salvo en
la propia esfera). Por tanto, € cartdgrafo prefiere proyecciones intermedias entre las
equivalentes y las conformes, de tal forma que no se alteren en modo excesivo la forma
ni el tamafo. Este tipo de proyecciones reciben el nombre de proyecciones afilacticas o
hibridas. Podemos destacar la proyeccion equidistante, en la cua los paralelos son
equidistantes y los meridianos son ortogonales a los paralelos.
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4. MAPAS.

DEF Llamaremos Mapa ala proyeccion de un dominio abierto y conexo de una esfera
sobre un plano. Esta esfera sera habitualmente la esfera terrestre. En Mapas
astronomicos seré la esfera celeste.

DEF Llamaremos Escala de un mapa a la razén entre la distancia de dos puntos de un
mapa y la distancia de sus respectivas antiiméagenes sobre la esfera terrestre.

Como no existe ninguna isometria de un dominio abierto y conexo de la esfera en un
dominio del plano (no existen proyecciones que sean a la vez conformesy equivalentes)
las escalas solo pueden ser locales.

La escala se puede indicar en un mapa de diferentes formas:

a) EscaaNumérica

Establece la relacion entre las distancias mediante una razon o fraccion. Asi nos
podemos encontrar con 1:100.000 lo cual significa que dos puntos separados por 1 cm
en & mapa realmente se encuentran a una distancia de 100.000 cm en la esfera terrestre.
b) EscalaGréfica.

Larelacion entre las distancias se representa por medio de una escala graduada.

c) Escalacentimetro por kilometro.

Esta escala permite disminuir e nimero de ceros en la escala numérica. La razén
expresa €l nimero de kilémetros en la esfera terrestre por cada centimetro del mapa.

4.1. Indicatriz de Tissot.

Para poder apreciar la deformacion producida por una proyeccion utilizamos la
Indicatriz de Tissot. Consiste en una €lipse obtenida como proyeccion de una
circunferencia de la esfera terrestre. Las deformaciones que produce la aplicacion
utilizada son concretadas por la longitud y la orientacién de los gjes de la elipse. S la
circunferencia que proyectamos es de radio unidad, entonces los semiges de la
indicatriz designan las escalas locales maxima y minima. Mas concretamente, s ay b
son los semigjes de ladipsey a£b tenemos que a es la escalaméximay b es la minima
Ademés también nos determina las diferentes alteraciones que produce la proyeccion.
Asi, tenemos que:

L as ateraciones lineales correspondientes son a-1y b-1.

Laalteracion de superficie es p(ab-1).

La ateracion local de angulos se mide por transportacion de un angulo central
de la circunferenciay aumenta con la excentricidad de la indicatriz.

Aplicando la indicatriz de Tissot a algunas de las proyecciones que ya hemos
estudiado, se verifica que:
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Proyecciones Conformes. Son circunferencias de radios distintos.

Proyecciones Equivalentes. Son elipses de superficie constante y excentricidad
variable.

Proyecciones Afilécticas: Son elipses de superficie variable en las proyecciones
equidistantes. En este caso, los valores de las alteraciones o deformaciones se
reducen a la mitad, aproximadamente, en comparacion con las anteriores.

4.2. Clasesde M apas.

L os mapas que nos podemos encontrar 1os podemos clasificar en tres tipos:
a) Mapas Celestes.

También llamados mapas astronomicos. Representan la esfera celeste, es decir,
como es la distribucion de estrellas. También pueden representar otros objetos como
planetas, satélites, cometas, etc.

b) Mapas Marinos.

También conocidos con & nombre de Cartas Marinas. Existen de dos clases:
Tenemos los que nos muestran diferentes accidentes fisicos del mar, salinidad,
corrientes, profundidad, etc. y aguellas que se usan para navegar, en las que aparecen
todos los datos necesarios para la navegacion. Entre estos datos tenemos los accidentes
costeros, faros, boyas, etc.

c) Mapas Terrestres.

Los mapas terrestres son una representacion de todo o parte de la superficie de la
esfera terrestre.

Segun los temas o detalles que aparezcan, tenemos distintas clases:

Mapas Geogréficos. Tratan de representar la superficie terrestre de la forma mas

exacta posible, incluyendo todos sus aspectos.

Mapas Fisicos: Representan fundamentalmente los accidentes fisicos de la
superficie terrestre. Los podemos subdividir en hidrograficos, sismotectonicos,
geol 6gicos, orogréficos, etc.

Mapas Bioldgicos: Se representan datos relativos a la distribucion de animales o
plantas.

Mapas de Tréfico: Representan carreteras, lineas féreas, de navegacion, de
tel ecomuni caciones, etc.

Mapas Politicos. Se representan los diferentes paises, regiones, provincias,
capitales o ciudades, etc.

Mapas Estadisticos: Representan datos de poblacion economia, industria,
COMErcio y otros.
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5. PLANISFERIOS TERRESTRES: SISTEMAS DE REPRESENTACION.

Llamamos planisferios terrestres a la representacion en e plano de la esfera terrestre
completa. Teniendo en cuenta las distintas proyecciones vistas a principio del tema,
veamos ahora algunas de las representaciones en € plano de la esfera terrestre.

5.1. La Proyeccion de Mercator .

Esta proyeccion aparece para mejorar la proyeccion cilindrica, pretendiendo
conservar la exactitud angular. Sobre una esfera de radio R setiene:

é L gcu
o(L,M)= &R M, R-Logéergg“l +=9%
é e4  2om

siendo laescalaloca k = SecL

Por abuso de lenguge se llaman meridianos y paralelos a las respectivas
proyecciones de estas lineas de la esfera. En esta proyeccion tenemos que los
meridianos son rectas paraelas y equidistantes, y los paraledlos son rectas
perpendiculares a los meridianos. El intervalo de separacion entre dos paraléeos
consecutivos es funcion de lalatitud, y verifica la condicién de conformidad.

Las curvas que forman angulo constante con los meridianos reciben el nombre de
Loxdédromas, y en esta proyeccion se representan mediante rectas. Debido a esta
caracteristica, esta proyeccion es muy utilizada para la representacion de cartas de
navegacion.

Como inconvenientes de esta proyeccién nos encontramos que los polos no pueden
ser representados ya que a ser los meridianos paralelos entre si no se cortan. Sabemos
gue en la esfera los paralelos son mas cortos a medida que se aproximan a los polos
siendo su longitud proporciona a coseno de lalatitud. Como en la proyeccion Mercator
los paralelos disponen todos de la misma longitud, tenemos entonces que éstos han sido
aumentados proporcionalmente al seno de la latitud, expresada en grados.

5.2. Proyeccion de Gauss.

La proyeccion de Gauss es otro caso particular de proyeccion cilindrica. Sobre una
esfera de radio R tenemos definida la proyeccion como:

éR ad+cosL-senM o u

L,M)=a—Lo < arctg{RtglL-sen M ));;

p(L. M) & Y4 cosLsenM 5 olRtg( ))H
1

Laescalalocal es k=

1- cos? L-sen® M
La proyeccion de Gauss verifica que € ecuador y e meridiano central son rectas

ortogonales. El resto de meridianos y paralelos son curvas trascendentes ortogonales
entresi.
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5.3. La Proyeccion de Gall.

Esta es una proyeccion cilindrica, donde el cilindro corta a la esfera en los paralelos
45° N. y 45° S. Los meridianos son rectas verticales, verificando que la distancia no
presenta ninguna deformacion en los paralelos nombrados. Los paralelos son rectas
horizontales, no manteniéndose invariante la distancia entre ellos. En las zonas
ecuatoriales las éreas son menores que las redles y en las zonas polares son mayores
(siempre teniendo en cuenta la escala).

5.4. La Proyeccion de L ambert.

La proyeccion de Lambert es una proyeccién Conica. Dado un paralelo Lo que
tomaremos como origen, tenemos que la imagen en coordenadas polares de un punto de
laesfera son:

J=Msenl,
r=ryesenl,{L,- L)

dondery es @ radio de las imagenes de los puntos del paralelo L=Lpy L es la funcién
de Mercator:

L (L)= I + L0
ed 2oy

2

Laescdalocd es k=1+ 2y

RZ

Los meridianos son rectas concurrentes que determinan angulos proporcionaes a la
longitud. Los paralelos son arcos de circunferencias concéntricas, siendo su centro el
punto de interseccion de los meridianos. Los radios de dichos arcos verifican la
condicion de conformidad.

5.5. Proyeccion Ester eogr afica Polar.

Para una esfera de radio R, las coordenadas polares del punto imagen vienen dados
por:

J=M
_ a Lo
r =2Rtgc—- —=
934 2g
2 2 2
y laescaaes K=1+— 5 S +2y
4R 4R

Laproyeccion estereografica es una proyeccion acimutal o cenital conforme en la
gue € punto del que parten los rayos proyectantes se encuentra en una posicion
diametralmente opuesta al punto de contacto del plano tangente con e globo; en ella, la
distancia entre meridianos y paralelos contiguos aumenta desde € centro hasta los
margenes del mapa; se utiliza mucho para la confeccion de mapas de las zonas polares.
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