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TEMA 13

POLINOMIOS. OPERACIONES. FORMULAS DE NEWTON. DIVISIBILIDAD
DE POLINOMIOS. FRACCIONES ALGEBRAICAS.

1. EL ANILLO DE LOSPOLINOMIOSDE UNA VARIABLE.

Vamos a considerar por laletra A un anillo conmutativo con elemento unidad,
(A, +, -). Representaremos por 0 a elemento neutro de (A, +) y por 1 a neutro de (A, ).
Es evidente que todo lo que digamos sobre A, serén vélidas para un cuerpo K (siendo
habitualmente R 6 C).

DEF Llamaremos Polinomio de una indeterminada con coeficientes en A a toda
sucesién (an)mi n de elementos de A verificando que existe un cierto nl Nta que
an=0"m>n.

NOTACION El conjunto de los polinomios de una indeterminada con coef. en A se
denota por A[X].

Ejemplos.

(2,3-1,0,0,...)y(0,-1,0,1, 2,0, 0,...) son dos polinomios con coeficientes en el
anillo de los nimeros enteros, Z.

DEF Los eementos anl A de un polinomio reciben e nombre de coeficientes. El
elemento & se llama término independiente y e elemento g, tal que a, =0 "m>n
recibe el nombre de coeficiente principal.

DEF Llamaremos grado de un polinomio a n° n, sempre que & sea € coeficiente
principal del mismo.

1.1. Suma de Polinomios.

DEF DadosP, QI A[X] polinomioscon P= (an)mi nY Q = (bm)mi n definimos la suma
+: A[X] X A[X] ® A[X] como

P+Q=(a0+bo, &+ by, a+hy,....) = (&n + bmmi n
La suma esta bien definida ya que
$ni N/an=0 "m>n
$n" 1T N/bp=0"m>n
Entoncesan + bm=0 "m>max (n,n) b P+ Q1 A[X]

PROP La suma de polinomios de Al X] verifica las siguientes propiedades, siendo P, Q
y R elementos de A[X]:
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1) Conmutativaa P+ Q=Q+P
2) Asocigtivas (P+Q)+R=P+(Q+R)
3) Existencia de Elemento neutro: P+0=P
4) Existencia de Elemento Simétrico: P+ (-P) =0
Dem.
Sean P = (@n)mi N, Q= (Bm)mi vy R= (Cm)mi n
1) P+ Q= (am * bm)mi N = (Om + am)ri n=Q + P
2) Analogo
3) Sea0=(0,0,0,....) & polinomio con todos sus coeficientes nul os.
Asi definido, €l polinomio O verifica que es el polinomio neutro parala suma.

4) Sea- P = (- an)mi N € polinomio con todos sus coeficientes con signo contrario a
losde P.

Triviadlmente verificaqueP+ (- P) =0

El conjunto A[X] con la ley de composicion interna asi definida (A[X], +) tiene
estructura de grupo conmutativo.

1.2. Producto de polinomios.

DEF Dados P, d A[X] polinomios con P = @n)min Y Q = Om)mi n definimos el
producto -: A[X] x A[X] ® A[X] como

P m
P-Q=(8 bo, & b +a ... 80,,...)=(Q &b, Jmin

i=0 i=0
El producto esta bien definido ya que
$n N/an=0 " nmen

$NTN/a,=0 " n>n

3 - o) -
Entonces g ab,; =0 " p>n+nP ¢g ab, ;¥ min | A[X]
i=0 €i=0 a

PROP EI producto de polinomios definido en A[X] verifica las siguientes propiedades,
con P,Q, Rl A[X].
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1) Conmutativa P.Q=Q-:P
2) Asociativa (PQ)R = P(QR)

3) Existencia de elemento neutro P-1=P
Dem.

En la demostracién tendremos en cuenta que

a ab,, =3 ab,
i=0 i+]
B 0 & 0 & 0
1) P>Q=6Q ab Inin=CaA baimn=Ca ha inn=PQ
i+] o i+] o itj=m @
X, @& 6 0 & 0 2 0
2) (PQR=¢ & CAabc, Trin=6a aabc Inn=¢ A abc I n=
K +p=m @i+j=p g g K +p=mi+j=p 4] i+j+K=m 4]

o & o 0
= & fa x&boz=PAR)

g+i=m j+K=q 7]
3) Sea 11 K[x] definidocomo 1=(1,0,0,0,....)
Entonces verificaque P-1=P " Pl A[X.

El conjunto A[X] con la ley de composicion interna asi definida (A[X], -) tiene
estructura de semigrupo conmuteativo.

1.3. El Anillo de Polinomios.

PROP Dado A[X] con la suma y e producto definidos, se verifica la propiedad
distributiva del producto respecto de la suma.

Dem.

"P,Q R Alx], hemos de comprobar P-(Q+R)=PQ+PRY
(P+QR=PR+QR.

Al verificarse la propiedad conmutativa tanto para la suma como para € producto,
solo es necesario comprobar una de ellas.

o xo 0 0 o 0 0
PQ+RI=8 aXab +aci=8a-al+c)=&ab +c)=

TN iTN K N 1)) i+j=m
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= § ab + § ac, =PQ+PR

i+j=m i+j=m

Como conclusién podemos afirmar que (A[X], +, -) tiene estructura del Anillo
conmutativo con elemento unidad.

A[X] recibe el nombre del anillo de los polinomios en una indeterminada.
PROP Si A esun dominio de Integridad P A[x] es un dominio de Integridad.
Dem.

Sean P, Q1 A[X] dos polinomios no nulos.

P=(an)m n= (a0, &,...4,&, 0,...) cONan=0 "m>ny a! 0

Q:(bm)mTN:(bo, b]_ ....... bp, O,) con bm:O " m>p y bpl O

i+j=m 9
OBS Si A[X] esun dominio de integridad, podemos afirmar que
grad (P- Q) =grad (P) + grad (Q) " P, QT A[X] no nulos.

1.3. Otras Estructuras de A[x].

Comprobemos que € anillo A se puede identificar con un subconjunto de A[X].
PROP Sea f: A ® A[X] mediante f(a) = (a0, 0,....). Entonces f es un monomorfismo.

Dem.

. fa+b)=(a+b,0,0,...)=(a0,0,0,..) + (b, 0,0,...) = f(a) + f(b)

-fl@a-b)=(@h,0,0,...)=(>0,0,....) - (b,0,0,...) =f(a) - f(b)

-f(1)=1 sendo 1=(1,0,0.,.....,0)

- f esinyectiva.

f@=f(b)p (& 0,0,...)=(,0,0,...)P a=b

OBS S identificamos el elemento acon &l polinomio (& 0, O,....) podemos considerar
gue Al A[X]. Los [lamaremos polinomios constantes.

Segln lo anterior, los elementos de A son polinomios de grado cero, excepto €l
0=(0, 0, 0,....) que no tiene grado.
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DEF Definimos la operacion externa -a:  AxA[x] ® A[x] como "d A
" (bm)mT Nl A[X] a (b]_, b2, bg,....) = (a, O, O, O,) (bl, b2, b3,....) = (ab]_, abz, ab3,...).

PROP La operacion externa definida anteriormente verifica las siguientes propiedades;
dados" 1,m Ay " P, Ql A[X].

1) Distributiva respecto de las Escalares: (I +m)xP =1 P+ n#®
2) Distributiva respecto de los polinomios: | (P+Q)=1P+1Q
3) PseudoAsociativa: | Y nP) = (1 mxP
4) Elemento Unidad: 1xP =P
Dem.

Inmediata.

Como A esun anilloy (A[X], +) es un grupo conmutativo, entonces (A[X], +, - a)
tiene estructura de A-médulo.

S A tuviese estructura de cuerpo (habitualmente utilizaremos como dominio de
operadores & cuerpo R o & cuerpo C) lo denotaremos por K, y entonces (A[X], +, - k) €S
un espacio vectorial sobre K.

Y aun podemos definir otra nueva estructura algebraica sobre A/x]. Como es un
anillo conmutativo y unitario que verifica

1(PQ)=(1PQ=P(IQ) "ITA y "PQl AX

entonces A[X] es un A-algebra, o algebra de los polinomios con una indeterminada
sobre €l anillo A.

1.4. Notacion Clasica de los Polinomios.

DEF Sea X € polinomio de A[X] que tiene todos sus coeficientes nulos menos €l
segundo, cuyo valor es 1 (Neutro del producto en A). Esdecir, X =(0, 1,0, 0,....).

n+l

PROP X"=(0,0,...,0,1,0,...) "ni N
Dem.
Inmediata.
Dado Pl A[X] con P = (an)mi n podemos escribirlo como P = (&g, &, &,...) =

(2,0,0,...)+(0,&,0,...) + (0,0, &,...) + ....= &+ &(0,1,0,...) +&(0,0,1,...) +... =
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=g+ aX + X +.... + &X'’
sabiendoque an=0 " m>n
PROP Se verifica
1) axX + b X = (ak + b )X " ki N
2) (akX*) - (bpX®) =&k - bp - X*P "k, pl N
Dem.
Inmediata.

Si tomamos X° = 1 por convenio, junto con la proposicién anterior, obtenemos una
forma comoda de redlizar lasumay € producto de polinomios.

DEF Un polinomio Pl A[X] recibe el nombre de Monomio s todos sus coeficientes
son nulos menos uno.

DEF Llamaremos Polinomio a una suma finita de monomios.
Ejemplo.
1) g% €sunmoNoMioy & + aX +....+ a,X" un polinomio.

2. FORMULA DE NEWTON.

Antes de llegar a obtener la formula de Newton para €l desarrollo, 1a potencia de un
binomio, 0 su generalizacion a la potencia de un polinomio mediante la férmula de
Leibniz, veamos unos resultados previos.

2.1. NUmer os Combinatorios.

Debido a que en la formula de Newton aparecen los nimeros combinatorios,
comenzaremos €l repaso por éstos, remitiendo a lector a tema 3 del temario especifico
S desea encontrar las demostraciones de |as propiedades que enumeremos.

Sabemos que los nimeros combinatorios se definen como

ano n!
gK g Ki(n- K)

siendo sus propiedades mas importantes:
ano amo
1) =1 =
%og g Ng
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ano_@en o
Z)EKQ gn Ky

% % EK 110 ?1,;12 Llamada férmula de Stiefel.
4)w’10 10 an - 20 2 K 0 X - 10
5 (S TSP S

Si escribimos los numeros combinatorios en forma de triangulo

Ao Ao

goz glz
20 a0 220
%05 &15 &2

a8 280 a0 a8
fo5 %15 %25 %55
0 40 46 40

4o A6 adC a0
o, s s B, b

Y aplicando la formula de Stieffel, obtenemos que cada nimero combinatorio es
suma de |os dos que tiene encima, quedando

gue se conoce como triangulo de Tartaglia (Nicola de Fontana) o triangulo de Pascal.

2.2. Formula de Newton.

Vamos ahora a obtener € desarrollo del binomio de Newton, para lo cual
utilizaremos las propiedades de los nimeros combinatorios.

ol
PROP Severifica (a+h)" :ég ga”'"-bK
&K g

Dem.
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Realizaremos la demostracion por induccion en €l exponente, n.

Paan=1 (a+b)=a+b=1xa+1lb= g—a+ggb él_

Paan=2 (a+b)’ =a®+2ab+b? :g%u‘g%maé%oz =§28&2§a” '«
&

2y TR
Supongamos que

Veamos para n (a+b)"=(a+b)"*(a+b)=(a+b)" " a+(a+b)" b=

- ?‘:?K 1%n < bk 4 Ké‘zng 1§an LK Kot =

am- 16 slam- 10 am- 16 am - 10
:g :an +é g :an K bK + a :a (k+1) bk+1 g gbn —
05 28Ky K=0 2 n-1g

am- 16 vlam- 10 am- 19
:g ian_'_ég ian_KbK-'-a nKbK_'_g E_E)bn:
0g «26Kgy K= 2 n-1g
n l _ ..

o - 1gan+ 10 1w n K b +w 1gbn -

g 0 g K01$ K g gK 1@ gn-lg

Aplicando laférmula de Stiefel.

_w-lgan_i_né.la]gan KbK_l_w-l n —

g 0 o K:ngQ gn_lﬂ
-16 amo an-10 awmod

Y teniendo en cuenta que g izg Ty izg T queda
0 g Og n- 1@ Ng

ano Blaan O ano D & o
:gia“+é :anKbK+ gbn:ég ian-KbK
Og «2&Kg Ng  «=08Kg
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El resultado anterior |0 podemos particularizar alos binomios de A[X].

P aano (n -
[L+x)"=a g, = =1+nx+ n{n 1)x2 ot X+ X
K =0 Kg
! a0 .
(a+X)n = é ian—K 'XK =a" +na“'1-x+ n(n 1) n_Z-XZ +_,_,+naxn'1+xn
k=08K g 2
P ano
(a+bx)n = é ian-K -(bX)K =a"+na"tbx+... +nab™i-x"! +ph"x"
K=0 K'Q
Y en generd

£—?(axi [ {bx! ) =a" X + na™ x4+ nab™ X+ X0
2

2.3. Formula de L eibniz.

Laférmula de Newton se puede generaizar a un polinomio cualquiera.

Vamos a explicar como se obtiene € desarrollo de la potencia n-ésima de un
polinomio formado por m términos, sin entrar en demostraciones farrangosas.

Sea € polinomio (a1 + & +....+ an) que lo expresaremos por é a . Queremos
i=1
calcular su potencia n-ésima.

siendo un producto de n factores.

Si aplicamos de forma reiterada la propiedad distributiva obtenemos que cuaquier
sumando del desarrollo es de laforma:

verificAndose que la suma de exponentes es n

a =n

Qo3

i=1

Para ver € coeficiente que antecede a cada sumando, hemos de contar las veces que
aparece repetido. Para ello, tengamos en cuenta que € término (1) proviene de una
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permutacion delos (a)

... enlosque cadaa aparece repetido a; veces. Ese numero
de permutaciones es

nl
a'la!..a

Pal,az,...,am —
n

3. DIVISIBILIDAD DE POLINOMIOS.

A lo largo de este punto, trabgaremos con e cuerpo K en lugar del anillo
conmutativo A. Por tanto, llamaremos K[x] a anillo de los polinomios en una
indeterminada (sobre el cuerpo K).

3.1. Divisién Enclide.

PROP Sean A y B polinomiosde K[x] con B 1 0. Existen y son Unicos dos polinomios
Cy R deK]x] verificando

A=B-C+R y gad(R)<gad(B)s R* 0
Dem.
- Existencia.

Consideremos el conjunto de los polinomios de la forma A — BQ donde Q recorre
Kk[x]. Se pueden dar dos casos:

a) Existe Cl K[x] tal que A-BC=0
Entonces A = BC y tenemos demostrada la existencia. En este caso R = 0.
b)" QI K[X] A-BQ! 0b $i1K[x]/grad (A —BC) £ grad (A —BQ) " QI K[x]
Escribamos A = BC + R. Comprobemos que grad (R) < grad (B).
Supongamos que grad (R) 2 grad (B).
Sgrad(B)=mb grad (R)=m+ K conK 3 0. Entonces
B=b, +bx+..+b x™ conb, ! 0
x™* conr_, 10 (K30)

R=r +rXx+..+r

m+K

S multiplicamos e polinomio B por e monomio r,,, -(bm)'lxK (Ilamaremos

Cq =l b,"), obtenemosque R=R-c.x“-B es un polinomio ta quegrad
(R) < grad (R), de donde

A=BC+R=BC+R +CxxX*-B=B(C+CxxX) +R=BC +R’
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gue puede escribirse como
A-BC =R
Siendo, por hipétesis, R"* 0
Pero grad (R") < grad (R) con lo que
Grad (A —BC) < grad (A — BC)

lo que es una contradiccion con la eleccion que hemos de C.

Por tanto $CI K[x] / A =BC + R con grad (R) < grad (B)
- Unicidad.

Supongamos que $C; Ril K[x] /A = BC; + Ry con grad (Ry) < grad (B)

Entonces R—-R =B (C1—-C)

S Cl1CPk gad(R-R)? grad (B)

Y Ilegamos a una contradiccion.

Entonces C; = Cy por tanto R; = R, siendo Unicos.

Si realizamos la division euclidea de A entre B, llamamos cociente al polinomio C
y Resto a polinomio R, tal que A =BC + R.

3.2. Relacionesen K[x].

DEF Diremos que dos polinomios P, QI K[x] son Asociados cuando solo se
diferencian en & producto de constantes. Es decir, P=a-Qcon al K.

Podemos definir en K[ x] larelacion siguiente:

DEF DadosP, QI K[x],P~ Qs ysolos $al K/ P=a- Q. Larelacion recibe e
nombre de“ ser asociado”.

PROP Larelacién definida anteriormente es una relacion de equivalencia.
Dem.
Inmediata.

DEF SeanPy Q dos polinomios de K[x]. Diremos que Q divide a P si existe Cl K[X]
tal que P = QC. Lo denotaremos por Q/P.
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PROP Lareacion “divide @ es unarelacion de orden en K[x].
Dem.
Inmediata

3.3. Maximo Comun Divisor y Minimo Comun M ultiplo de Polinomios.

Como K[X] es un anillo, definiremos los términos de MCD y mcm en funcién de
los ideales de K[X].

PROP Sea | un idea de K[X]. Entonces existe un polinomio R K[x] tal que | es é
conjunto de todos los multiplos de P.

Dem.
.S 1={0}p P=0
- S 1t {0} b SeaPl | un polinomio tal que grad (P) £ grad (Q) " QI I.
Entonces P es un polinomio de grado minimo en I.
" QI P, d redizar ladivision euclidea
$C, Rl K[x] tal queQ=P-C+ Rcongrad (R) < grad (P)
SR! 0sa R=Q-P-C
Pi1,Ql I,Cl K[x]P Comol esidea P-Cl I b RI |

Contradiccion: Hemos llegado a la conclusion de que R | con grado menor que
el deP.

EntoncesR=0yQ=P-C b QI (P) b Ii (P)
Como trivialmentePT I (P) 1 1.
Obtenemos que | = (P).
El polinomio P es tnico, salvo asociados.
DEF LlamamosBasedeided | (con| * {0}) a polinomio normalizado P tal que | =
(P). (Polinomio Normalizado es el polinomio de coeficiente principal 1). En caso de que

| ={0}, el polinomio basede | seraP = 0.

DEF Sean Py Q polinomios de K[X]. LIamamos maximo comun divisor dePy Qy se
representa por MCD (P, Q), a polinomio base del idea (P) + (Q).
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PROPSea D = MCD (P, Q) siendo P, QI K[x] dos polinomios. El polinomio D
verifica

1) $A, Bi K[X] dos polinomiostalesque D = PA + QB

2) D/IP y DIQ.

3)Si$D'TK[X]/D/Py D/Q b D'/D (D ese mayor de los divisores comunes).
Dem.

1) Sabemos que (P) + (Q) es un ideal de K[x], por lo que existira DI K[X] ta que
(P) +(Q) = (D).

ComoD1 (D)yaque D=D-1b DI (P)+(Q)
SDI (P+(Q b $A,BIK[x]/D=P-A+Q B
D se expresa como un polinomio de (P) més otro de (Q).
2 PT P+QP PT (Db DP
Ql (A+(QP QT (D)P DIQ
3) SeaD’1 K[X] tal que D'/Py D'/Q.
Entonces $G, Hi K[x] tdlesqueP=D'G y Q=DH
SendoD=P-A+Q-B=(D'G)A + (D'H)B =D’(GA + HB)
Y como GA+HB T K[x]b D/D
DEF Diremos que dos polinomios P, QI K[x] son primos entres MCD (P, Q) = 1.

PROP Sean Py Q dos polinomiosdeK[x] y D=MCD (P, Q). S D! 0y escribimos
P=PDyQ=QDentoncesP y Q" son primos entres si.

Dem.
DadosPyQ $A,BIK[x]/D=P-A+Q-B
D=PDA+QDBP 1=PA+QB b MCD(F,Q)=1

PROP Sean A, P, QI K[X]

A/PQ y MCD (A, P) = A/Q

Dem.
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ComoMCD (A,P)=1b $G,HT K[x]/1=A -G+ PH
Al multiplicar por Q resulta Q = AQG + PQH
ComoA/PQ b $CT K[x]/PQ=AC
Luego Q=AQG+ACH P A=A - (QG + CH)
Y como (QG + CH)T K[x] P A/Q
COROLARIO S ATK][x]esprimocon P,Q1 K[x] entonces A es primo con P-Q.

DEF SeaPy Q dos polinomiosde K[X]. LIamamos minimo comin multiplo de Py Q,
y sere presenta por mcm (P, Q), a polinomio base del ideal (P) C (Q).

PROP Sean Py Q dos polinomios de K[x] y M = mcm (P, Q). El polinomio M
verifica

)PM y QM (Mesmlltiplode P y Q).
2SI SMTK[x]/PM" y QM b M/M’
Dem.

1) Por definicion deM setiene (P) C (Q) = (M)

M (e M @c@p (M PP PIM
iMT1(Q) P Q/M

2) SSMTK[X/PM y QM P MT Py MT(Q
Entonces M T (P C(Q P MTM)P M/M

Dados dos polinomios de K[X], vamos a ver un método para calcular su maximo
comun divisor.

PROP Sean Py Q dos polinomios de K[X]. Si existen C, Rl K[x] tales que P= QC + R,
entonces mcd (P, Q).

Dem.

Seen D=mcd (P, Q) y D'=mcd (Q, R)

Esclaaoque D/Py D/Q b D/Py D/IQC b D/P-QC b DIR
Entonces D/Q y D/R b D/D". (1)

De forma Andloga; como D/Q yD'/R b D’/P
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Entonces D'/Q y D'/PbP D’/D (2
Como D y D" son dos polinomios normalizados, de (1) y (2) sededuceque D =D".

Una vez que sabemos calcular e méximo comun divisor, podemos cacular el
minimo comun multiplo de la siguiente forma.

PROP Sean P, QI K[X] con P:én_ ax vy ngbjxi sendo &, 0y byt 0. Si
D=MCD (P,Q Yy M =mcm (P, Q)I:(—:?ntonc&ssever;;?calaigualdad
& - bm -MD =PQ
Dem.
Sea M'=PQ =P Qyaque P=PDy Q=QD
Es claro que € coeficiente principal deM” es a, by, y que PQ=M"-D

Por definicion de M” se verificaque M™ es mlltiplo de P (P/IM”) y de Q (Q/M"),
por tanto M~ esmditiplodeM (M/M") (1).

Como M esmlltiplodePyQ b $A,BI K[x]/M =PA=QB
PA=QB P PDA=QDB P PA=QB
Perocomo P’y Q sonprimosentres FP $G, Hl K[x]/B=PGy A=QH
Entonces M=PA=QB b M=PQH=QPGP M=MH=M'G
Luego M esmultiplode M™ (M'/M) (2)
De (1) y (2) se obtiene que M= &, by M
ComoPQ=M'D b PQ=a,bn,MD

3.4. Descomposicion Factorial de K[X].

DEF Diremos que un Polinomio FI K[x] es Irreducible o Primo'si grad (P) 3 1y no
es posible escribirlo como producto de dos polinomios P, P,1 K[X] taesque
grad (F) <grad (P) i: 1, 2.

En caso contrario diremos que el polinomio es reducible o descomponible en K[X].

PROP Los polinomios de primer grado, X —a, con a K son primos o irreducibles en
K[X] (cuaquiera que sea K).

Dem.
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SeaP=X —a congrad (P) = 1.

Supongamos que P es reducible: $P;P1T K[X]/P=P;-P; y
Grad (P) <grad (P) " 1i: 1,2

S P=P1:-P,b grad (P) = grad (P1) + grad (P2)
Entonces 1 =grad (P1) + grad (P,). Caben dos posibilidades:
S gad(P)=1y grad (P,)=0 b Contradiccion: grad (P) = grad (P1)
S gad(P)=0 y grad(P) =1 b Contradiccion: grad (P) = grad (P-)
Luego P esirreducible.

DEF Diremos que K[X] es Algebraicamente Cerrado s sus Unicos polinomios
irreducibles son de grado 1.

El que K[x] sea agebraicamente cerrado depende del cuerpo K. Es decir, €
concepto de irreducibilidad de un polinomio depende de K.

Por  gemplo, x> — 5 es irreducible en Q[X] pero no en R[X]
¢ - 5=(x+/BJix- 5))

Y también ¥* + 5 es irreducible en R[x] pero no en C[¥

(x2 +5= (x+ iJEXx - |J§))
C[X] es algebraicamente cerrado.

PROP Paratodo polinomio PT K[x] tal quegrad (P) > 0, existe | T K, Pi,...,Pul K[X]
polinomios primos normalizadosy asi,aa,...., am enteros mayores de 1 Unicos tales que

P=1 xB% x...xPm

Dem.
- Existencia

Vamos a redlizar la demostracion por induccion en el gradode P. Sigrad (P) =1 la
proposicion es trivialmente cierta.

Supongamos cierta la proposicion para todos los polinomios de grado n— 1.
Sigad (P)=n
En caso de que P seairreducible, la descomposicion es inmediata.

Supongamos pues, que P es descomponible o reducible.
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Entonces $QI K[x] con 0< grad (Q) < grad (P) y verificando que € grado de Q
es el menor de entre todos los divisores de P que cumplan la condicion anterior paralos
grados.

Con esas condiciones podemos decir que Q es irreducible pudiendo escribir

P=Q: F
Pero grad (P) < grad (P) y aplicando la hipotesis de induccion tenemos
P=1"P" x....xPor

donde Q puede coincidir conalgin P, o no .

Entonces P=QxP=IP*x..xP dendo P  polinomios irreducibles
normalizadosy O<a; enteros " i: 1,...., m.

- Unicidad.
| gualmente realizaremos la demostracion por induccion en €l grado de P.
Si grad (P) =1 laproposicion se cumple de forma evidente.
Supongamos que es cierto para grad (P) = n—1.
Sigrad (P)=n
Supongamos P =1 P x...xP3m = nQ™ X...>Q°"

Como lospolinomios P i:1,.... my Q; j:1,.., m estan normalizados, debe de
ocurrirque | =m

Dados dos polinomios A y B que son irreducibles y normalizados, s A ! B
entonces A y B son primos entre si. Teniendo en cuenta esto,

P1 esprimo, normalizadoy B/ QP x...Qpr

Entonces, aplicando una proposicion anterior, Py debe coincidir con algin Q;
1EjEM.

Sea P; = Q1 (Reordenamos s es necesario).
Entonces queda P xPiz x,. P = Q! ., >QPr

Como ahora ambos polinomios tienen un grado menos, aplicamos la hipotesis de
induccion.
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P=Q "itl....m m=m y aj=b; "iil..,m
Siendo la descomposicién Unica.
COROLARIO Sean Ay B dos polinomios de K[x] con
A=I P x. . xPar y  B=mPx... P

siendo P, polinomios irreducibles normalizados, y aj, biT N - {0} paratodoi: 1,..., m.
Entonces:

QP U bifa; "i:1...,m
Hasta ahora hemos estado hablando de polinomios en una indeterminada. Para cada
polinomio podemos definir una funcion como sigue:

"Pl K[X definimos P:K ® K aplicaciontal ques P =g + aX +....+ aX"
entonces

P (X)=a+ax+.+tax" "xlK

DEF Laaplicacion P recibe e nombre de funcién polinémica asociada a polinomio
Pl K[x].

Lasumay producto de funciones polinémicas se realiza como sigue:
F+Q)®=Px+Q X
PQ)M=P® QX
Habitualmente, se escribe P(x) en lugar de P (x). Aun asi, debemos ser conscientes
de la diferencia, P(x) es una funcion y P(X) es una funcion del anillo K[x]. Por abuso

de notacién llamaremos polinomio a ambos, y los denotaremos igual .

DEF Llamaremos valor numérico de un polinomio en una indeterminada, a valor que
se obtiene a sustituir la variable por su valor correspondiente.

TEOREMA. Teorema del Resto.

El resto de la division de un polinomio es X por € binomio X — a coincide con el
valor numérico del polinomioen x = a.

Dem.

Sea Pl K[x]. Aldividir P entre (X —a)tenemos P=(X-a)-Q+R con
grad(R) =0

Tomando ahora P(@) =(a—a) Q@ R P R=P(a)
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DEF Dado un polinomio P(x), llamaremos raices o ceros del polinomio a los valores
de laindeterminada x, paralos que € valor numérico de P(X) es cero.

TEOREMA. Teorema dd Factor.
SeaPl K[x]. a K esraizde P(x) U (x—a)/P.
Dem.

“b”
S al K esraizdePPb P(@ =0

Como P=(x—aQ+Ry P@=0pP R=0
Luego P=(X-a) Q b X—-a/P

“U”
S (X-a/Pp P=(X-a)-Q

Entonces P(@) =(a—a) - Q(a) P P(@ =0 b aesraizdeP.

PROP Sea Pl K[x] con P=a + aX +....+ aX"con gl K i:1,...,n. Si P admitem
raices distintas X, Xo,...., Xn CON M £ n, entonces

P=(X-x)X=%)-...... - (X =xm)H
con H= g, - X"M+....
Dem.
Como x1 K esunaraizdePb X —x /P b
b P=(X—x)-H; siendo H =aX" +....
Como %l K esotraraizdePP X —x /PP X —x/ (X —x)H;
Y como X —x% nodividea X —x P X —x/H1
P Hi=(X—%)H, con Hy=a X" +....
P P=(X-x)(X-x)H;
Reiterando € proceso m veces obtenemos que
P=(XX) ... (X =%n) -H con H=a, X" +....
PROP Todo polinomio de grado n de K[x] admite alo sumo n raices.

Dem.
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SgadP)=nb P=aX"+...+aX+a
Si P admite nraices x,...., %, por la proposicion anterior
P=a,(X=X) ... (X = X%)

V eamos que no puede tener Mas raices.
Sear otraraizdeP. Entonces rt x " i:1,...,n.

P(R) =0 por ser rraiz de P

Pr)=a, (r—x) (r—x)...... r—=x)!o
P Contradiccidn, r no esraiz de P, y por tanto P tiene alo sumo n raices.

4. FRACCIONESAL GEBRAICAS.

DEF Llamaremos fraccion algebraica a un par de polinomios N, DI K[x] conD 0.
El primero, N, recibe el Nombre de Numerador y el segundo, D, de denominador. Se

N
representa por D

DEF Definimos en e conjunto K[x] x K[x]" la relacién de equivalencia R dada por
(sendo K[x]" = K[x] - {0}):

% RNE,' U NxD'=DN’
PROP Larelacion R definidaen K[x] x K[X]" es unarelacion de equivalencia
Dem.
Inmediata.

DEF Cadaclasede K[x] x K[X]" /R  recibe el nombre de razén algebraica, siendo
K[x] x [X]" /R € conjunto de razones algebraicas.

4.1. El Cuerpo de las Razones Algebr aicas.

4.1.1. Suma derazones algebraicas.

DEF Definimosen K[X] x K[X]" / R laley de composicién interna que |llamaremos
suma como
« éAu éCu

geH &

éAu, éCu_éAD+BCu

T K[XxK[x] /R 8_5H+ o186 8o H
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La operacion esta bien definida.
- AD+BCT K[x] y B10,D*0 b BD*ObP BDT K[X
- No depende del representante elegido.

Si
eAu eAu éCu eCu eAu+eCu éAD+BCu_éAu,éCu_éeAD+BCu

sl ezl ' oo el 80 &H & eD
Como AB" =BA” yCD =DC’
Multiplicando la1? igualdad por DD’ ADB'D" =BDA'D’
Multiplicando la 22 igualdad por BB’ BCB'D" =BDB'C
Sumando y sacando factor comun queda
B'D’ (AD + BC)=BD (A'D" +B'C)
Y equivalea

éAD + BC U6éAD'+BC'u
8 BD H& BD H

Luego la suma no depende del representarte elegido.

PROP Lasumadefinidaen K[x] x K[x]" / R verificalas propiedades
1) Asociativa
2) Conmutativa
3) Existencia de Elemento Neutro
4) Existencia de Elemento Simétrico.
Dem.
Inmediata
El conjunto (K[x] x K[X]" / R, +) tiene estructura de grupo conmutativo.

4.1.2. Producto de Razones Algebraicas.

DEF Definimosen K[x] x K[X]" / R la ley de composicién interna que llamaremos
producto como

“eeieod KhhKbd /R SR

&84 &DH

La operacion estd bien definida

Uy u
HSD g€BD H
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A, CTK[X] P A-CIK[X]
B,DIK[X'P Bt0,D*0P BD!0 b BDIK[X
No depende del representante elegido.

eAu eAu eCu éC'u

SBH 85H SDHS HD AB=AByCD=CDbp

Multiplicando ambas igualdades ACB'D" = A"C'BD b

b AC-B'D =AC -BD b SACKREAC

88D HSBDH

PROP El producto definido en K[x] x K[X]" / R verificalas siguientes propiedades:
1) Asociativa.
2) Conmutativa.

3) Existencia de Elemento Neutro.
4) Existencia de Elemento Neutro (s larazdn es no nula).

Dem.

Inmediata.

El conjunto (K[x] x K[X]", -) tiene estructura de grupo conmutativo.

4.1.3. El Cuerpo delas Razones Algebraicas.

PROPEn e conjunto K[x] x K[x]" / R se verifica la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma (por ambos lados).

Dem.

Inmediata.

El conjunto (K[x] x K[X]" /R, +, -) tiene estructura de cuerpo conmutativo. Recibe e
nombre de Cuerpo de las Razones Algebraicas, y se representa por K(x).

4.2. Descomposicion en fracciones simples.

PROP Dado 21 K(x) y P K[X] con Pt 0, severificaque A_AP
B B BP
Dem.
Inmediata.
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COROLARIO Para cada gT K(x), existen dos dnicos polinomios A, b1 K[X]

tales que:

conmed (A", B) =1 y B normaizado

| >
W | >

Dem.
- Existencia.
Sea D=mcd(A,B) P A=A'Dy B=B'D con mcd(A",B)=1

Trivialmente é:i
B B

- Unicidad.
S§=§ con med (A”,B7)=1y B” normaizadob A'B"=A"B" b
P AA=A" y B =B"

DEF Sea gT K(x) con med (A, B) = 1. Dicha razén algebraica recibe el nombre de

fraccion smple, o forma reducida.

PROP Todo elemento g (fraccion simple) de K(x) se puede escribir de forma Unica
como

A-p+R
B

donde Pl K[x] y R es unafraccion smple % con grad (A")<grad(B)s R® 0.

Dem.

- Existencia.

Sea g unafraccion simple.

Por ladivision enclidea $P, A'T K[x]/A=B -P+ A" congrad (A") < grad (B)
A

Entonces é =P+—
B B
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Y como mecd (A, B) =mcd (B, A”) b % es una fraccion simple.

- Unicidad.
A - - . C .,
Sea E:P+R=Q+S con QI K[x] y SIKJ[x] siendo S:B fraccion
irreducibley grad (C) < grad (D). S S* 0.

Entonces P+A :Q+S
B D

Encasodeque P! QP grad (CB—-A'D) =grad (P-Q) - DB)
Y grad (P-Q) - DB) = grad (P—Q) + grad (D) + grad (B) * grad (D) + grad (B)
Siendo grad (CB —A'D) 3 grad (D) + grad (B) Q)
CB- AD . , :
Por otro lado B verifica grad (CB —A'D) < grad (DB) lo que es lo mismo
gue grad (CB —-A"D) < grad (D) + grad (B) 2
De (1) y (2) sededuce una contradiccion, que viene de suponer Pt Q.

Entonces P=Q y R=S.

. . L . A
DEF El polinomio P que nos dala proposicion anterior se llama parte enterade —.

LEMA Sea g‘i K(x) con grad (A) < grad (B) sl A1 0.Sea B=B, - B, con B, y

. . A L,
B, primos entre si. Entonces B se descompone de forma Gnica como

&4. N2

B, B,

congrad (Nj)<grad (B))s N;t 0 "i:1,2

w| >

Dem.

- Existencia.
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Como B; y B, soncoprimos, $P, QI K[X] tales que
1=BP+ BzQ
Y entonces A = AB:P+ ABQ @

Si dividimos AP entre B, (por ser B, * 0) tenemos $C, NI K[X] / AP = B;C + N>
con grad (N2) < grad (B2) (2)

Al sustituir (2) en (1)

A = (B2C + N2) B + AB2Q

A =B;1B2C + N2B; + AB,Q

A = (B:C +AQ) B + N2By
Llamando N; =B;C+ AQ queda A =N1B, + N2B1  (3)

S grad(N1)® gad(B1) P gred (A) * grad (By) + grad (Bz),  pues
grad(N2) < grad (B2) si N2 1 0, lo que contradice la hipotesis.

Portantos N1 O grad (N1) 2 grad (B1)

Delaexpreson (3) sededuce que é:mJ,&
B B B

- Unicidad.

Supongamos que A :&+&:ﬂ+& con grad (Ni) < grad (B) § Nyt 0

B B B B B
", 2
Entonces ~a- M1 —No - N,
B B,

verificandose B, (Nl — N]_': B, (NZ' - Nz)

Y como B;yB; soncoprimos, laigualdad solo puede ser ciertas Np=Ni'y
N2': N2.

LEMA Seagi K(x) con grad (A) <grad (B) s A 0.SeaB =B, - By - ..... B,

con By B coprimos " it j. Entonces g se descompone de modo Unico como
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:_1+ +_p

W >
Wz
w| =z

congrad (Nj)<grad (B))s N;* 0 "i:1,....,p.

Dem.

Inmediata aplicando induccion.
LEMA Sea B—An‘]T K(x) con grad (A) < grad (B™) s A ! 0. Entonces B—An‘] se
descompone de forma Uinica como

A_N_N, N

B B B? B"
sendo grad (Nj)<grad(B) s N;* O "i:1,..., m.
Dem.

Vamos a demostrar € lema mediante induccion en m. Para m = 1. Es evidente,
siendo Ni =A.

Supongamos cierto €l lemaciertapara m— 1.
Para m.
- Existencia.
Si realizamos la division enclideade A entre B
$C, Rl K[x]/A=BC+R

con gad(R)<grad(B) s R1 0.

Entonces 2 = Ll s R )
B" B"™ B"
: C _A-R N n
Despejando T y como grad (A) < grad (B") y grad (R) < grad (B"),

entonces grad (C) < grad (B"Y)s C!? o.

Aplicamos a

= la hipétesis en inducciéon y sustituyendo en (1) obtenemos la

descomposicion pedida.

- Unicidad.

27/28



Supongamos que

s NitO "itl....m

N N, N -~
+. ..+ ="1l4+ . +—™ con grad (N;") < grad (B
5m g g grad (Ni") < grad (B)

Si multiplicamos por B™ la expresion anterior
Nm+BP=Ny +BQ
con P, QI K[x], verificandose
Nm—Nn =B(Q-P)

Y teniendo en cuenta las relaciones entre los grados, la igualdad anterior solo es cierta si
Nm‘ Nm':0 p Nm:Nm' y P:Q

_Q
Bn-l Bn-l

Aplicando ahora la hipdtesis de induccion a obtenemos N; = Ny’

", m=1

TEOREMA. Teorema de Descomposicion.

Sea gi K[x] fraccion smple. Supongamos que E esla parte entera de g y que

4 + N Nzaz+....+N51+....+ S5
B, B* B B3’ Bs Bs®

esuUnicadonde grad (Nj) <grad (B) s N;* 0 "j:1,...,a; "il,....,s
Dem.

Este resultado es una consecuencia inmediata de la Ultima proposiciéon y de los dos
ultimos lemas.
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