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TEMA 47

GENERACION DE CURVAS COMO ENVOLVENTES.

1. INTRODUCCION.

En este tema vamos a describir un tipo especia de curvas. las curvas generadas
como envolventes. Son curvas de gran interés ya que tienen gran cantidad de
aplicaciones.

2. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE RECTAS.

2.1. Definicion de Envolvente.

Sea D € conjunto formado por todas |as rectas del plano.

D={y=ax+b/abl R}

DEF Llamaremos Familia de Rectas dependientes de un Pardmetro a laimagen de una
aplicacion.

j 11T R®D

y designaremos a la familia como (D,),,

Ejemplos

1. Dado e plano cartesiano, podemos definir tres funciones numéricas
a(t),b(t) yd(t) contl I.

Entonces, las rectas
D, ° a(t)x+bl(t)y+g(t) =0
determinan una familia en funcion del parametro ti 1.
2. También podemos determinar una familia de rectas por su ecuacion vectorial.
D °rF=a(t)+v(t)

siendo &,V: | ® R? dos funciones vectoridesy | T R una variable independiente de t.
a(t) esun punto del planoy V(t) e vector director que determina larecta D, ° F en
funcion del parametroti | .

DEF Llamaremos envolvente de una familia de rectas dependientes de un pardmetro,
(D,);, -aun arco parametrizado (I, ) tal que, en todo punto (t, f (t)), la recta D, sea
tangente al arco.
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El par (I f ) también recibe el nombre de curve en paremétricas.
DEF  Llamaremos Punto Caracteristico de larectaD, a [t f t)).

2.2. Existencias de Envolvente en & Plano.

PROP Una familia de rectas del plano dependientes de un paréametro posee, en general,
un envolvente.

Dem

Sea (D,),, lafamilia de rectas definidas como

th
F=a(t)+1vt)
siendo las funciones &(t) y V(t) derivablesen |.

El arco (I,f) es la envolvente de la familia de rectas (Dt )ﬂl S para todo tl I, el

punto caracteristico f (t) perteneceaD, y @ vector f (t) que define latangente a arco
en ese punto, tiene ladireccion de D, .

Supongamos que existe una funcion f:1 ® R? ta que € arco (I , F) sa la
envolvente de la familia dada. Entonces:

1) "t | dpuntor="f(t) D,.
Existe, por tanto, un nimero red | (t) ta que
f(t)=alt)+1 (t)a(t) )

La determinacién de lafuncion f equivale ahallar lafuncion | : 1 ® R

2) El vector derivada f (t) (que en general sera distinto de cero) debe ser vector
director de D, . Ahorabien, s derivamos (1)

) =at)+1 (v t)+1"(ENG)
Y como V(t) ese vector director de D, hade existir un nft)T R tal que:

& (t)+1 (v (t) + nft)o(t) = 0 @

Reciprocamente, s existe | ,mi|1 ® R funciones numeéricas que satisfacen la

expresion (2),y s | esderivable, lafuncion vectorial f dada por (1) es derivable, y su
derivada verifica la ecuacion:
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=[1(t)- nft)]a(t
por tanto, e vector f (t) esnulo o colineal con v(t).

Por tanto, la existencia de la envolvente estén ligada a la existencia de dos funciones
numéricas | y nr que satisfagan (2).

Y (2) exige que los vectores &'(t),v(t) y v(t) sean Linedmente Dependientes,

condicion que trivialmente se verifica en € plano relacion (2) se puede obtener las
funciones| y mcomo sigue:

- Multiplicando escalarmente por W(t)

(="2)

a(t)a(t)

(4)
v(t)a(t)
En términos generales, estos dos valores existiran siempre, salvo Vi(t) y v'(t) sean

colineales, en cuyo caso se anulan los denominadores. Si V(t) y v'(t) son linealmente

independientes, paratodo t] | existe un tnico par de funciones| (t) y n{t) que satisfacen
(3) y (4). Este par unico de funciones constituye la Unica solucién de (2). La funcion

| (t), asf determinada, define lafuncion f .

En e caso general, para la mayoria de valores de tl 1, se tiene también | °(t)* nft),

de donde se deduce (t)* 6. Tal punto 1 | es un punto ordinario del arco (I, f). La
tangente a arco en ese punto es larecta D.

Si paracierto valor tl | setiene | t,) = nft,) entonces f'(t,)=5.

El punto (to, f(to)) del arco (I , f) es un punto singular, y no es posible afirmar que
latangente al arco en ese punto sealarecta D.

Si la situacién anterior nos la encontramos en puntos aislados, diremos también que
f(t,) es un punto caracteristico de Do. Teniendo en cuenta esto, la envolvente de la
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familia (Dy)i | esdl arco (I , f), incluidos los puntos singulares. Asi, es posible evitar €l
calculo de lafuncién m

S v(t) y v(t) son linealmente dependientes, tenemos:

1) S a’(t,) no escolineal con Vft,), laexpresion (3) no tiene solucién paral ya que
W(t), que es perpendicular a Vi(t), también lo seraa v'(t) y por tanto

(3)b a(t)t) =0

lo cual esimposible.

2)S a'(t,) escolineal con V(t,) es colineal con V(t,), todo nimero real | verifica

(3) y todos los puntos de la recta D, satisfacen las condiciones de punto caracteristico.
Diremos que Dy, es unarecta estacionaria de lafamilia

Como casos singulares tenemos:
a) S e par defunciones!| y mverifican

1 (t)=nft) "t
Entonces, setiene

f't)=0 "t 1p f(t)=C
sendo € un vector fijo.

—

Asi pues, todas las rectas de la familia () pasan por € punto fijo ¢. La familia
forma una radicacion de rectas concurrentesen C .

b) Supongamos que V(t) satistace que {V(t),v(t} son lineaimente dependientes
"t1 | . Entonces vV hade tener una orientacion fija.

La familia (Dy): | forma una radicacién de rectas paralelas de la mismadireccion que
V.

Como conclusion atodo o anterior podemos enunciar

TEOREMA La familia de rectas del plano dependientes de un pardmetro (Do |
r=a(t)+1 x(t) con &v:1® R?2  admite en generdl, unaenvolvente (I, f) con

ft)=a(t)+1 {t)v()

donde lafunciéon | (t) esla solucion de la ecuacion
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a(t)+1 (tp(t)+nit)w(t)=o

2.3. Determinacion Practica de la Envolvente en & Plano.

TEOREMA Laenvolvente de lafamilia de rectas del plano,
(D.)s, a(t)x+b(t)y+gft) =0

cona, b, gl ® Ry derivables "t |, se obtiene derivando primero esta relacion
respecto de lavariable t:

al(t) =+ bi{t) x+gi(t) = 0

y resolviendo a continuacion con e sistema formado por las dos ecuaciones. La
solucion (c, y) serén las coordenadas de f (t) que define la envolvente (I , f).

Dem.

Determinaremos la envolvente (I , f) mediante |as coordenadas

Lo vamos a hacer basandonos en el razonamiento desarrollado en el punto anterior.

a) El punto f(t)=(j (t)y(t)) hade pertenecer a Dy. entonces
a(th (t)+blty (t)+dlt)

b) El vector tangente f'(t)=(j "(t),y (t)) hade ser paralelo a D, entonces

0o "tll (5)

alt) (t)+blty (t)=0  "ti | (6)
Si derivamos la expresion (5) y tenemos en cuenta la expresion (6) obtendremos
aft) ¢)+p(ty(t)+gt)=0  "tT 1 7)
Reciprocamente, toda solucion (j ,y ) del sistema de ecuaciones formado por las
expresiones (5) y (7) es también solucion de la expresion (6) y representa, por tanto, la

envolvente buscada.

2.4. LaAstroide.

Sea un sistema de referencia ortonorma del plano y IT R* un nimero dado.
Consideremos la familia de rectas que cortan a los ges en dos puntos, siendo la
distancia entre estos constante de valor 2I.
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Vamos a obtener ecuaciones de estas rectas, que dependeran de un parametro.
Una recta cortara a los ges en dos puntos que llamaremos P y Q, verificAndose

d(P,Q) = 2l. Sea A € punto medio del segmento que une Py Q. Definimos el parametro
t como

t=L(0X,0A) con tI [02p)
Si d(P,Q) = 2l entonces d(0,A) = | siendo entonces las coordenadas del punto A
A(lcost, Isent)
Es facil ahora obtener las coordenadas de Py Q
P(2lcost,0) y Q(O, 2lsent)

Y de aqui conseguimos la ecuacion de larecta que pasapor Py Q

X L,V —1
2lcost 2 sent

Para obtener la familia de rectas, vamos a limitarnos atomar | = [O,2p], siendo
(D,);,  xsent+ycost=2SentCost  (8)

Ahora ya estamos en condiciones de halar la envolvente a esta familia de rectas.
Para ello aplicamos el teorema anterior.

Derivando los dos miembros de la expresion (8) con respecto a parametro t
xcost - ysent =2 (Coszt - Senzt) 9)
Ahora hemos de resolver el sistema formado por (8) y (9) siendo

x(t) = 2Cos
y(t) = 21Sen’t

y definimos f (t) = (x(t), y(t)).
Laenvolvente (I , f) que acabamos de obtener recibe e nombre de Astroide.

Esta ecuacion representa la recta trazada por  W(2lcost, 2ISent) perpendicular a
segmento PQ, cuyo vector pg es linealmente dependiente con (cost — sent).

El punto caracteristico m sobre D; es el pie de dicha perpendicular.
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3. EVOLUTASY EVOLVENTES.

3.1. Evoluta de una curva Plana.

DEF Llamaremos Evoluta de una curve paramétrica (I , 1?) ,conf: | ® R? derivable
dos veces, ala envoltura de la familia de rectas normales a la curva paramétrica.

Sea el sistema de referencia de Frenet correspondiente a un punto S |, determinado
por

f(s), como origen de coordenadas

T = f*(s) como vector que define un gje de coordenadas que pasapor f(s).
N = vector normal a f en f(s), y perpendicular a *(s)

DEF Definimos el radio de curvaturar del arco (I , f) en s como

r ds r r

o |
m|—|1

TEOREMA La envoltura ce una curva plana es e conjunto de los centros de
curvatura.

Dem.
La ecuacion vectorial delanorma a f en cada punto viene determinada por
p=f+N

Para determinar € punto caracteristico de esta recta calculamos la funcion | (s) de
formaque p’(s)y p(s) sean linealmente dependientes. " sl |. Entonces

8/22



p”(s):@:i+|ﬂ+ixﬂ:f+|$l%ﬁ+ixﬂ: -
ds ds ds ds rg

SRl
+

Queda asi determinado € punto caracteristico de la normal, €l cual es precisamente

el centro de curvaturaen el punto si 1.

3.2. Ejemplos de Evolutas.

3.2.1. Evoluta de la Elipse.
Laelipse (I , f) viene dada por

B - _ 1x=aCosq
| =[0,2p] f(O')‘%y:bSenq

Ene puntoql | laecuacion delanormal es
- aSenq(x- acosq)+bCosq(y- bseng) =0
Haciendo ¢ = & — b? obtenemos la familia de rectas normales ala elipse
(Dg )i 1 - aseng xx+ bCosqxy + ¢c*SengCosg =0
Para hallar 1a envolvente de esta familia se calcula primero
(D' )qi - Cosoi - bSenq xy +¢? (Coqu - Senzq): 0
Resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones anteriores tenemos:

c? c?
cla):  x=—Cos'q y y=-_-Seny

Laevolutaes (1,¢), que esla transformacion de la Astroide:
) )
X :C—Cos3q-l-J a
? y a aplicarle laafinidad se e OX y derazon - b’ esdecir

C J
Y == S’ !
a 4 b
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L os puntos de retroceso de la evoluta g y g - C—— se obtienen trazando, por
b

el cuarto vértice d del rectangulo construido sobre los semigjes OX y Ob positivos de la
elipse, lanormal a ladiagonal ab. La ecuacion de esta recta normal es

-ax+b+c?=0

Por tanto, encuentra alos gjes OX y QY respectivamente, en los puntos de retroceso
en cuestion. Los restantes se deducen por simetria.

3.2.2. Rectas ddl plano dadas en forma polar.

Sea (Dq )GITI unafamilia de rectas del plano, siendo el pardmetro g su angulo polar:

donde U es un vector unitario normal de la recta D, . Vamos a cadcular la envolvente
(1,v) delafamilia (D,),;, y laevoluta (1,¢) dd arco (I, ).

ql |
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El pie delanormal a D, trazada por el origen O, que denotaremos por h, describe

un arco (I ,ﬁ), denominado Podaria del arco (I , f) con relacién a punto O. Sea h =ri
la ecuacion de la Podaria en coordenadas polares, con r(qg) una funcién

r:1® R
La ecuacion cartesiana de la familia de rectas es:

(D,);,  xCosq+yseng=r(q)

q

Aplicando lo visto ya para e célculo de la envolvente, basta resolver e sistema
formado por la ecuacion y su derivada respecto del parametro q:

(Dy)s, - xSeng+yCosq=r1q)

La recta D'q es norma a vector U’(q) y pasa por € punto hy, definido como
h=r(g)u.

El punto caracteristicomde D, esm=D, C D',

La envolvente (I, f) de la familia (D,),;, tiene a (D), como familia de

normal es.

Laevolutadel arco (I , #) coincide, por consiguiente, con a propio arco (I, f). Es la
evolvente de la familia (D), .

Para hadllar esta evolvente, derivamos de nuevo
(D7%,);, - xCosq- ySenq=r"(q)

Larecta D", esnormal a vector Uy pasapor € punto h ta que ﬁz =- r"(q)m .

El centro de curvatura del arco (I, f) es c=D’,GD", . Laevoluta (I,¢) del arco
(1, ) esta definida por las coordenadas de ¢, solucion del sistema (D7, D, ).

3.3. Evolventes de una curva plana.

DEF Llamamos Evolvente de un arco (I : f) aotro arco (I, p) que admite a (I , f)
como Evoluta.

Sea € arco (I,f) dado en representacion normal. La ecuacion vectoriad de la
tangenteen m es:
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Vamos a obtener lafuncién | :1 ® R de forma que e arco (I, p) admite la recta
anterior como normal, " s 1.

N

@:_’ iT+|d_T_§[ d_O.I_ I_
dsg r

ds ds ds é

conr € radio de curvaturaen € punto si 1.

Para que % seanormal a T basta con que
dl
1+—=0
ds
de donde se deduce
dl =-dsb | =-s+k (conk = cte)

Obtenemos una familia parametrizada de los arcos (I,p,) xir Sendo k e
parametro, y su ecuacion.

f)k= F+(k' S)-I:

"k kTR "sil losarcos (I,p,) e(l,p.) admiten tangentes paralelas, ya que:

Aun més, sobre la norma comdn a los dos arcos, los puntos P (s) y py(s)
determinan un segmento de longitud constante |k - k’| yaque:

b b =l T
Decimos que las evolventes (1, p,) i r SON curvas paralelas.
La expresion (10) prueba que | = O implica que p'(s)=0. Es decir, § una

evolvente del arco (I , f) encuentra a este arco, € punto de interseccion es un punto
singular de la evolvente (en general, un punto de retroceso).
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4. EVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS.

4.1 Curvas en Forma Paramétrica.

Sea la ecuacion X =X(t,1). Dando a pardmetro | todos los valores posibles

obtenemos, para cada valor, un vector de posicion que sera funcion de la variable t, que
representard una curva. El conjunto de Curvas obtenidas sera funcion de la variable t,
gue representard una curva. El conjunto de Curvas obtenidas serd una familia de curvas
dependientes del parametro | .

Sea una recta tangente a cada curva de la familia en uno de sus puntos. Diremos que
esta linea es la Envolvente de la familia de curvas.

Si gqueremos determinar la anterior envolvente, se M un punto de la curva de la
familia que corresponde a un valor de | 'y supongamos que a este punto le corresponde
un cierto valor det.

Para que e punto M sea de contacto de la curva con la envolvente, es necesario que
losvaoresdety | existan unarelacion que se expresacomo | =1 (t) y la ecuacién de la
envolvente sera

% =x(t,1 (t))

Al ser M un punto en & que coinciden las rectas tangentes a la curva de la familiay
alaenvolvente, resulta que e vector tangente a la envolvente

",
m q adt

ha de ser igual a vector tangente a la curva.

ALS

qt

Por tanto, las componentes de ambos vectores deben ser proporcionales

m 1 t
y entonces
3
X I

— son linealmente dependientes.

obteniendo que los vectores Ll y
M= "

S hacemos
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A% TG
dete=—,—=x= 11
S o )

y eliminamos| entre las ecuaciones X = Y((t,l ) y (11) obtenemos la ecuacion implicita

de la envolvente.

4.2. Curvas en Forma Explicita.

Sea lafamilia de curvas parametrizadas dada como
X, =f(x,1)
Podemos convertirla a forma paramétrica introduciendo la ecuacion
X1 = X1
reduciéndose asi a caso anterior.

Laecuacion (11) se transforma en:

1 0 f
T 9fj=op 2-(x,1)=0 (12)
™% L

y eliminando | entre las ecuaciones (12) y x2 = f(xg, | ) obtenemos la ecuacion

implicita de la envolvente.

4.3. Curvas en Forma I mplicita.

S lafamilia de curvas viene dada por la ecuacién

f(x,%,1)=0 (13)

entonces, para ciertas condiciones

X =j (%.1)
luego, por la condicion (12)
T g
1l
y por tanto
lxﬂﬁ-{-ﬂ =0
™, 1 1
lo que implica
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it _
=0 (14)

que es la condicion de envolvente. Por tanto, basta eliminar el pardmetro | entre las
ecuaciones (13) y (14) para obtener la ecuacion de envolvente.

4.4, Propiedades de la Envolvente.

PROP Laenvolvente es € lugar geométrico de las posiciones limites de la interseccién
de cada dos curvas de la familia cuando tienden a confundirse.

Dem.
Sea lafamilia de curvas
f (X, %,,1)=0
y consideremos las curvas

tx%,1)=0 0
f (%, %, +Dl )=0p

Lacurva

F00x 1 +D)- F6%,1)
DI

pasa por el punto comun a ambas curvas consideradas (punto caracteristico) y cuando

DI ® 0 d movimiento que lleva a la segunda a confundirse con la primera desplaza a
éste, de forma que la posicién limite del punto comin seré&:

f (%%, ):o{;.
E:O y
|l b

gue son las condiciones de envolvente de una familia de curvas.

PROP La envolvente contiene a lugar geométrico de los puntos singulares de las
curvas.

Dem.
Sealafamiliade curvas f(x,,x,,1)=0.

L os puntos singulares vienen dados por las condiciones
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L y T (15)

T %

Si de estas dos ecuaciones despejamos % Yy % en funcion de | , tendremos un punto
singular paracadavalor del , € cua debe satisfacer la ecuacion de la familia. O sea:

f(x(1)x,(1)1)=0

y derivando respecto al :

ﬂx%+1x%+ﬁ:0
™% MM 9x, d 1

y teniendo en cuenta (15) queda

gue es la condicién de envolvente.

Por tanto, resulta interesante a hallar la envolvente de una familia eliminar e lugar
de los posibles puntos singulares de las curvas de la familia.

Reciprocamente, de las relaciones

deducimos las ecuaciones paramétricas de la linea
x=x()  %=x()
cuyos puntos satisfacen la ecuacion de lafamilia, es decir:
£l (1) (1)1 )=0

y derivando respecto al :

ﬂx%+1x%+ﬁ:0
™% d  qx, dl Tl

y como

It _
1l

resulta
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i dx,

% _d_
‘ﬂf dx
1%, d

gue nos dice que la linea obtenida y cada una de las curvas de la familia son tangentes.

6. CONSTRUCCION DE ALGUNAS CURVAS.

TEOREMA El arco de evoluta es igua a la diferencia entre los radios de curvatura
correspondientes a los extremos del arco de evoluta.

Dem
L B Sealacurva % = X(s) y laecuacion de su evoluta
% T 4
% = X(t)+ pxN(s) (16)
/ 4 Vamos a demostrar que el arco CD de la evoluta
esigua aladiferencia de los radios de curvatura en
AyB.
Derivando (16) tenemos
dx _ = - dN _ = <y =
— =T+r’(s)*N(s)+r(s]—=T +r’(s)xN(s)- T
X =T ()9 + () =T + (9 (9

luego

&= (9N(s)

S llamamos s a arco de evoluta

dX ds
ds ds

luego

ds _dr 8
E:Ep SCD=er=I’B-I’A c.g.d.

Del teorema anterior deducimos la manera de construir de forma practica la
evolvente: Bastaria suponer una linea arrollada sobre la evoluta e irla extendiendo
manteniéndola tensa. El punto tomado como origen para tal desarrollo describe la
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evolvente. Ahora bien, al variar ese punto obtenemos diferentes evolventes, todas ellas
paralelas, de la misma curva evoluta.

Por otra parte, la podaria de una curva respecto de un punto C es € lugar geométrico
de los pies de las perpendicul ares trazadas por C a las tangentes de la curva.

Puede considerarse la podaria como envolvente de las circunferencias de didmetro
CA donde A es € punto de la curva donde se traza la tangente y la normal.

En efecto, si lacurvaes % = X(s), latangente en uno de sus puntos es

X=X(s)+IT
Laperpendicular por C aestarectaes
X=C+nN
Si entre estas ecuaciones eliminamos s, | 'y mobtenemos la ecuacion de la podaria.

S la curva viene dada por X, = f(xl) se procesa de forma analoga obteniendo
como normal en C:

X, - w-ﬁ(xf c,)

Si consideramos la circunferencia de diametro AC:
(% - c)x - a)+(x-c)x,-a)=0

y queremos hallar la envolvente, derivamos respecto de &

(x, - 9)+(x2-cz)><z%=0

y dividiendo ambas ecuaciones, después de transformar |os términos

1
X- & :af(xz - az)

2
quecon a, = f(a,) nosdan |as ecuaciones obtenidas anteriormente.

5.1. Trazado dela Evolvente de la cir cunferencia.

La evolvente de la circunferencia es la curva engendrada por un punto de una recta
gue se mueve, apoyandose sin desplazamientos sobre una circunferencia. Las
ecuaciones paramétricas son
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x =r xcosa +(ra + h)senad
y=rxena- (raz h)cosak;

Veamos cua es el procedimiento para su trazado.
Paso 1: Trazamos la circunferencia evoluta con radio r.
Paso 2: Dividimos la circunferencia en n partesiguales. En € dibujo tomamos n = 12.

Paso 3: Por cada punto obtenido de la division anterior, trazamos rectas tangentes a la
circunferencia.

Paso 4: Si & punto de tangencia C correspondiente a la particion O es punto de la
evolvente, trazamos € arco de centro € punto 1y radio ladistanciadel punto 1 a O.

Paso 5. Repetimos €l proceso haciendo centro en e resto de puntos y como radio la
distancia de dichos puntos al O.

5.2. Trazado de la curva Pericicloide.

Esta curva presenta caracteristicas muy similares a la anterior. La diferencia esta en
gue las tangentes a la circunferencia, que van a apoyar la construccién de la evolvente
serén de circunferencias en lugar de rectas. Los lados concavos del dichos arcos tocaran
a lado convexo de la circunferencia inicial e evoluta, siendo los radios de aquellos
mayores que |os de esta.
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5.3. Trazado dela curva Epicicloide.

Un punto P de una circunferencia que rueda sobre otra fija describe la curva
epicicloide.

De su construccion gréfica obtenemos sus ecuaciones paramétricas

x = (r +a)>cosa - arcose +19
éa g 1

. Ay

y=(r +a)xsena- axsen® +1%a i
ea g b

Su construccion gréfica es:
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5.4. Trazado dela curva Cardioide.

Si en €l trazado de la Epicicloide, ambas circunferencias, la movil y lafija, son de la
misma dimension, obtenemos la Cardioide.

5.5. Trazado de la curva hipocicloide.

S a rodar una circunferencia sobre otra fija €l contacto es interior, las curvas
descritas por los distintos puntos, unidos invariablemente a la curva mévil, describen
hipocicloides. Las ecuaciones paramétricas son:

x=(r - a)cosa+axosZ - 1%ay
éa g |
y=(r- a)sena - axsen®- - 124l
ea g b
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