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TEMA 4

NUMEROS ENTEROS. DIVISILIBIDAD. NUMEROS PRIMOS. CONGRUENCIA.

1. INTRODUCCION.

Este tema se divide en cinco partes fundamentales. La primera parte son Los
NuUmeros Enteros. Comenzaremos definiendo e conjunto de los nimeros enteros.
Definiremos en é la operacion de suma, que lo convertira en grupo abeliano. Luego la
operacion producto, constituyendo un grupo multiplicativo abeliano con elemento
unidad. Ambas operaciones nos creardn e anillo de los nimeros enteros. Y a final
trataremos de los ideales en €l anillo, que se caracterizan por ser subconjuntos formados
por los multiplos de un nimero entero.

La segunda parte es la Divisibilidad. La divisibilidad en e anillo de los nimeros
enteros se define de forma precisa en términos de ideales. Por dltimo veremos la
existenciay unicidad del Méaximo Comun Divisor y Minimo Comun Mdltiplo.

En la tercera parte definiremos los nimeros primos y veremos sus propiedades.
Aqui hemos de resaltar € teorema fundamental de la aritmética.

En la cuarta parte trataremos con congruencias y en la dltima veremos los criterios
de divisibilidad méas importantes.

2. LOSNUMEROSENTEROS.

En el tema 1 definimos el conjunto de los nimeros naturales, € cual tiene estructura
de Semianillo conmutativo. Ahora tenemos que ampliar dicho conjunto. EI motivo es
gue ecuaciones del tipo x+m=n donde se verifica que m>n no tendrian solucién. Por
tanto, hemos de construir un nuevo conjunto en el cual esas ecuaciones siempre tengan
solucion. Ese conjunto ha de estar dotado de una operacion interna (suma) que sea
extensién de la operacion interna de N y que verifique que todo elemento tiene
simétrico.

2.1. Construccion deZ.

DEF Sead conjunto NxN={(ab) / & N, bi N}. Sobre este conjunto definimos la
relacion R A

(ab)R(c,d) U atd=b+c
PROP Larelacion R es unarelacion de equivalencia.

Dem.

Para que R sea una relacion de equivalencia, debe verificar las propiedades
reflexiva, smétricay transitiva.

a) Reflexiva atb=b+ayaque N es conmutativo b (ab)R(ab)
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b) Simétrica (ab)R(c,d) P atd=b+c b btc=atd b
Aplicando la conmutatividad c+b=d+a P (c,d)R(ab)
¢) Trangtividad
(ab)R(c,d) b atd=b+c
(c,d)R(ef) b c+f=d+e
Sumando ambas expresiones miembro a miembro
atd+ctf=b+ctd+e b atf=b+e b (ab)R(ef)

Por tanto R es una relacion de equivalencia.

COROLARIO Laredaciéon R sobre NxN define un conjunto cociente cuyos e ementos

son las clases de equivalencia [(a,b)] donde

[(@b)]={(mn)T NxN / (mn)R(ab)}

DEF Se define e conjunto de los nUmeros enteros, y o representamos por Z, como el
conjunto cociente NXIN/R. Es decir Z=NxN/R

OBS Sabemos que toda clase de equivalencia queda determinada dando un
representante cualquiera de la misma. Por convenio, los representantes de las clases de
equivalencia serdn aquellos pares ordenados que tengan a menos una de sus
componentes nula

Se pueden dar tres casos, dado (a,b)T NxN
1) ab

En este caso existe mi N tal que a=b+m. Entonces se verifica (a,b)R(m,0).
Todos los elementos de [(m,0)] son de laforma [(m,0)]={ (b+m,b) / bl N}.

Al representante de [(m,0)] lo denotaremos con el simbolo +m, o simplemente,
m. El conjunto Z'={[(m,0)] / ml N} lo Ilamaremos conjunto de los nimeros
enteros positivos.

2) a<b

Existe nl N ta que a+n=b. Se verifica (ab)R(0,n). Todos los elementos de
[(O,n)] son de laforma[(0,n)]={(aa+n) / a N}.

Al representante de [(O,n)] lo denotaremos con e simbolo —. El conjunto Z°
={[(O,n)] / nl N} sellamaré conjunto de los ndmeros enteros negativos.

3/35



3) a=b

Se verifica que (ab)R(0,0). Todos los elementos de [(0,0)] son de la forma
[(0,0)]={(aa) /al N}.

Al representante de [(0,0)] lo denotaremos con el simbolo O.
Ahora ya estamos en condiciones de afirmar que Z=Z'E{0}EZ
PROP El conjunto Z es una extension de N.
Dem.
Bastaver que NI Z lo cual es evidenteyaque Ol Nb 01 Z
"nl N-{O} P [(nO)]T Z'l Z

2.2. El Grupo Aditivo de los NUmer os Enter os.

Vamos adefinir en Z la suma para dotarlo de estructura de grupo.
DEF Definimos la sumaen Z como
+ZXZ® Z
con (a,b)x(c,d)l ZxZ, entonces +((a,b),(c,d))=(atc,b+d)
Notacion: La expresion +((a,b),(c,d)) se representa por (a,b)+(c,d).
PROP Lasumaasi definida no depende del representante elegido.
Dem.
Sean (ab)R(@,b’) y (c,d)R(c.,d)
Paraver que [(a,b)+(c,d)]=[(a ,b’)+(c’,d")]
tendremos que probar que ((a,b)+(c,d))R((a ,b’)+(c’,d"))
(ab)R(@,b) b atb’'=a+b
(c,dR(c',d) b c+d'=c+d
sumando ambas expresiones miembro a miembro
atctb’'+d =a+c'+b+d b (atcb+d)R(@+c ,b’+d) b

b ((@ab)+(cd)) R((@.b)+(c'.d))
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PROP La operacion de suma definida anteriormente verifica las siguientes propiedades:
1) Asociativa [@b)]+([(c.d)]+[(eNHD=([(ab)]+[(c.d)])+[(ef)]

2) Conmutativa:  [(ab)]+[(c,d)]=[(c.d)]+[(ab)]
3) Elemento Neutro: [(0,0)], yaque [(ab)]+[(0,0)]=[(ab)]=[(0,0)] +[(ab)]
4) Elemento Opuesto: " [(ab)] $[(ba)] tal que [(ab)]+[(b,a)]=[(0,0)]

Dem.
D [@b)l+((cd)l+(eh]) = [(@b)]+((cted+)]) = [(at(cte),b+(d+f))] =
= [((atc)+e,(b+d)+f)] = [(at+c,b+d)]+[(ef)] = ([(ab)]+[(c.d)])+(ef)]
2)  [(@b)]+[(cd)] = [(a+cb+d)] =[(c+ad+h)] = [(c.d)]+[(ab)]
3  [(@b]+[(0,0)] = [(a+0,b+0)] = [(ab)]
[(0,0)]+[(ab)] = [(0+&,0+b)] = [(ab)]
Por lo tanto [(0,0)] es el elemento neutro y se representa por 0
4  "l@&b)] [(@b)]+[(b,a)] = [(a+b,b+&)] =[(0,0)]
Luego e opuesto de [(a,b)] es[(b,a)]
Es el llamado elemento simétrico con respecto ala operacion de suma.
PROP El simétrico de cada nimero es dnico.
Dem.
Sea[(ab)].  Supongamos que admite dos simétricos: [(b,a)] y [(c,d)]
[@b)]+[(b:a)] =[(0,0)] = [(b)]+[(cd)] P [(ath,b+a)] =[(at+c,b+d)]
Y paraque las clases sean iguales, sus elementos han de estar relacionados:
(a+b,b+a) R (atc,b+d)

lo quesignificaque atb+b+d = b+atatc

Aplicando laley de simplificacionen N b+d = at+c
y €30 €s (b,@ R (c,d)
y por tanto [(b,a)] = [(c,d)]

y ambos elementos son el mismo.
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OBS Engenera " ni Z, se designa asu simétrico por —n
Como conclusion, la operacion suma definida junto con las operaciones que hemos
comprobado que verifica, nos indican que (Z,+) es un Grupo Abeliano.

Una consecuencia de la definicion de suma, y por ser (Z,+) un grupo, se verifica la
propiedad cancelativa en la suma de nimeros enteros.

PROP" p,arl Z. p+tg=p+r b g=r
Dem.
Comopl Z b $(-p)l Z/ p+(-p)=0

pto=ptr b (-p)+(ptq) = (-p)+(ptr) P

Aplicando la propiedad asociativa ((-p)+p)+q = ((-p)+p)+r P
Aplicando la propiedad de existencia de opuesto 0+q=0+r P
Aplicando la propiedad de existencia de neutro g=r
Ahora que ya tenemos a (Z.+) como grupo podemos afirmar:

1) Existe una operacion inversa alaadicion, que llamaremos diferencia

"mnd Z mn=m+(-n)

2) Laecuacion x+m=n conm,i Z esresolubleen Z, sendo la solucién x=n+(-m)
y esUnica.

DEF Se define la sustraccion o resta de nimeros enteros como la suma del primero
con e opuesto del segundo. m-n = m+(-n)

Esta operacion es interna en Z, pero no verifica las propiedades conmutativa y
asociativa.

Veamos que la suma de nimeros enteros se corresponde con la construccion que
hicimos de Z:

1) +m+n=[(M,0)]+[(n,0)] = [(M+n,0)] = +(m+n)
2) —m+(-n) = [(Om)]+[(0,n)] = [(O,m+n)] = -(m+n)
3) +m(-n) = [(M,0)]+[(O,n)] = [(m,n)]

8 S m>n b [(mn)] =+(m-n)

b) S m<n b [(m,n)] =-(n-m)

gSmen b [(Mn)]=0
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2.3. El Semigrupo Multiplicativo de los NUmer os Enter os.

Vamos a definir en Z una operacion producto tal que &,)) sea un semigrupo
conmutativo con elemento unidad, prolongando el producto definido en N.

DEF Definimos la multiplicacion de nimeros enteros como:
T IXZ® Z
con (a,b)x(c,d)i ZxZ, entonces -((a,b),(c,d))=(ac+bd,ad+bc)
Notacion: La expresion -((a,b),(c,d)) se representa por (a,b)-(c,d).
PROP El producto asi definido no depende de los representantes el egidos.
Dem.
Sean (ab)R(a,b’) y (c,d)R(c.,d)
Para ver que [(@b)-(c.d)]=[(@,b")(c".d)]
tendremos que probar que ((a,b)-(c,d)R((a’,b’)-(c’,d"))
gue es equivalente a actbd+ad +b'c’ =ad+bc+tac +b'd
Vamos aver gque se verifica esa igualdad en dos pasos:
Paso 1:
Comprobar: (@abR@,p) y (cdR(cd) P (ab)¥cd) R (a,b)%cd)
actbd+a d+b’c = (atb’)c+(bta)d =
Como (ab)R(&,b’) b atb'=bt+a
= (b+a)c+(at+b’)d = ad+bc+a c+b'd
Uniendo ambos extremos. ac+bd+a d+b’c = ad+bc+a c+b’'d
Que eslo mismo que (a,b)-(c,d) R (& ,b')-(c,d)
Paso 2:
Comprobar: @p)rR@,p)y (cdr(c,d) p (@,)(cd R (a,n)(c,d)
La demostracion de este paso es andloga a la anterior.
Como larelacion R es transitiva, tenemos que:

(ab)(cd)R(@,p’)(cd) y (a,b)(cd)R(@&,b)(c,d) b
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b (ab)(cd) R (a.b)(c’.d)
gue eralo que queriamos compraobar.

PROP La multiplicacion de niUmeros enteros cumple las siguientes propiedades:

1) Asociativa: "mnpl Z (m:n)-p=m-(n-p)

2) Conmutativa: "mn Z m-n=n-m

3) Elemento Neutro:  $el Z " mil Z m-e=m=e-m siendo e=1
Dem.

Seam un representante de la clase [(a,b)], nde [(c,d)], p de[(ef)] y e de[(e1.e)]
1) (m-n)-p=([(ab)]-[(c.d)])[(ef)] = [(actbd , ad+bc)]-[(ef)] =

= [((ac+bd)e+(ad+bo)f , (ac+bd)f+(ad+bc)e)] =

= [(ace+bde+adf+bef , acf+bdf-+ade+bce)] =

= [(a(cetdf) +b(de+cf) , a(cf+de)+b(df+ce))]

= [(ab)]-[(cetdf , de+cf)] = [(ab)]-([(c.d)]-[(&f)]) = m-(n-p)

2)  mn=[(a,b)] X(c,d)]=[(ac+bd, ad+bc)]=[(cat+db, dat+cb)]=[(c,d)]k(a,b)]=rm

ae +be, =ai
€ +D0e, Up

3 mem b (@bl el=E] P

Para resolver e sistema de ecuaciones multiplicamos la primera por ay la segunda
por b

a’e +abe, = a°ll
abe, +b’g = bzz,
restando ambas ecuaciones: a’ei-Pe=&-* b e=1
sustituyendo en la primera ecuacion obtenemos e,=0
Luego e=[(1,0)]=11 Z
Por conmutatividad m-e=e:m

Y a estamos en condiciones de poder afirmar que (Z,-) es un semigrupo conmutativo
con elemento unidad.
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PROP Otras propiedades del producto de nimeros enteros son:
1) Ley de Simplificacion: " mn,pl Z-{0}, s mn=mp P n=p

2) El cero es un elemento absorbente: "m Z m0=0
3) Znoposeedivisoresdecero: " m,i Z,ss mn=0 b m=0 6 n=0
Dem:
A demostrar por € lector
OBS Teniendo en cuenta la definicion que hemos dado de nimeros enteros (tanto
positivos como negativos) y la definicidon de producto, podemos obtener |a Regla de los

Signos:

1) +men=[(m,0)]F(n,0)]=[(mvn,0)]=+(mn)
2) +mx-n)=[(m,0)]£(0,n)]=[(0,mn)]= - (m>x)
3) -mn=[(0,m)]*¥(n,0)]=[(0,men)]= - (m>n)
4) -mx-n)=[(0,m)1¥(0,n)]=[(mpn,0)]=+(rm>n)

PROP Propiedad distributiva del producto respecto de la suma:

"“mn pl Z 1) mn+p)=mn+myp (por laizq.)
2) (M+n) p=mp+np (por lader.)

Dem
Como ambas demostraciones son andlogas, solo haremos una:
1) Seam un representante de la clase [(a,b)], n delaclase [(c,d)] y p de[(ef)]
mxn+p)=[(ab)]X[(c.d)]+[(eN])=[(ab)] ¥(cte,d+f)]=
=[(aXc+e)+bXd+f), a(d+f)+b(c+e)]=[ (ac+aet+bd+bf, ad+af+bc+be)]=
=[(ac+bd+ae+bf, ad+bc+af+be)]=[ (ac+bd, ad+bc)]+[(ae+bf, af +be)]=
=[@b)]*(c.d)+[(ab)]*(ef)]= mnt+mp

PROP El conjunto Z, con las operaciones de suma y producto definidas es una
extension de N, con sus dos operaciones de sumay producto.

Dem
Definamos la aplicacion f: N® Z con f(n)=+n

Esféacil comprobar que:  f(m+n)=f(m)+f(n)
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y  f(mn)=f(m)*(n) "mnl N
Basta tener en cuenta la definicidn de sumay producto en Z.

2.4. Anillo delos NUmer os Enter os.

Como (Z,+) es un grupo abeliano, (Z,¥ es un semigrupo conmutativo con
elemento unidad y se verifica la propiedad distributiva por ambos lados, entonces
(Z,+,% tiene estructura de Anillo Conmutativo unitario.

Veamos agunas de las propiedades de (Z,+, %
PROP El anillo de los nimeros enteros no posee divisores de cero. Es decir:
"mn Z S mn=0 P m=0 6 n=0

DEF (Z,+,% es un dominio de integridad, ya que es un anillo conmutativo con
elemento unidad y sin divisores de cero.

PROP El cero es un elemento absorbente. Es decir: " al Z a®=0%=0

Dem

Sabemos que " bl Z se verificaque b+0=0+b=b

Teniendo en cuenta esto: ab=axb+0)=ab+aX
Aplicando laley simplificativa: 0=ax%
De formaanaoga para: 0=0a

PROP "abl Z b a¥-b)=-(ab)=(-a)%
Dem
Sabemosque" bl Z $(-b)i Z / b+(-b)=0
b+(-b)=0 P afb+(-b)]=a® P abta(-b)=0 P ax-b)=-(ab)
De forma andl oga se comprueba que (-a)=-(ab)
PROP "d Z (-a)%b)=ab

2.5 ldealesen € Anillo delos NUmeros Enteros.

Sabemos que Z es un anillo conmutativo unitario y ademas es un dominio de
integridad, ya que no posee divisores de cero.

Vamos a definir ahora el concepto de ideal.
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DEF Seal un subconjunto de Z. Se dice quel esunideal de Z s verifica:
a) | esun subgrupo aditivo de Z.

b) "a Z "x | secumple axi |

OBS El subgrupo de Z formado por todos los multiplos de un entero cualquiera
ml Z esun idea de Z. La comprobacion es trivial.

El ideal o representamos por (m).

Ya que los multiplos de m coinciden con los de (-m), por convenio, a hablar del
ideal (m) tomaremos un positivo.

Comprobemos que todo ideal de Z es de laforma (m).

PROP Dadounided | de Z, se verificague I=(m) para un entero m convenientemente
elegido.

Dem

Por ser | un ideal, se verificall Z.

S 1=(0), la proposicién gueda demostrada.

Supongamaos pues que I (0). Entonces | debera contener enteros positivos. Sea m el
menor de los enteros positivos de |. Comprobemos que 1=(m), y lo haremos por doble
inclusion.

(mi | Comomil elesunidea b (M) |

1 (m) Supongamos que | E(m) y llagaremos a una contradiccion.

ComolE(m) P $a (m)/a (m)
Si dividimos a por p obtenemos: a=mx+r con r<m
S r=0pb amgb a (m Faso Iluego 0<r<m
Sea el nimero entero r=a-mq
Comoall, mil b amgi| b 1l
Pero r<my m era el entero positivo mas pequefio de I. Contradiccion.
Lasuposicion esfasay 11 (m)
El subconjunto constituido por e elemento O es un ideal y se llama, ided O,y se

designa por (0). Como Z posee elemento unidad, se verificaque (1)= Z
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Los idedes (0) y (1) se llaman idedles impropios. Los restantes, S existen, se
Ilaman ideal es propios.

DEF Seal unidea. Diremosquel esunidea principal si estd engendrado por un solo
elemento.

COROLARIO Todo ideal de Z esunided principal.

DEF (a) esun subideal de (b) si (a)i (b)

Con los idedles de Z podemos definir las operaciones de suma e interseccion de
ideales, dando como resultado un nuevo ideal.

PROP 1) (@+(b)={pl Z /p=m+n, mi (a), A (b)} esun ideal
2) @C(0)={pl Z/zI (8 y d (b)} esunidea
Dem
1) Seanm,d (8)+(b) P m=ay+b; y n=a+b, con
a2l (@ y bubel (b)
m-n=(ay+b1)-(ao+b2)=(ar-ap)+(b1-b)
Como: ag-&l (8) ybi-bol (b) por ser (@) y (b) ideales se verificaque:
m-l (a)+(b) 1)
Seanl (@+(b) b n=atb; con &l (@) y bil (b)
" Z cn=c(aith)) b c.n=ca+ch;
Se verificaque cail () ychil (b)
entonces c.ni (a)+(b) )
De (1) y (2) se deduce que (a)+(b) es un ideal.
2)Sean mA (@C(b) P mnl @ y ma () P m-r(a) y md (b) P
b m-i (8C(b) 1)
Seanl (8)C(h) y cl Z b Como ni (a) y i (b) se verificaque:
ncl (@ y ncl (o) P ncl (QC(b) (2

De (1) y (2) se deduce que (8)C(b) es un idedl.
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V eamos ahora algunos ideales especiales
DEF Diremosque unided | esprimo s verifica
1) 1z
2l b mlonl.
PROP |=(m) esunideal primo de Z s y sblo s m es un nimero primo.
Dem

OBS Como Z es un dominio de integridad, los ideales impropios son primos y por
tanto los excluiremos de la demostracion.

“p
Demostrar: (m) esideal primo b (m) es nimero primo.
Esequivalentea m no esnimero primo P (m) no esideal primo.
Si mno es un ndmero primo b $abl Z/ m=a+b conat +1y bt +1.
Podemos considerar ay b positivos, luego: mi (m) y m=ab

Peroal (m)y bl (m) yaque m es e entero positivo més pequefio. Por tanto (m) no
es primo a no verificar la segunda condicion de la definicion.

“(y»
Seam un ndmero primo y akl (m) b ak=r»m
Como m es primo, deberiadividiraaob P al (m) 6 bl (m)

DEF Diremos que unidea M es maximal s verifica

1) MZ
2 "IN Z idedy MI | b 1=Z 6 I1=M

DEF  Llamaremos numeros primarios a los nimeros de la forma @' con p primo y
nl N* (N*=N-{0})

DEF Losideales primarios de Z son los generados por € 0y las potencias positivas
de los nimeros primos.
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3. DIVISIBILIDAD.

3.1. Divisibilidad de NUmer os Enter os.

DEF Sean abl Z, diremos que “a divide a b” o “a es un divisor de b” 6 “b es un
multiplo dea” y lo denotaremos por ser alb 6 b=4& si:

$cl Z/ b=ax
OBS A partir de ladefinicion es féacil comprobar que:
1) 1a "a Z 1/a yaque $al Z/a=1xa
2al0 "al Z al0 yaque $01 Z vy se verifica 0=a®
PROP "abcl Z severifica
) "d Z aa
2) Siabybic b alc

3) Siabybla b ath

D"d zZ $1 Z/a=1=
2)Siab b $ml N/ b=ax
X } P c=(a@m)r ; c=a(nm)
Siblc b $mpl N/ c=bxp
Como: ol Z b alc
3)Siab b $mi N/ b=am
} P a=b*y, ; a=(a¥n)*p
Siblab $ml N/ a=bxp
P a=afm¥p) P a=a{nm)=0 b a(l- nprp)=0
S a0 b como b=axy tenemos b=0
Sa0 b 1- m¥xp=0 porser Z undominiodeintegridad b
P nmm=1 P m=n=1 6 m=n=-1
Se deduce pues que ab 6 a=b

Si consideramos € par (Z,/), vemos que verifica la propiedad reflexiva (apartado 1
de la proposicién anterior) y la propiedad transitiva (apartado 2 de la proposicion
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anterior). En cambio no verifica la propiedad antismétrica. Por tanto, (Z,/) es un
conjunto preordenado. Si un nUmMero entero y su opuesto fuesen e mismo se verificaria

la propiedad antismétricay (Z,/) seria un conjunto ordenado. Eso no es posible, pero
vamos a evitar esa dificultad considerando equivalentes un nUmero y su opuesto.
DEF Diremos que dos nimeros enteros, ay b, son asociados s verifican alb y b/a.

OBS Los nimeros asociados se obtienen multiplicando por 1y por —1.

Al conjunto formado por e 1y —1 lo vamos a denotar por U={1,-1} y forman un
grupo multiplicativo.

DEF Definimos larelacion “ ser asociados’ y la denotaremos por E a:
aEb U aby ba
PROP Larelacion E esunarelacion de equivalencia
Dem
Reflexiva Dado al Z severificaala b aEa
Simérica aEb P abybla P blayab b bEa

Transitivaa aEb P abybla
bEc P blcycb

Como abyb/lc b alc ycomo cbyb/a b cla
Entonces: aEc

La relacion de equivalencia “ser asociados’ define clases de equivalencia donde
" al Z subclase de equivalenciala denotaremos @ y Z/E es el conjunto cociente.

A los elementos del conjunto cociente (las clases de equivalencia) se les llama
numeros asociados.

a={bl Z/au=b con ul U}
S: a0 b 0={0}
S: a0 b a={a-3

Y a estamos en condiciones de generalizar larelacion de divisibilidad definidaen Z
al conjunto Z/E

DEF Dados a,b1 Z/E, diremosque a dividea b s $ci Z tal que b=ax
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Con esta nuevarelacion de divisibilidad podemos afirmar:

PROP La relacion de divisibilidad definida es una elacion de orden y € conjunto
(Z/E, ) es un conjunto ordenado.

OBS En lapréactica, no hablamos de divisibilidad de nimeros asociados, pero al tratar
la propiedad antismétrica, se consideraran las clases (0 numeros asociados), no los
numeros entre si
PROP Ladivisibilidad entre nimeros enteros verifica

1) S abyac b abtc yalb-c

2) Siab"clZ b abx

Dem
1) ab b $ml Z/ b=axy

ac b $ml Z/ c=axy

bt+c=ary+axy = aXm+rp) ; Como n+ml Z b albtc
b-c=axy-axp = aXm-np) ; Como n-mpl Z b alb-c

2) ab b $mi Z/b=ax
Al multiplicar ambos miembros por d Z
bx=(axy)x ; bx=axmx) ycomo nxl Z b abx

3.2. Divisibilidad en & Anillo delos Numer os Enter os.

DEF Seanabl Z. Diremos que “a divide ab” y se escribe alb cuando (b)i (a).
Ejemplo: 5/10 yaque (10)I (5)
PROP Seanabl Z. Las definiciones vistas:
1) alb s $cl Z/ b=ax
2) ab s (bl (a son equivalentes
Dem
1) b 2

Sabb $c Z/b=ax b bl (8 b (b) (8 porser Z un anillo principal.
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2) b 1)
Siabb (b)i@ P bl(@ P $c Z/b=ax porser Z un anillo principal.
PROP Dadosabl Z, son asociados U  (a)=(b)
Dem
“p

iab p (b) I @u

iba b @i B (b=

Como ay b son asociados b aEb b

1@1 (b) P bia i

@@= P Tt @ b alb )

P aEb P ayb sonasociados.

OBS Unided en Z esta engendrado por un elemento o por su opuesto (son los que
pertenecen ala misma clase segun la relacion de equivalencia “ ser asociado”).

DEF Sediceque a dividea b,y seescribe 5/5 cuando (b)1 (a)
PROP "abl N conab severifica
1) ab” con N
2) alo|
3) lal/lb]
4 b0 b [aEp|
Dem
1) Como ab b $ml N/ b=axy
n=1 trivia
n=k-1 supongamos cierto que alb**
n=k comoab“! b $nl N/ b =an;
b=b.b* *=axy @,
Sea: ne= am¥il Z b'=an, b a/rf

2) S kP00 ab porhipotesis
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Sib<0 comoab $ml Z/b=ary b -b=af-ny) b al-b
entonces: alb|
3) y 4) Son analogas.

3.3. Maximo Comun Divisor y M inimo Comutin M ultiplo.

DEF Sean abl Z. Llamaremos “Mé&ximo Comin Divisor” de a y b a dl Z
verificando las siguientes condiciones:

1) daydb
2) $d Z/daysb b gd
OBS desd mayor delosdivisores comunesdeay b.
Podemos facilmente extender la definicion a un nimero de elementos de Z.
DEF Sean &, &, &, ..., &)l Z. LlamaremosM.C.D.dea; ® a, adl Z verificando:
1) da "i:l,...n
2) $d Z/d3 "i:1,...n b gd
Diremos que d=mcd(ay ® &)

Las proposiciones que siguen vamos a demostrarlas para dos elementos, siendo su
extension an e ementos, inmediata.

PROP Seanabl Z. (a)+(b)=(d) s y solos d=mcd(a,b)
Dem

“D ”

Hemos de probar que se verifican las siguientes condiciones de la definicion:

_ jal (d) b a=dx, b da
1) Como (a)+(b)=(d) b abl (d) P |, -
ibl (d) P b=dm, b db
2) Supongamosque $sl Z ta que say /b
da b aswm
gb b b=s¥p

como (a)+(b)=(d) b d=axy+bxp=sxm+s¥pxy P d=s(mpm+X¥pxy) b gd
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uU ”

Comod=m.cd@ab) b diaydb b al (d)ybi (d) b (@l (d) y (b)i (d) P
b (@+(0)l (d)

Paraver lainclusiéon a contrario:

como la suma de ideales es un nuevo ideal y en Z los ideales son todos principales
b $d Z/ (a)+(b)=(s)
pero entonces day gb

Por ser d=mcd(ab) P s/d P (d)I (9)=(a)+(b) por tanto (d)=(a)+(b)

OBS La proposicion anterior demuestra la existencia de mcd de un nimero finito de
elementosde Z.

PROP Sean abl Z. Se verifica que e med(a,b) es tnico, salvo factores unidad de Z.
Dem
Supongamos $d,d'T Z / d=mcd(a,b) y d’ =mcd(a,b)
Delaproposicion anterior  (a)+(b)=(d)=(d")

1dl (@) P d=d d
Como (d)=(d) P | .. b d=dydx
1dl (d) p d=d,d

Por ser Z un dominio de integridad P dixhb=1 b di=db=1 o] ch=d,=-1
Por tantod y d’ o son iguales o difieren en un factor unidad.

Por convenio, se toma como mcd e nimero positivo.

Teorema de BEZOUT.

Si d=mcd(a,b) entonces existen dos nimeros| ,m Z tales que d=I a+nb
Dem
d=mcd(ab) P (d)=@)+((b) P $m,nl Zta qued=m+ncon A (a) y ni (b)
P m=a% paraaginli Z yn=bsparadginm Z b d=l atnb

Algoritmo dela Division

Sean a,bl Z con b>0. Entonces existen g,f Z Gnicos tales que:

a=bx+r con Ofr<b
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Dem
Existencia  Seanabl Z con b>0
Construimos el conjunto S={a-bn/ A Z y abn esun nimero Natural}
Es facil comprobar que S no es vacio:
Sia=0 P tomandon=-1 ab(-1)30
S a0 b tomandon=-& ab(-&)=at+b.a?30

Aplicando € principio de buena ordenacion de N, que dice que todo
subconjunto de N no vacio, tiene un minimo, existe r=min S

Luego r=a-bx paraun determinado gl Zy 130
Por tanto: a=bx+r con r30.
Comprobemos ahora que r<b

Supongamos que r3 b P a-bg-b=a-b(q+1)i
r-n3 o0 g
y r-b<b yaque b>0

br-bl S

Pero sabemos que r=min S luego eso es imposble. Por tanto la
suposicion esfalsay r<b

Unicidad

Supongamos que existen q,r,q ,r'l Z tales que a=b.q+r=b.q’+r’ con CEr<b y
OEr’ <b. Supongamos ' £r

Entonces tenemos que: b(q-q)=r-r'u
j P q-0=0
pero como r-r<b g

ysiq-g=0 b r-r'=0 yseobtienequeqg=q’ y r=r'.

DEF Dados abl Z, diremos que a'y b son coprimos (0 sea, son primos entre si) S
mcd(a,b)=1.

PROP S mcd(ab)=d paraabl Z mcd% bo_

Dem

Simed(ab)=d b dia db



Por & Teorema de Bezout: $ImZ/d=l atnb b

p 1=l 3em2 b 1 BOE0
d d edg edg{'/ b 8329+8§9_(]) b
ycomo (1) =Z b 8@9+8@9] @! edg édg
dg edg 'p
P mcd @’99:
éd dg
Teorema de EUCLIDES. Siabx y mcd(ab)=1 b alc

Dem

Como med(a,b)=1. Por el teorema de Bezout $I ,m Z/ 1=I atnb

Al multiplicar laexpresiénporc b c=l actnbc

b | ac(
o 9/a &l ect P aflactnbc b alc
Por hipbtess a/bc b a/nbc%

DEF Sean abl Z. Llamaremos “Minimo Comun Multiplo” deay bam Z s s
verifican las siguientes condiciones:

1) amy b/m
2) $nl Zta quea(nyb/n b min
OBS m ese menor de los mltiplos comunes de ay b.

Esinmediato extender la definicion a un nimero k de elementos de Z.

DEF Seanay, &, &,.., &l Z. Llamaremos minimo comin mdltiplodeay, ® a am Z
verificando las siguientes condiciones:

1) a/m"i1,..k
2) $nl Z tal quea/n "i:l,...k P m/n
Diremos que m=mcm(a,b)

Al igual que hemos hecho con € mcd, las proposiciones que siguen vamos a
demostrarlas para dos elementos, siendo inmediato la extension an elementos.

PROP Seanabl Z. (8)C(b)=(m) s y sdlo s m=mcm(a,b)
Dem

“P” Hemos de probar que se verifican las dos condiciones de la definicion:
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~ iml @ P mi@ p am
b Como @CEEM P L @) b mi) b bm
2) Supongamosque $nl Z/an y bin

cama i & 1 @ b @1 @ O @FOT P
P (MI(m P nl (M P mn
“U” Como m=mcm(ab) P amybm b mi@ymn (b) b
P (Mi @C(H)

Veamos lainclusion al revés.

Como la interseccion de ideales es un nuevo ided y en Z todos los ideales son
principales, supongamos que $ti Z.

Ml @ p tl@ P at
101 ® p tT () P bt

@C)=() P
Pero como m=mcm(a,b) severifica m/it b () (m)
y como ()=(a)C(b) tenemos (A)C(b)I (m)
COROLARIO Dadosabl Z, absysilos mcm(ab)=b
Dem
ab U (b) (@ U (a)C(b)=(b) U mem(ab)=b
PROP Simcm(ab)=m b mcm(ax, bx)=me  conct 0
Dem
Como mem(ab)=m P (@C()=(m) P (ac)C(b.c)=(mc) b

P mcm(ac,bc)=mc

PROP Simcm(ab)=my $c/claychb b mcmgg,gzgzm
eC Cg C

Dem Andogaalaanterior.

Veamos ahorala relacion que existe entre e med y el mem de dos nimeros enteros.



Teorema
Dadosabl Z mcd(ab)xncm(ab)=ab
Dem
Sea mcd(ab)=d y mcm(ab)=m

da b a=4d.di a@ bo

S mcd(ab)=d P db b b:b'.dg verificando medg=,=+=1

éd'dg
que eslo misno que mecd(a ,b’)=1

5 ja=ad b ab=adb b a/adb
{b=bd b ba=bda b b/ddb
Sea k un multiplo cualquierade ay b. Entonces:

R ik=ar b k=adr
$rd Z talesque | P adr=b'ds b ar=b's b
ik=bs b k=b'ds

P a/b’'s ycomo mcd(a,b’)=1, por e teorema de Euclides tenemos que:
dls b $tl Z ta ques=a't
Por tanto k=b.s=b.at=b'd.at b k/bd.a
Podemos decir que mcm(a,b)=d.ab’
Y a estamos en condiciones de comprobar laigualdad, que esd.m=ab
dm=d.dab'=d.a.db=ab cqd

COROLARIO abl Z son coprimos U mcm(a,b)=ab

Dem
abson coprimos U med(ab)=1 U mcm(ab)=ab
Vamos a ver ahora un teorema gque nos va ha dar un método practico para calcular
el mcd de dos nUmeros 'y, aplicando € teorema anterior, podremos calcular a su vez, €

mcm. Consiste en las divisiones sucesivas.

Teorema dd Algoritmo de EUCLIDES.

Si r es e resto de ladivision entera de a por b, entonces med(a,b)=mcd(b,r)

Dem Dadosabl Z $q,1 Z/ a=b.g+r OFfr<b
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r=a-b.g=a.1+b.(-q) luego todo divisor deay b estambién divisor der.

Ml (@+(b) b rl(d) siendo d=mcd(ab) P ()i () b dr b
P mcd(b,r)=d=mcd(a,b)

Llamaremos Algoritmo de Euclides a proceso de divisiones sucesivas que nos va a
permitir calcular el mcd de dos nimeros.

Algoritmo de Euclides: Dados abl Z
$qu,r1 a=bgi+r; 0Eri<b P mced(ab)=mcd(b,r;)
Sin=0 P mcd(b,0)=b y se para. En caso contrario se repite para b,
$qo,r2  b=rigptro Ofr<r; P med(b,r1)=mecd(rs,r2)
Sir=0 P mcd(r1,0)=r1. En caso contrario se repite
Después de n pasos |legaremos a que:

-2=f1.0htrm con r,=0 P mcd(ab)=mcd(b,r1)=...=mcd(r-1,0)=rn1

4. NUMEROSPRIMOS.

DEF Seapl Z-{0,1,-1}. Diremos que p es un nimero primo s solo es divisible por
unidades y por sus asociados.

OBS pesprimos susunicosdivisoresson{-1, 1, p, -p}
DEF Seaql Z-{0,1,-1}. Diremos que g es compuesto Si No es un NGMero primo.
OBS Los nimeros-1,0,11 Z no son niimeros primos ni son NUMeros compuestos.
V eamos algunas propiedades de |os NUimeros Primos.
PROP Seapl Z un nimero primo. Si p/ab mcd(p,a)=p
Dem
Vamos a suponer que p>0 ya que no afecta.
Seamcd(ap)=d P d esel mayor delosdivisorescomunesaay p.
da P porserpprimo di {1,-1,p,-p}

Como p/a tenemos que todos los divisores de p son divisores de a. Luego todos
los divisoresdepy deason{-1,1,-p,p}.

24/ 35



Como d es & mayor de todos, entonces d=p. Por tanto mcd(a,p)=p
PROP Seapl Z un ndmero primo. Si p/ab b p/a 6 p/b
Dem
Si p/a entonces la proposicion ya esta demostrada.
Supongamos que p no divide a a, entonces mcd(p,a)=1.
Aplicando el Teoremade Euclides:. p/ab y mcd(p,a b p/b
PROP El conjunto de los nimeros primos es infinito.
Dem
Supongamos que el conjunto de los nimeros primo es finito
Sea P={p1,p2,...,pn} todos los nimeros primos.

Sea g=p1¥2%..Pnt+l. Vamos a comprobar que g es primo, lo que supondra
una contradiccion, yaque gl P

S gnoesprimo P $il {1,..n} /p/g b $cl Z/g=pix

Entonces: pie=p1y2%..pntl P

X.. 1 1
p c:%im‘+p—i:plx..>pi-ppi+lx..>pn+ai p

1 -
P E:c-plx..pi-mmx.. Pnl Z

P pi/l conp; primo, lo que esunacontradiccion b qesprimo b

P El conjunto de los nimeros primos es infinito

Para poder obtener todos los nimeros primos inferiores a uno dado existe un
método practico que recibe e nombre de Criba de Erastétenes.

Criba de Erastétenes.

Se escribe la sucesién de los nimeros naturales hasta e nimero dado. A
continuacion tachamos todos los multiplos de 2 comenzando en su cuadrado 2=4. A
continuacion del 2, e primer nimero sin tachar es e 3, entonces eliminamos los
multiplos de 3 comenzando en su cuadrado 3°=9. Repetimos & proceso hasta llegar a un
numero cuyo cuadrado no esté en la lista. Aquellos nimeros que permanezcan sin tachar
son nUMmeros primos.
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Dado un nimero entero, para comprobar Si es nimero primo sin tener que realizar
la criba de Erastotenes, basta con comprobar s es divisible por los primeros nimeros
primos (2,3,5,7,...) hasta que se llegue a un nimero cuadrado sea superior a propio
numero dado.

Teorema En Z severificas pesprimo U (p) esideal maximal

Dem

“ D ”

Comopesprimo P (pr*Z yaque pt=l
Sea (g) unideal tal que (p)i (o) Z.
Como(p)l () P o/p peroa ser p primo qf {1,-1,p,-p}

ig=u P (9= =k
lg=wp P (=@

Sea ul {-1,1} b
Entonces (p) esideal maximal al verificar las dos condiciones de la definicién.
(:U ”
Seaqundivisordep P aop b (p)l (Q)
Como (p) esmaximal b S (p)l (q) severificaque (Q)=(p) 6 ()=Z

S(@=(p) P pgy dp P pyqgsonasociados b p essblodivisible
por sus asociados.

S(@@=Z P og=u b (p)l (U P up entoncesp essolo divisible por
las unidades o por sus asociados P p es primo

DEF Se llaman niimeros primarios a las potencias de la forma p" siendo p un niimero
primoy nl N-{ 0}

OBS Todo nimero primo es nimero primario, sSin mas que tomar n=1.
Ahora vamos a ver un resultado que nos va a permitir decir que todo ndmero
compuesto admite una descomposiciéon en factores primarios y que dos

descomposiciones del mismo niimero son iguales salvo en € signo de los factores.

Si traducimos esto a idedles, es lo mismo que decir que todo ideal propio de Z
admite una descomposicion como interseccion finita de ideales primarios.

Por gjemplo: (50)=(2)C(5%) siendo (2) y (5%) ideales primarios.
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Teorema Fundamental de la Aritmética.

ad) Existencia: Todo nimero compuesto se puede descomponer en un producto de
factores primos.

b) Unicidad: La descomposicion anterior es Unica, salvo € orden o signo de los
factores.

Dem
a) Existencia
Sea m un niimero compuesto y p € divisor primo de m, mas pequefio.
Entonces m=pi.m con nl Z
S n es primo, ya esta demostrado. m seria el producto de dos primos
Si . no es primo, repetimos el proceso paran.
Seap; € divisor primo de . mas pequefio:
Entonces m=po.n; con el Z luego  m=p1.p2.np

Repetimos el proceso hasta obtener I Z nimero primo para agin k o es
una unidad.

El proceso es finito, ya que, por giemplo, si usdramos € método de la Criba
de Erastétenes, obtendriamos un numero finito de nimeros primos, que son los
candidatos a ser divisores de m (los nUmeros primos mayores que m no pueden
dividirlo)

Sincesunaunidad P m=pi.p2.ps....p

S ncesnimeroprimo P pus1=nk Y M= P1.p2.Ps....Pe. Pt

b) Unicidad.

Una vez comprobado que m se puede descomponer como producto de
nUmeros primos, veamos que dicha descomposicion es Unica.

Sea M= p1.p2.ps....ph=.02.G. . ..Ck. n<k
Paraver que la descomposicidn es Unica debemos demostrar que:

i) n=k
i) p=gi.u para i=1,....,n y ul {1,-1} unidadesde Z.

Como pi...pn=01...0k P p1/ch...0k Yy cOmop; esprimo b
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P $jT{1,....k} / pi/g y como g tambiénesprimo b
P piygqsonasociados b pi=g.u cond {-1,1}.

Reordenando |os nimeros primos podemos afirmar que p1=Q;.t
Entonces. p1.(p2...pn)=01.(Cp...0k) Setransformaen:

Ou-U.(P2...pn)=Ch.(02...0k) Qquedando: u.pz...pn=0...Ck
Repitiendo todo este proceso n veces obtenemos:

Up.Up. .. Un=Cn+1.- - - Gk

Luego: On1---Gk=1 O Chsar...Gk=-1
Entonces " jl {n+1,...,k} tenemos g/l 6 qj/-1
Portanto: g=u con u {1-1} y jI {n+1,...k}
Obtenemos que m=p;...pp=01...¢h Y pP=G.u4 "i:l...n  c.qg.d.

COROLARIO

Si en la descomposicion de un nUmero compuesto aparecen varios nNUmeros primos
repetidos, se pueden asociar y €l nimero se escribe asi:

m=pi.py...p>  sendo g e nimero devecesqueserepitep; i:1,...,n
Dem

Dado ml Z nlmero compuesto, como la descomposicion es Unica, S
ordenamos |os nimeros primos de menor a mayor, tenemos:

an

m=p,.2.p.0,. 2.0, PP, =P2PE.... P>

COROLARIO

Todo nimero compuesto se puede descomponer de manera Unica como producto de
nUmeros primos.

Dem
Igual que la demostracion anterior.

COROLARIO

Todo ided propio de Z se puede poner como interseccion finita de ideales
primarios
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Dem

an

Dado ml Z 'y aplicando € corolario anterior: m = p.p3....p5
Es evidente que med(p;t.p52....pan) =1
yaquelos p; son todos distintos: pitp; it].

an

Entonces, como  med(p;.p3Z-...pan) xmem(p .p3i....pan) = pit.psl.....pn
tenemos que: mem(p .p32 ....pR") =m
Por un teorema anterior comprobamos que mcm(ab)=m U (m)=(a)C(b)

y aplicandolo obtenemos:  (m)=(p2 )¢ (p2)G .....G [p*) cqad.
Una consecuencia practica de todo esto es la siguiente:

Dado a,bl Z sabemos que mcd(a,b)=d es e mayor de los divisores comunes de ay
b; mcm(a,b)=m es el menor de los multiplos comunes distintos de cero de ay b.

Entonces e mcd(ab)=d se puede obtener multiplicando los factores primos
comunes con el menor exponente, de los que aparecen a descomponer ay b.

A su vez, e mcm(a,b)=m se puede obtener multiplicando los factores comunes y no
comunes con el mayor exponente de |os que aparecen en las descomposicionesde ay b.

5. CONGRUENCIAS.

DEF Sean a,b,nl Z con n>0. Diremos que a es congruente conAb modulo n, y se
escribe & b(mod n) s ndivideaa-b, nfa-b, o lo que eslo mismo a-bl (n)

PROP Seanab,nl Z con n>0.

&@b(modn) U ay bdane mismo resto a dividirlos por n.

Seae’b(modn) U nab b $c Z/ab=nc
Si dividimosb porn  $q,rl & b(mod n) / b=n.g+r con O£r<n
Hemos de comprobar que al dividir a por n también nos daderestor.

Como ab=n.c b a=n.ctb b a=n.ctn.gtr b a=n.(ctqg)+r conO£r<n cqd
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“y
Paraver que & b(mod n) basta comprobar que a-bl (n)
Por hipotesis $ou1 Z/ a=qr.n+r  Ofr<n
$opl Z 1 b=gp.nt+r
Si restamos ambas expresiones: ab=n(gqi-qp) b abl (n) cod

PROP La relacion de congruencia médulo n, es una relacién de equivalencia que
tienen exactamente n clases.

Dem

Usando el resultado de la proposicion anterior, es trivial comprobar que la relacion
de congruencia verifica las propiedades reflexiva, simétricay transitiva.

Reflexivas & a(mod n) ya que ambos (el propio a) tiene el mismo resto a ser
divididos por n

Simétrica:  Si ay b tienen e mismo resto, también by a.

&b(modn) P b°amod n)

Transitivac Si ay b tienen e mismo resto y b y ¢ también, entonces es claro que a
y ¢ lo van atener.

&@b(modn) y b°c(modn) b & c(mod n)
V eamos que tiene exactamente n clases.
Sead Z arbitrarioy n>0. Por & algoritmo de la division:
$q,r1 Z/ a=n.gq+r con Ofr<n
angtr b ar=ng P nlar b &r(modr) b [a=[r]

ycomorl {0,1,....n-1} P [a] coincide con alguna de las clases {[0],[1],...[n-1]} V¥
son exactamente n, ya que son todos los valores que puede tomar r.

PROP Seanab,a bl Z conn>0. Si
a®a(modn) 0 b i) a+b°a+b'(modn)
b b'(mod ) Lii) axb© avb' (mod n)

a®a(modn U in/a-d

be b‘(modn){) tn/b-b P n/(a-d)+(b-b) P

P n/(a+b)- (a+b") b atb®atb’ (modn)
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a°®a(modn U in/a-a in/b.(a-a)

ii)bo b'(modn)k’, Fn/b-b [n/a(b-b) b n/ba-a)+d(b-b) p
P nfab-ab b abPab (modn)

COROLARIO

Sean a,b,c,nl Z con n>0. Se verifica:
1) &@b(modn) U "c Z atc®b+c(mod n)
2) @b(modn) P "cl Z ax®bx (mod n)
Dem
1) “p"”
"ol Z seveifica nc-c yaque c-c=n.0 P c®c(mod n)

Aplicando i) delaproposicion anterior a

a+c° b+c(modn)

b atc®bt+c(modn) "c Z
c° ¢(mod n)g

Ané ogamente podemos obtener que " ¢l Z -c°-c(mod n)

Aplicando i) delaproposicién anterior a

a+c® b+c(modn)
v P & b(mod n)
-c°-c(modn)fv)
2) "c Z c°¢(mod n)

Aplicando ii) de la proposicion anterior a:

a® b(mod n) i

c° o(mod ) g P ac®b.c(mod n)

OBS El reciproco de 2) no se puede obtener s no afladimos alguna condicion
adicional. Veamoslo:

Sean a,b,c,nl Z con n>0. Se verifica:

ac=bc(mod n) y cy nsoncoprimos b & b(mod n)
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Dem

cynsoncoprimos U med(cn)=1 U
aplicando €l teorema de Bezaut

U $l.n2Z/1=l .c+mn 1+lc=m U ni-l.c U 1°1 ¢(mod n)

ia® amod n)

Como abl Z, severifica |
tbo b(mod )

De 1°lc¢(modn) y &a(modn) obtenemos & ca(mod n)
De 1°l¢(modn) y b°b(modn) obtenemos b°l cb(mod n)

Por hiptess  a.c® b.c(mod n){

potess Mad MU | ol bomod n)
como | Tz 1°1(modn)

Aplicando la propiedad transitiva que verifica la relacién de congruencia:

a°® lca(modn)
b Ich(modrn)y P & b(mod r)
| ca @ cb(mod n)b

PROP Seanab,k,nl Z con n>0.

o bmod (kn) i
asbmod ki o od
ki 0p

Dem
@b(modkn) U kn/ab P $c Z/ab=ckn b ab=(ck).n P
P n/ab b & b(modn)

Andogamente & b(mod k)

6. CRITERIOSDE DIVISIBILIDAD.

Antes de poder tratar los criterios de divisibilidad, hemos de obtener unos
resultados previos,

DEF Seap un nimero entero estrictamente positivo. Llamaremos restos potenciales
de p, médulo n alos deferentes restos que se obtienen a dividir las sucesivas potencias

dep por n.

Por gemplo: Seap=3 y n=10
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3% 1 (mod 10)
3% 3 (mod 10)
3209 (mod 10)
3% 7 (mod 10)

A partir de esta definicion podemos obtener |as siguientes consecuencias:
1) El primero de losrestosrg essiempre rp=1
Dados py n, siempre se verificaque p% 1 (mod 10)

2) El nimero de posibles restos potenciales distintos es finito, pues tienen que
Ser menores que n.

3) Sillanamos ry al resto potencial que se obtiene a dividir p* por n, entonces:
p“° re(mod n)

Se verifica que p**1° r,(mod n) lo que nos da un método recurrente de hallar
un resto a partir del anterior.

k. P° rera(mMod n)
Es evidente que s alguin resto es nulo, o seran todos los siguientes.
PROP Sea m=aop’+ ap'+....+ap" un nlmero entero escrito en base p.
Si 1o, r1,...,Ik son los restos potenciales de p modulo n, entonces.

P arotayri+...+a&rk (mod n)

p°ri(modn) "i:0,...k b a.p°ar(modn) ";iO0,...k

Al sumar las k+1 congruencias:
aop%+ ap'+....+ap aofo+auri+... +adk (mod n)
lo que es o mismo que:

P agro+ayri+...+acrk (Mod n)

COROLARIO mesdivisbleporns y sdlos arotasri+...+atk esdivisible por n.

Dem
“p ”
mesdivisble porn U m®° 0(mod n) i
como m?o a0r0+___+akrk(modn)i;



Aplicando la propiedad transitiva:
P afot...+ark (modn) b agrot...+ark esdivisible por n
“(y»
Demostracion andloga.
Vamos a aplicar todo lo visto a sistemadecimal, es decir: p=10

En la tabla siguiente aparecen |os restos potenciales de 10 respecto de los médulos
2,34589y 11

Nri | ro | ro | r2 | r3 | ra | rs | re
2 1 0 0 0 0 0 0
3 1 1 1 1 1 1 1
4 1 2 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0 0 0
8 1 2 4 0 0 0 0
9 1 1 1 1 1 1 1

111 |10 1 |10|] 1 |J10| 1

Al expresar m en base 10 tenemos:
m=ay+ay.10+8.100+....+a.10
siendo & las unidades, & las decenas, & las centenas 'y asi sucesivamente.
a) Criterio de divisibilidad por 2.

Como mMay(mod 2), para que m sea divisible por 2 basta con que @ sea
multiplo de 2. Es decir, |las unidades de m ha de ser un nimero mdltiplo de 2.

b) Criterio de divisibilidad por 3.

Como M aptar+...+a(mod 3), la suma de todas las cifras de m ha de ser
multiplo de 3.

c) Criterio de divisibilidad por 4.

Como nP ap+2a(mod 4), la suma de las unidades mas el doble de las decenas
ha de ser mltiplo de 4

d) Criterio de divisibilidad por 5.

Como n? ay(mod 5), la cifra de las unidades ha de ser mltiplo de 5, es decir ha
deser 065.

€) Criterio dedivisibilidad por 8.



Como m=ay+2ay+4ax(mod 8), la suma de la cifra de las unidades mas € doble
de las decenas mas @ cuadruple de las centenas ha de ser mltiplo de 8

f) Criterio de divisibilidad por 9.

Como M ay+ay+...+a(mod 9), la suma de todas las cifras de m ha de ser un
multiplo de 9

g) Criterio de divisibilidad por 11.

Como m=ay+10ay +a+10as+....(mod 11) vy teniendo en cuenta que:
10°-1(mod 11) quedaria

m=a-ai+ar-ag+....+(-1)a (mod 11)

Por tanto, un nimero m es divisible por 11 s la suma de sus cifras que ocupan
lugar impar menos la suma de las cifras que ocupan lugar par, es un multiplo de 11.

BIBLIOGRAFIA RECOMENDADA.

Andliss Matemético |. Aut. JA. Ferndndez Vifa. Ed. Tecnos
Curso de Algebray Geometria. Aut. Juan de Burgos. Ed. Alhambra.

AlgebraModerna. Aut. A. Lentin, J. Rivaud, Ed. Aguilar.



