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TEMA 23

FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBOLICAS Y SUS RECIPROCAS.
SITUACIONESREALESEN LASQUE APARECEN.

Funciones Circulares e Hiperbdlicas y sus Reciprocas. Situaciones reales en las que
Aparecen.

1. INTRODUCCION.

La trigonometria estudia la relacion entre angulos y lados en un triangulo. A partir
de este problema aparentemente tan simple, surgen las funciones circulares. Antes de
proceder a su definicion, veremos algunos conceptos previos.

DEF Dos semirectas r y s con origen comun determinan un angulo. Las dos
semirrectas son los lados y el origen es e vértice del angulo.

DEF Un par de semirrectas (r, S) con origen comun determinan un angulo dirigido,
determinado por € giro de centro del origen, que lleva coincidir la primera con la
segunda, seguin €l sentido contrario a de las agujas del relgj.

Partiendo de la definicion anterior y suponiendo que tenemos dos eges de
coordenadas perpendiculares OX y OY, podemos situar todos los angulos de manera
gue la primera de las semirrectas coincida con € semigje OX positivo. A dicho semigje
se le llama origen de angulos. El angulo queda determinado dando sblo una semirrecta.

origen de ang.._
0 X

2 S

fig. 1

DEF Llamaremos Circunferencia trigonométrica a la que tiene su centro en € origen
de coordenadas y radio unidad.

La Unica semirrecta que determina un angulo en un sistema de gjes coordenados (la
otra es € origen de angulos) corta a la circunferencia trigonométrica en un solo punto.
Por tanto, podemos simplificar la determinacion de un éngulo dando simplemente un
punto de la circunferencia.

Los puntos (X, y) pertenecientes a la circunferencia verifican la condicién:
X¥+y' =1
DEF Sea a € angulo dirigido definido por e punto (X, Yo) perteneciente a la

circunferencia trigonométrica. Llamaremos seno del angulo dirigido a valor vy, vy
coseno del angulo dirigido a X.
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Sena =Y,

Cosa =X,

/‘ (x,y)
| L

A partir de la definicion anterior podemos obtener el senosy e coseno de un angulo
cualgquiera que podamos representar en la circunferencia trigonométrica. Pero ¢como se
miden los angul os?.

La forma mas antigua de medir los dngulos es en grados. En un sistema de base 60
gue fue heredado por los griegos de los babilonios. Una circunferencia completa tiene
360°. Un grado se subdivide en 60 minutos y cada uno de estos en 60 segundos.

La definicién que hemos dado para € senos 'y e coseno nos permite conocer estos
valores de cualquier angulo comprendido en una circunferencia.

al [0°, 360°]

Si medimos los angulos en grados, minutos y segundos, ¢cuanto mediria un angulo

de «/EO?.

Como en época de |os babilonios o griegos no conocian los nimeros irracionaes, no
se encontraron con la dificultad anterior. Para poder resolverla, surgi¢ otra forma de
medir los angulos: en radianes.

DEF Unradian es el angulo que tiene € arco de la mismalongitud que el radio, donde
arco y radio corresponden a la misma circunferencia.

Sabiendo que la longitud de la circunferencia es 2pr, siendo r € radio de la misma,
tenemos gque € angulo que abarca toda la circunferencia, 360°, equivale a 2p radianes.

Podemos pasar de un angulo a medido en radianes, R, a medido en grados, G,
mediante la expresion

R:LG
180

Con esta nueva férmula de medir angulos, y teniendo en cuenta que es 1 radian,

concluimos que, a ser 1 € radio de la circunferencia trigonométrica, medir angulos es
lo mismo que medir la longitud del arco que abarca.
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Ahora vamos a extender la definicion del seno y coseno a un angulo a cualquiera
cuyo valor es un nimero rea y estd medido en radianes. Pero en lugar de redlizar la
definicion en términos de longitud, resulta mas facil en términos de areas, las cuaes
podemos expresarlas mediante integral es.

Supongamos que a es € angulo determinado por un punto P de la circunferencia
trigonométrica

fig. 3

S P=(x,y)severificaque ¥ +y* = 1. S d agulo a esta medido en radianes, su
valor coincide con la longitud del area que determina. Llamaremos | a la longitud del

arco determinado por a (I = a). Este arco contiene 2|_p de la longitud total de la

circunferencia, quees2p. Si llamamos S al sector determinado por las semirrectas OX
positiva, OPy €l arco de la circunferencia de longitud |, el areade Ses:

AS)=

2
gue se obtiene facilmente teniendo en cuenta que el areadel circulo esp.

Podemos, pues, definir sena y cos a como las coordenadas de un punto P de la
: o - L . a
circunferencia trigonomeétrica tal que el sector que determina tiene area 5 (con a

medido en radianes).

2. FUNCIONES CIRCULARES.

2.1. Funciones Seno y Coseno.

2.1.1. Sen xy Cosx para xI [0,p].

Vamos a iniciar € estudio de las funciones circulares con las funciones Seno y
Coseno.

En principio vamos a definirlas cuando € angulo a pertenece a la
semicircunferencia positiva (al [0, p]), paraluego ir extendiendo la definicion.

Como acabamos de ver que un punto P(X, y) de la circunferencia determina un

angulo X, siendox =cosx e y =senx y que e areadel sector que determina a es %,
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vamos atratar de obtener una expresion analitica para el area de un sector situando en la
semicircunferencia positiva.

Sea f(x)=+1- x* con xI[-1, 1 la semicircunferencia positiva Un punto
cualquiera de dicha semicircunferencia serd

P(x,«/l- x2) con X [-1, 1]

- Si A [0,1]

[, %1 — 1%

fig. 4

El area del sector puede descomponerse como suma del drea del triangulo XOP més
el &rea encerrada bajo la semicircunferencia.

xJ1- X2 + é\/l- t2dt
B 2

AX)

- S A [-1,0]

fig. 5

En este caso el érea del sector es a area encerrada por al semicircunferencia menos
el &readel triangulo XOP.

A= Gt - L

2

recordemos que escribimos - x yaque X [-1, 0]

_ X1- x?
2

+ &3/1- t2dt

El &rea del sector de la circunferencia determinado por P(x, ~1- XZ) con ¥ [-1, 1]
es
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Ax) = x«/l—x

1 t?dt
PROP Lafuncion A:[-1, 1] ® R definidapor
Alx) = X“l X, A e

verifica
1) Es continua en todo su dominio.

2) Esderivableen (-1,1) y A"(x)* 0.

9 A-)=2 y Al)=0
Dem.
1) Trivia

2) Six [-1,1] P A(x) esderivabley setiene que:

1¢ -2 16 % +(1- 20—
AX)=—= +'\/1' - '\/1' X2 =— - 4/1- X2 =
0= 28 21 X 28 2 < .
_ 1- 2x* T2 _1- 2x? - 2(1- xz): -1 b A(X): 0

241- X2 241- x? 2-]1- X2

3 A-D= 0+ 1tdt—p

-1

A(1)=0 Triviamente

De la proposicion anterior deducimos que A(X) es una funcion estrictamente
decreciente y, por tanto, inyectiva. Podemos decir aun més; la funcion

A:[-1,1] ® [0, % ]

Es biyectiva.

Retomando nuestro problemainicial, para al [0, p] queremos definir Sen a y Cos
a como las coordenadas de un punto P(cos a, sen a) de la circunferencia

trigonométrica que determina un sector cuya area es % .
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Como al [0,p]P %T [0,%]!3 %T Rang(A(x)).

Al ser lafuncion A(x) biyectiva, podemos garantizar la existencia de un Unico

Xol [-1, 1] tal que A(Xo) = % paraun a concreto.

DEF S al [0, p], definimos cos a como € Unico nimero Xl [-1, 1] ta que
A(xo):%. Sedefine sena como /1- X’ .

Luego dado al [0, p] se verifica Alcosa) :% y por e teorema de Pitagoras
sena =+/1- cosa’
Si construimos una nueva funcion D(x) como
D:[-1, 1] ® [0, p]
X ® D(x) =2A(x)
Podemos afirmar que D(X) es una funcion biyectiva. Y se verifica que
D(cosa) =a "al [0, p]
Por tanto, la funcion coseno es la reciproca de la funcion D
Cosx = D(x)
Y deducimos que
senx=+/1- (D*(x)f
verificandose en ambas definiciones que X [0, p].
Tenemos pues que
Cos [0, p] ® [-1, 1]
X ® cosx = D(x)
Y teniendo en cuentaque senx= m

Sen: [0, p] ® [O, 1]

X® senx=4/1- cos’ X
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Podemos observar que la funcién sen x, donde la tenemos definida, es positiva.
V eamos algunas propiedades de ambas funciores.
PROP Si xI [0, p] se verifica
1) Laderivadade Cos x es - Sen x: (Cosx)” = - Sen X
2) Laderivada de Sen x es Cos x: (Sen x)” = Cos X
Dem.

Laderivada de lafuncion A(X) es

A(x)=—=
241- X?
siendo entonces
D'(x): -1
1- x?

y como Cosx = D}(x)
(Cosx)= (D(x))= 1 =-+/1- Cos?x =- Senx
1- (0(x)f

(Senx)z( [ o Coszx): 1- 2Cosx{Cosx] _ Cosx-Senx _ Cosx
2 \1- Cos’x Senx

OBS La funcion Cos x, donde la tenemos definida, es una funcion decreciente
estrictamente, ya que su derivada es positiva.

Calculemos algunos valores de la funcion cos x:

- x=0 ACosD)===0p A(Cos0)=0pb CosO=1 yaque A(1)=0.

N O

- X=p A(COSp):EID Cosp:_]_ yaque A(- 1):%

_b 8% po_p P _ _p
- X= = os—===Db Cos==0 vaqgue 0)==
2 é 2 4 2 yaq A() 4

Justifiquemos este Ultimo resultado:
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2
:0—'“12'0+ - e A0)= G- t2dt

A0)

2 < 2 _\1_2
é_ﬁdt=6/1 t°dtb Q\/l t°dt=2y1- t°dt

y COMO é«/l- t?dt = % (areadel semicirculo)

quedaque Alo)= %

Sabiendo que la funcién Cos x es decreciente y los tres valores calculados antes
podemos representarla, siendo

COS

\""
—14

fig. 6

Para representar la funcion sen x tengamos en cuenta que:

1>0 s xi (o,pz)

!
Senx ) = Cosx R 2
( ) -1|-< s xl g—;,pg
I e 7]

} EstrictamenteCreciente " xI (0%)
Entonces Senx i _ ) .
i Estrictamente Decreciente " x| p2’p)

Y presentaun maximoen X = P

2

. Sen0=+/1- Cos’0 =+/1-1=0

. Senp =+/1- Cos?p =/1- (- 1* =0

: Sen%z 1- COSZ% =4J1- 0=1
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luego su representacion grafica es

s

2
fig. 7

2.1.2. Extension de Sen x y Cos x atodo R.

Los valores de las funciones sen X y cos x con X [p, 2p] los podemos calcular de
la siguiente forma:

Senx = - Sen(2p - x)
Cosx =Cos(2p - x)

Estas definiciones provienen de observar la circunferencia trigonométricay recordar
las definiciones para sen X y cos x con A [0, p] P(cos X, sen x) era un punto de la
circunferencia.

Es facil extender las gréficasde sen x y cos x d intervalo [0, 2p], ya que los vaores
para X [p, 2p] se basan en los que obtiene & cosx y sen x en [0, p] respectivamente,
los cuales nos son conocidos.

Por tanto tenemos que

Senx con Xl [0, 2p]

Cosx con X [0, 2p]
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Al tener enxl [0, p]
Rang (sen x) = [0, 1]
Rang (cosx) = [-1, 1]
Entoncesen X [p, 2p]
Rang (sen x) =[-1, Q]
Rang (cosx) =[-1, 1]

Y deducimos que ambas funciones tienen de rango [-1, 1] cuando Xi [0, 2p].

Antes de extender la definicion a todo nimero real hemos de tener en cuenta que los
angulos son medidos modulo 360° 0 médulo 2p. Eso es debido a que si representamos
un angulo de 400° en la circunferencia, € punto de la misma que lo determina a angulo
de 40°, y a cualquier otro angulo que provenga de sumar 40° a un nimero entero de
vueltas de circunferencia.

Por tanto, tenemos que

S XIRP x=2Kp+x con KI Zy xl [0, 2p]

Senx = Senx

Cosx = Cos X

L as construimos de forma que son periddicas de periodo 2p. Y por tanto, €l rango de
ambas funciones sigue siendo [-1, 1].

Sen: R® [-1, 1]
X® Senx sendo x=2pK +X, con X%l [0, 2p]
Cos R® [-1, 1]

X® Cosx sendo x=2pK+x, con Xl [0, 2p]

Y senx,=1- cos’x, y Cosx,=D"(x)
PROP Las funciones sen x y cos x con XI R verifican

1) Sefx+Cosx=1 "xIR

2) (Sen x)” = Cos x "x1 Kp

3) (Cosx)” =- Senx "xt Kp
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Dem.

D" xR $KT1 Z/ x=2pK +x, con

%ol [0, 2p]

Sen?x + Cos?x = Sen?(x, + 2pK )+ Cos?(x, + 2pK ) = Sen’x, +Cos?x, =1

Vae 1 porque P(Cos X, Sen X%,) es un punto de la circunferencia trigonométrica.

2) Si { (0, p) sabemos que es cierto.

SixX (p,2p)P senx=-sen(2p -x) b

P (senx) =(-sen(2p -x)"y como 2p - xI (0, p)

P (-sen(2p - x)" = (- cos(2p - x) (- 1)

P (senx)” =cos (2p - X) = cos X

Si x toma cualquier otro valor (no mdltiplo de p) se reduce 3) Andlogo a 2).

OBS Las derivadas de las funciones Sen x y Cos x no estan definidas en los valores
multiplo enterodep. Ello es debido a que la funcion A(x) no teniaderivada para

X=+1.

AUn asi vamos a extender la definicién para que ambas derivadas sean continuas.

Nos basaremos en el siguiente teorema.

TEOREMA Sea f(x) una funcion continua en x = a, existe f'(x) " xl E*(a €) y
exigte lim f(x). Entonces existe f'(a) y es '(a) = limf’(x).

COROLARIO
1) (Senx)’ =Cosx "xI R
2) (Cosx) =-Senx "xI R

PROP Se verifican las siguientes expresiones:
i Sen(x+p)=- Senx

1 iCos(x+p) = - Cosx
i Sen(- x) =- Senx

f Cog- x)=Cosx

2) Sen i xgzcosx
¢
€2 g
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3) Cos{:a9 - XQZ sen x
e2 g
Dem.

Inmediatas

2.2. Funcion Tangente.

DEF Definimos la funcion tangente como
tgg R® R

X® tgx = ﬂ
COSX

sempreque cosx t 0.
V eamos ahora donde la funcién tg x no esta definida, que sera cuando cos x = 0.

cosx=0 U cosx:O[,] cosx=0i,J
sen2x+coszx:1¥, sen2x=1% senx:ilkl,

P Se corresponde con los puntos (0, 1) y (0, -1) de la circunferencia, y esos puntos

P, 3P

definen los &ngulos de 5 y - radianes. Al ser la funcion cos x periddica de periodo
2p, resultaque se anulaen x=%+2p< y x=3—2p+2pK " K1 Z, siendo esos puntos

también expresables como x:%+pK "KT Z

Por tanto, Dom(tgx):R-ix/x:BZ+ Kp "KI Z%
|

Para saber € periodo de la funcién tangente tenemos que

Sen(x+2p) _ Senx _

t p)= = t

o+ 2p) Cos(x+2p) Cosx 9%
pero 2p no es € periodo, ya que también se verifica

tg(X+p): %n(X'Fp) _- Senx :th

Cos(x+p) - Cosx
y como p es e nimero més pequefio, estrictamente positivo, tal que

tg(x + P) = tg x

13/28



podemos afirmar que P =p es e periodo de la funcion tangente.
PROP Se verifica

1

1+tg®x =
g cos? x

Dem.

Sabiendo que Serf x + Cos® x = 1 y que tgx=

2
Senx+l: 1

b tg>x+1=
Cos?x Cos?x g

Cos?x

PROP Lafuncion tg x es derivable en todo su dominio siendo

sen X
—— tenemos que
COSX

1
(tg x) " cos? X
Dem.
_aBex §_ (Senx) Cosx - Senx(Cosx) _ Cos’x+ Sen’x _ 1
(tgx)=¢ += > = ; i
eCosx g Cos“x Cos“x Cos“x

PROP Lafuncion tg x verifica

1) tg(-x) =-tg x

a 0_1
2) tgc=—- X+=—
) ggZ g tgx
Dem.
1) Tg(x)=ZX) _ZNX__ oy
cos(- X)  CosX
0 seng%xg cosx 1
2) ng%-xg= =2 =3
€ cosgg-xg senx 1gx
€2 g

La representacion de lafuncion tg x es
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fig. 10

2.3. Funciones Circulares | nver sas.

DEF Lasfunciones circulares inversas son:

1) Secante Secx = — "xlB+Kp Kl Z

Cosx 2
2) Cosecante Coscx=——— " x1 Kp /4
Senx
Cosx A
3) Cotangente Cotg=—— " x* Kp Kl Z
Senx

PROP Las derivadas de las funciones circulares inversas son
1) (Secx) = Secxtgx
2) (Cosecx) = - Coscx-Cotg x

1
3) (Cotgx)= o

Dem.
Inmediata
La representacion gréfica de las funciones circulares es

1) Secx
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I
L
1
L
_Nla _1.._._
(¥
3

fig. 11
2) Cosec x
i i | |
1 csec *
| 1 I !
| 1 l I
: __1 1 m 27
I I
ANA
| |
fig. 12
3) Cotg x

_— e —— o . —— —— ————

fig. 13

2.4. Funciones Circular es Reciprocas.

Las funciones circulares las tenemos definidas de Ren R y no son biyectivas. Para
poder obtener sus reciprocas, primero hay que restringirlas a un intervalo adecuado.
Hablando con propiedad, las funciones circulares no tienen reciproca, pero s unas
restricciones suyas adecuadas.

2.4.1. LaReciprocadeal funcion Sen x.

Definiamos f(x) como
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N[O
N[O

DD D
(e Y eaid

X® Sen x

Lafuncion f(x) definida como lafuncion sen x restringida al intervalo € b pu
es biyectiva.

~—

& 228

4| |
4

(ST .

+—1
fig. 14

Lareciprocade lafuncién f(x) recibe el nombre de arco seno y se denota como:

X® arcsen X

Y Su representacion grafica es

Aarcsen

—

2
fig. 15

PROPSi X (-1, 1) se verifica

(ar cosenx)= 1

1- X
Dem.
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1 1 1 1

(ar cosenx)= (1 ()= (W) (W]~ cosfarcsenn)  y1. ¢

yaque sen?(arcsenx)+ Cos?(arcsenx)=1b x?+ Cos?(arcsenx)=1p
b Cos(arcsen x) =+/1- x?
Tomamos la raiz cuadrada positiva porque arcsen x

2 p p§
—,— or tanto su
o VP

m-opd
Q |-O:

COSeno es positivo.
2.4.2. LaReciprocadelafuncién Cosx.
Definimos f(x) como
f:[0,p] ® [-1, 1]
x® Cosx

As definida, f(x) es una funcidn biyectiva y por tanto existe su reciproca. Su
representacion gréfica es.

\j
—14

fig. 16

La reciproca de lafuncion f(x) recibe e nombre de arcoseno y se denota como:
arccos. [-1, 1] ® [0, p]
X ® arccos X

y su gréficaes
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aArccos

fig 17
PROPSi X (-1, 1) se verifica
(arccosx) = — 1
1- x?
Dem.
—(5-1({ )} = 1 _ -1 -1
(arcsen )= ()= (Coslarccos X))~ Senfarccosx)  41- ¢

yaque Sen?(arccosx)+ Cos?(arccosx)=1b Sen(arccosx)=+/1- x?

e igualmente tomamos la raiz positiva porque arccos ¥ (0, p) y por tanto su seno es
positivo.

2.4.3. LaReciprocadelafunciéon tgx.

Definimos f(x) como

f;é-_pB
2

u
2 H

X® tgXx

(DD

Asi definida, f(x) es unafuncién biyectivay por tanto existe su reciproca.

La reciproca de la funcion f(x) recibe e nombre de arcotangente y se denota como

actg: R® é-B,E@
J § 2 2f

X® arctg x

siendo su gréfica
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| arctg

fig. 18
PROP " xI R se verifica
(arctg x) = o
Dem.
aogx)e— Lo L .1 _ 1
(tolerctgx)) (tgy) 1+tg’y 1+x°

sendo y=arctigxU x=tgyU x*=tg’y

OBS De forma analoga obtendriamos, en € mayor intervalo posible, |as reciprocas de
las funciones inversas.

1) Lareciprocadela sec x es arcosec x.
2) Lareciprocadela cose X s arcosec X.
3) Lareciproca de la cotg x es arccotg X.

3. FUNCIONES HIPERBOLICAS.

La circunferencia trigonomeétrica tiene como ecuacion
X+y =1
y SUS ecuaciones paramétricas son

X = cost{i
y:sentrv)

Por eso las funciones Sen x y Cos X reciben el hombre de funciones circulares.
De forma analoga, dada la ecuacion de una hipérbola

X__y_2:1

2
a? b?
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VEMOS que SuS ecuaci ones parameétricas son

x=aChty

y=bsnt})
siendo Sht e seno hiperbdlico de t y Cht € coseno hiperbdlico de t. Estas funciones,
gue ahora definiremos, son las llamadas funciones hiperbdlicas. Aunque no lo vamos a

hacer, podriamos definir estas funciones geométricamente de forma muy similar a como
lo hemos hecho parad sen x y cos x.

3.1. Funciones Shx y Chx.

DEF Definimos la funcion Seno hiperbdlico como

y lafuncion Coseno hiperbdlico como

e +e”
Chx =

PROP Las funciones Shx y Chx verifican
1) Ch*x- *x =1
2) Ch(x+ y) = Chx-Chy + Shx-Shy

3) Ch(x- y)=chx-chy- shx-shy

6) Sh2x = 2ShxChx

7) Ch2x = Ch*x+ Sh*x
8)1+ Ch2x = 2Ch?x

9) 1- Ch2x =-2%’x
Dem.

1) Ch?x- Sh?x =(Chx+ Shx)(Chx- Shx) =
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& +e” e-e'tm®+e’ e-e*0 .
", T & T e At
2

eV+e X’ ee’+e’e’
2 2

2) Ch(x+y)=

Sabemosque € = (Chx+ Shx) y e = (Chx- Shx)

(Chx + Shx)(Chy + Shy) +(Chx - Shx)(Chy - Shy)
2

_ ChxChy+ ChxShy + ShxChy + ShxShy + Chx - Chy - ChxShy- ShxChy+ ShxShy _
2

= ZCthhy; 2SSy = Chx-Chy + ShxShy

3) 4) 5) Andlogas alaanterior.
6) Sh2x = Sh(x + x) = ShxChx+ Chx-Shx = 2ShxChx
7) 8) 9) Andogas alaanterior.

3.1.1. Estudiodelafuncion Shx.

Ahora hemos de tener en cuenta las propiedades de la funcion exponencial, €, la
cual estudiamos en e tema anterior.

X - X

Como Shx= € , podemos decir:

1) Dom(Shx) =R
2) Cortaalos gjesen € origen (0, 0), pues Sh0=0

3) Tiene simetria Impar.

4) Es estrictamente Creciente ya que

(= =F € 2 o>
& o 2
(%] (%]
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su derivada es positiva.

Por tanto no preserta maximos ni minimos.

j Convexaen (0,+¥)
1Concavaen(- ¥ ,0)

5) (Shx) = shx b

Presenta un punto de inflexion en (0, 0)

6) No tiene asintotas horizontales, ni verticales, ni oblicuas.
3.1.2. Estudio delafuncion Chx.

Realizaremos un estudio andlogo a anterior par la funcion Chx.

1) Dom(Chx) =R

2) Cortaalosgesen (0, 1) pues ChO = 1.

3) Tiene simetria par

_e'+ef _e+e”
2 2

=Chx

Ch(- x)

4) (ChxJ=Shx b |Decrecienteen (- ¥,0), yaque Shx<0 " xI R

Crecienteen (0, +¥ ),yaque Shx>0 " x R*

5) (Chx)" =Chx>0 " R b Essiempre convexa.
6) No tiene asintotas de ningun tipo.

3.2. Funcién Thx.

DEF Lafuncién Tangente hiperbdlica, que se representa por Thx es

Thxzﬂ 6 Thx=S2"¢
Chx e€+e”
PROP La funciéon Thx verifica
1) Thax = 2% _
1+Th"x
2) 1- Ch2x — _thx
1+Ch2x
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_1+Th%x

3) Ch2x = >
1- Th*x

2Thx
4) 2x=——F
) 1- Th*x

3.2.1. Estudiodelafuncion Thx.
1) Dom(Thx) = R ya que su denominador, Chx, no se anula nunca.
2) Cortaalos gjesen (0, 0) yaque th0=0.
3) Es simétrica impar:

Sh(- x) _ - 9

= = -thx
Ch(- x) Chx

th(- x) =

4) Es estrictamente creciente:

_ChxChx- Swx-Swx _ 1
(th)= Ch®x  Ch’)x

25hx

e b | Céncavaen R

5) (thx) = -

Convexaen R*

6) Tiene asintotas horizontalesen y =+ 1 yaque l(énl thx=1 vy |(I@nl thx=-1.

3.3. Funciones Hiperbdlicas | nver sas.

DEF Lafunciéninversade Shx esla cosecante hiperbdlica, coschx, y se define como

Cosechx =i
Shx

DEF Lafuncion inversadel Chx esla Secante hiperbolica, Sechx, y se define como

Sechx = i
Chx

DEF Lafuncién inversade lathx esla cotangente hiperbdlica.

1
Cthx=—
thx
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Ahora vamos a redlizar el estudio de esta Ultima funcién. Para no reiterarnos,
omitiremos € estudio de |as otras dos.

3.3.1. Estudiodelafuncion Cthx.
1) Dom(Cthx) = R - { 0}.
2) No cortaalos ges.
3) Simétrica impar

CtH- x) =- Cthx

-1 . .
—<0 "x=0pP Esedtrictamente decreciente.

4) (Cthx)= S

28 Chx | 1 Concava (- ¥,0)

9) (Cthy "= S°x | Convexa (0+¥)

No hay punto de inflexién enx = 0yaque O I Dom(Cthx)

6) xlénl Cthx=1 P Asintota Horizontal positivaen y = 1.
xlénl Cthx=-1 P Asintota Horizontal negativaeny = -1.
Xl(gng Cthx=-¥ b Asintota Vertical por laizquierdaen x = 0.
)|((I@I’B] Cthx=+¥ b Asintota Vertical por laderechaen x =0.

3.4. Funciones Hiper bolicas Recipr ocas.

3.4.1. Lareciprocadelafuncién Shx.

La funcién Shx sabemos que es una biyectiva de R en R, luego admite funcion
reciproca, que también sera una biyecciéon de R en R. Se representa por Argshx.

Lagréfica de Argshx es simétrica de Shx con respecto de larectay = x.
Como podemos comprobar, se trata de una funcion estrictamente creciente, que pasa
por e origen, es simétrica impar, no presenta extremos relativos y tiene un punto de

inflexién en (0, 0), siendo convexaen Ry concavaen R™.

Veamos como podemos expresar esta funcion:

e-e’ 2X_ezy-l

y=agshxp x=Shy=
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b e?-2xe'-1=0
b € essolucion delaecuacion z?- 2x-z-1=0

XA +4
2

b z=ze'= = x+4/x*+1

y tomamos la raiz cuadrada positivaya que € > 0.

P e =x+4x*+1P y=|u(x+«/x2 +1)
arg shx =Iu(x+«/x2 +1)

3.4.2. Lareciprocadelafuncién Chx.

La funcion Chx no es biyectiva. S nos quedamos con la rama correspondiente a
valores de x positivos, tenemos que la funciéon Chx define una biyeccion entre R y
[1, +¥ ). Podemos hablar entonces de su funcion inversa, que recibe e nombre de
y = argchx. Su gréfica es simétrica de larama correspondiente a x 3 0 de Chx respecto
ded bisectriz y = x.

Para encontrar otra expresion que nos de argchx realizamos un proceso analogo al
descrito para argshx, dando

argchx:Iu(x+«/x2 - 1)

3.4.3. Lareciprocadelafuncién thx.

La funcién y = thx es una biyeccién de R en (-1, 1). Su funcién reciproca recibe el
nombre de argthx y esta definidade (-1, 1) en R.

Como thx :% , Vamos a encontrar otra expresion paray = argthx.

e'-e¥ e¥-1
e'+e’ &'+l

Y =agthxb x=thy =

(ey)2 - 1= x(ey)2 +xb (1- x)(ey)2 =1+xb € =% T—);

Nos quedamos con la raiz cuadrada positivaya que € > 0.
& 0 .
y=lug] =22 xi (- 11)
1- x4
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4. SITUACIONESREALESEN LAS QUE APARECEN.

Las funciones circulares son basicas para € estudio de las funciones periddicas, ya
gue cualquiera de éstas se puede expresar en funcion de Sen mx y Cos mx.

Veamos un conjunto de fendbmenos naturales periddicos que los podemos expresar
mediante funciones circulares.

a) Movimiento Pendular.
b) La posicion de las agujas de un reloj con relacion a un punto origen.
c¢) El Movimiento de subiday bajada del émbolo en un motor de explosion.

d) Movimiento de una noria de feria, donde la altura de una persona montada varia a
lo largo de una vuelta, y se repite en todas las demés.

€) Caculos de navegacion o astronomia.

f) Las leyes que rigen e movimiento armonico simple.

g) Laactividad eléctricadel cerebro.

h) La Intensidad de Corriente aterna de un circuito.

L as funciones hiperbdlicas tienen aplicacion en situaciones de tipo técnico.

a) La Catenaria es la curva que forma un cable suspendido en € aire y solo sujeto
por sus extremos (es Chx).

b) Al calcular lalongitud de un arco de Catenaria aparece Shx.

c) Las reciprocas de las funciones hiperbdlicas también nos las encontramos al
realizar laintegracion de funciones donde aparecen expresiones de laforma +/x° - 1.

27/28



Bibliografia recomendada.
Andlisis Matematico |. Aut. JA. Fernandez Vifia. Ed. Tecnos

Lecciones de Caculo Infinitessmal |. Aut. R. Molina Legaz, M. Franco. Ed.
Universidad de Murcia

Principios de Andlisis Matemético. Aut. W. Rudin. Ed. McGraw-Hill
Curso de Andlisis Matemético |. Aut. E.L. Luna. Ed. Edunsa, 1991.
Calculus. Aut. M. Spivak. Ed. Reverté.

Andlisis Matemédtico. Aut. M. de Guzman, B. Rubio. Ed. Piramide.
Calculus. Aut. Apostol. Ed. Reverté

Introduccion a Andlisis Matematico. Aut. JM. Ortega. Ed. Labor

28/28



