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TEMA 8

SUCESIONES. TERMINO GENERAL Y FORMA RECURRENTE.
PROGRESIONESARITMETICAS Y GEOMETRICAS.

1. SUCESIONES DE NUMEROSREALES.

A lo largo de este tema vamos a considerar que en conjunto N no contiene al
elemento 0. Por tanto N={1, 2, 3, ...}.

DEF Llamaremos sucesion de NUmeros Reales atoda aplicacionf: N® R.

Es claro que a cada nimero natura il N le corresponde una Gnica imagen (i), ya
que en caso contrario f no seria aplicacion.

Aunque hemos definido como sucesion a la aplicaciéon f, por extension del
lenguaje también Ilamaremos sucesion al conjunto de las imagenes de f, que mantienen
el orden de N inducido por f {f(n)} ni n.

Cada una de las imagenes, f(k), recibe e nombre de término de la sucesion, y
también se pueden denotar por &.

S podemos encontrar una expresion o formula que nos permita obtener
cualquier término de la sucesion en funcion de 1 N, se denotara por a, y se llamara
término general de la sucesion.

Ejemplos.

1) Seaf N® Rcon f(n):l
n

f(1)=a=1 f(2):aQ:% son |os términos de la sucesion.
1 - N I X g
a,=— esd término genera delasucesiony 1—% eslasucesion.
n | n Nl N

1)

n

2) Otro giemplo de sucesion puede ser Entonces €l término genera es

o

NI o

ni N
an:(_l) y lostérminos serfan - 1, N
n 3 4
i2n+1 S nespar i2n+1 n par
i, _ Entonces a, = , _
in S nesimpar in®  nimpar

y lostérminosson 1,5,9, 9, 25, 13, ...
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Como podemos comprobar en este giemplo, a veces es necesario més de una
formula para poder definir la sucesion o término general.

Podemos plantearnos la siguiente pregunta ¢Es posible determinar una sucesion
a partir de un nimero finito de sus términos sin conocer e término genera?

Antes de contestar esta pregunta necesitamos saber que es determinar una
sucesion.
DEF Una sucesién estd definida si y solo si es posible escribir sus términos en orden
hasta € término que se quiera.

Intentemos contestar ahora a la pregunta.

1

Sean 1, . Para poder afirmar que son sucesion necesitamos conocer la

93 N
— 00|H

"4
o 1 -
expresion para amésintuitivaes a, ==, pero ¢es Unica?
n

Si fuese Unica, la sucesion ya edtaria totalmente determinada. Pero resulta que

25 35 5 1 . . .
n’- —n’ es otra sucesién tal que sus cuatro primeros términos

2 22" 12" =

N

1
.. y no eslaunica. Podemos ver que a, —?H ntd

15 n>4

Seriaotra.

Como conclusion, podemos afirmar que a partir de un nimero finito de términos
no podemos obtener & término general de la sucesion. Luego esa manera no nos
permite definir una sucesion.

Veamos como poder definir una sucesion.
a) Conocer € término general.

Esta forma es la que hemos visto hasta ahora. Consiste en dar una expresion
matemética funcion 1 N, que permite obtener las imagenes de la funcién f: N ® R

sustituyendo en dicha expresion n por cualquier nimero natural.
b) Ley de Recurrencia.

Consiste en obtener e valor de un término de la sucesion en funcion del anterior o
anteriores. Si e término genera depende del anterior, es necesario conocer € valor del
primer término de lasucesion, &;. Si € término depende de los k términos anteriores, la
sucesion solo quedard completamente definida si también conocemos los k primeros
términos, &, &, &, .., &
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Ejemplos.

a,=2a,,- 1[\;

2) Una sucesién muy importante y conocida que sigue una ley de recurrencia es la
sucesion de Fibonacci.

a=l &=1 y a&=an1tahe "3
Asi, la sucesion de Fibonacci es:
1,1,2 35,8, 13,21, ...

2. PROGRESIONES ARITMETICAS.

DEF Diremos que una sucesién de numeros reales {a\}ni N €S Una progresion
aritmética s la diferencia entre un término de la sucesion y € inmediatamente anterior
es un valor constante.
De la definicion de progresién aritmética obtenemos que la sucesion {an} ni :
{an} ni n esunaprogresion aritmétical  aei-ac=d " ki N

El nimero d recibe el nombre de diferencia de la progresion aritmética.

A partir de la definicién de progresion aritmética, obtenemos una ley de
recurrencia para las mismas.

PROP Dada una progresion aritmética de diferencia d, e término genera viene
expresado por laley de recurrencia a,.=a,.1+d

dem.

Como {an} ni N €S Una progresion aritméticade diferenciad P aw-an=d P
P awi=a+d que eslo mismo que a,=an1+d

PROP Toda progresion aritmética de diferencia d tiene como término general
a=(n-1)-d+a

dem.

Como a,=an.1+d

Paran=2 o =a+d

Paran=3 & = &+d = g+d+d = +2d
Paran=4 = agtd = a+2d+d = ay+3d

Paran a=an+d = at(n-2)-d+d = a+(n-1)d
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Luego a, = a1 +(n-1)-d

Asi pues, podemos determinar completamente una progresion aritmética
conociendo € primer término de la sucesion y la diferencia.

COROLARIO Dados dos términos cualesquiera, & y a con r<s, de una progresion
aritmética, se verificaque as=a+(sr)d

dem.

Sabemosque a=a+(s-1)d
& =a+(r-1)d

Al restar ambas expresiones miembro a miembro obtenemos
a—g=ay+(s—-D)d-a—-(r-1)d=(s—-1-r+1)d=(s-nd
Luego as=& + (s—r)d

PROP Toda progresién aritmética tiene como término general a, = an+b con abl R vy
ao.

dem.
Sea{an} ni N UNa progresion aritméticade diferenciad P a,=a + (n—1)-d
P as=aqy+nd—-d b ag=dn+(aqg—d)
Sitomamos a=d y b=a-d
nosqueda a,=an+b conat0
Un problema que podemos plantearnos es el llamado problema de interpolacion.
Consiste en intercalar n términos consecutivos entre a 'y b de tal forma que los n+2
términos formen parte de una progresion aritmética. Los términos que intercalamos
entre los extremos a y b reciben e nombre de medios aritméticos. Para resolver este

problema, 1o Unico que necesitamos es poder obtener la diferenciad.

PROP Dados dos nimeros a 'y b, s intercaamos n nimeros tal que los n+2 nimeros

formen parte de una progresion aritmética, entonces la diferenciaes d = b_—i
n+

dem.

Llamaremosa=a y aw2=b deta forma que los n términos que intercalamos
sean &, &g, ..., Al
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Sabemos que an+2:a1+(n+1)-d b d= o™ & = b- a
n+1 n+1

Los medios aritméticos serdn  a+d, a+2d, a+3d, ..., atnd

Otro problema gque también podemos plartearnos es € de calcular la suma de un
numero finito de términos de una progresion aritmética.

PROP La suma de dos términos cualesquiera que equidistan de a y a, es igud a la
sumade éstos.

dem.

Tenemos que demostrar que dado pl N con 0<p<n se verifica a+a, = aptanp
donde ay+p Y an-p Son equidistantes de a; y a, respectivamente.

Sabemos que &g+ = a+(1+p-1)d = & +pd
an = awpt(n-n+p)d = an-p+pd

S restamos ambas ecuaciones miembro a miembro obtenemos
A1+p=Sn = A-Snp p Qp tanp=a t+an

PROP La suma de n términos consecutivos de una progresion aritmética es igua a la
mitad de n veces |la suma de sus extremos.

dem.
Sean &y, &, ..., & los términos de la progresion aritmética que queremos sumar.

Sh=atat...tay
Sh=antanat.. tar

25, = (autan)t(atan1)t.. . H(antay)

Aplicando la proposicion anterior b 2S, =n-(a+a,) P § = w

Ejemplo
1) Cdcular lasumade los n primeros multiplos de 3, comenzando en 3.

sol
Como &=3, &=6, &3=9,... P d=3 y a,=3+(n-1)-3

_n(3+3+(n-1)3) _3n°+3

3 2 2

2) Cadcular lasumade los n primeros nimeros impares.
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sol

1,357,... P a=ly d=2PbP ag=1+n-1)-2=2n-1

_n@+2n-1) _2n’ 2

3 2 2

3. PROGRESIONES ARMONICAS.

DEF Llamaremos progresién armonica a una sucesion de numeros reales {a}ni N
cuyo término genera es de laforma

an:

con abl Ayato
an+b

Como vemos, una progresion armonica esta formada por los reciprocos de una
progresion aritmética.

Ejemplo

1) a,= 1 es unaprogresion armoénica con a=1y b=0
n

1 - - -
2 a, = es también una progresion armonica.
2n+1

4. PROGRESIONES GEOMETRICAS.

DEF Diremos que una sucesién de numeros reales {a\}nin €S Una progresion

geométrica s €l cociente entre un término de la sucesion y € inmediatamente anterior es
un valor constante.

De la definicion de progresion geométrica obtenemos que la sucesion {an} ni w:
{an} ni N €SUnaprogresion geométrical  —<2L=r " ki N

El nimero r recibe e nombre de razén de la progresion aritmética.

Ejemplo.
Lasucesion 3,9, 27, 81, ..., 3", ... esunaprogresion geométrica ya que
& - 3_1:3 b Larazonesr=3
a., 3

Vamos aredizar un estudio similar al ya visto para las progresiones aritméticas.

A partir de la definicion de progresion geométrica obtenemos una ley de
recurrencia para las mismas.
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PROP Dada una progresion geométrica de razén r, €l término general viene expresado
por laley de recurrencia a,=an1r

dem.

Como {an} ni N €S Una progresion geométricaderazénr p B = r p
a

n

P awi=ar queeslomismo que a,=a 1T

PROP Toda pr?gresi On geométrica de razon r tiene como término general
an=ag "

dem.

Como a,=an-1r

Paran=2 o=a

Paran=3 =T =arr=ar’
Paran=4 =agr=arr=ar
Paran ag=an1 T = & I2r=a "t

Luego a, = a "t

Por tanto, podemos determinar completamente una progresion geomeétrica
conociendo € primer término de la sucesion y la razon.

COROLARIO Dados dos términos cualesquiera, & y aq con p<qg, de una progresion
geométrica, se verificaque a;= gy r'P

dem.

Sabemos que &g = ag 19t
&= al.rF*l

Al dividir ambas expresiones miembro a miembro obtenemos

-1
i:—alqu = rq-l- p+l

p-1
ap af

- rq' p p aq — aprq'p
S nos fijamos en e término general de una progresién geométrica, a=as-r"*,
podemos determinar la estructura de la sucesion.

1)Sir>1 La sucesion es divergente. Cada término es mayor (menor) que €l
anterior si a>0 (a1<0).

2)Sir=1 La sucesion tiene todos sus términos iguales.
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3) SiO<r<l Lasucesion es convergente, y tiene por limite 0. . Cada término es
menor (mayor) que €l anterior si a1>0 (a1<0).

4) Si r=0 La sucesion esla sucesion nula

5) S —1<r<0 La sucesién es convergente y tiene por limite 0. La sucesién es
oscilante.

6) Sir=-1 La sucesiéon es oscilante y con los términos en valor absoluto
iguales.

7)Sir<-1 La sucesién es oscilante y divergente, ya que cada término es
mayor (en valor absoluto) que e anterior.

En las progresiones geométricas, al igual que en las aritméticas, podemos
plantearnos el problema de la interpolacidn.

PROP Dados dos nimeros ay b (a,bl Ry & 0) s intercallamos n nimeros tal que los

n+2 nimeros formen parte de una progresion geométrica, entonces larazon es r =nsf—
a

dem.

Seaay=a y aw2=b deta forma que los n términos que intercalamos sean &,
3(3, ey aﬂ"’l

fa b
Sabemosqueam:al-r”*l b rﬂ”:@ b r=n n_+2:n+\,/:
31 a a

Los nimeros que intercalamos reciben e nombre de medios geométricos y son
ar,ar’, ar’, ..., ar"

Ahora vamos a obtener tanto la suma como € producto de n términos de una
progresion geomeétrica.

PROP El producto de dos términos equidistantes de a y a, es igual a producto de
éstos.

dem.

Tenemos que demostrar que dado @ N con 0<p<n se verifica a-a, = A+pBnp
donde ay+p Y an-p SoNn equidistantes de & y a, respectivamente.

Sabemos que agsp = ay TPt = gy P
an = an_p.Iﬂ‘”’fP = aq_p.rp

Si dividimos ambas ecuaciones miembro a miembro
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P
h:Lp b h:i ) al'an:a.l.+p'a1-p
a, &, ,T a, a,,

PROP El producto de n términos consecutivos de una progresién geométrica es igua a
laraiz cuadrada de la potencia n-ésimadel producto de sus extremos.

dem.

Sean &, &, ..., & los términos de la progresion geométrica que queremos
multiplicar.

Pr=a&:...-a

Pr=ayah1...-&

Pn” = (a'3n)(82h1) ... (an-an)

Aplicando la proposicién anterior:

P’=(a-a) P P=y(aa,)

PROPLa suma de n términos consecutivos de una progresion geométrica es
1-
1-r

S, =a sendo & € primero de los términos.

dem.
Sean ay, &, ..., & |os términos de la progresion geomeétrica que queremos sumar.

Sh=atat...tay
r-Snh=at...tantam

S -rSi=a-awu b S@nN=a-ar" b S(1r=a- (1M b

COROLARIO Lasumade n términos consecutivos de una progresion geométrica de
razon r=1 es Sy=n-a

dem.

En este caso, d ser r=1, no nos sirve la proposicién anterior, al ser el
denominador O.

Sabemos que todos |os términos de una progresion geométrica de razéon r=1 son
iguales.

Entonces S, = aytao+...+an=nay P S, =ng
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COROLARIO Lasumade n términos consecutivos de una progresion geomeétrica de
razon r=-1es S,=0s nespar 6 S;=ay S h esimpar.

dem.

1-r" __1-(-D"
b —gq -\
1-r =4 2

Sabemosque S, =a
Snespa b (-)"=1bP S$,=0

Snesimpar P (-1)"=-1P Si=a

5. SERIESARITMETICASY GEOMETRICAS.

DEF Llamaremosserie d par ({an}, {Sn}) siendo {a,} una sucesion de nimeros reales

yS,=aa.

k=1

DEF Lasucesion {S,} recibe el nombre de sucesion de sumas parciales de la sucesion

{an}.

Si lasucesion {a,} es una progresion aritmética, entonces la serie se llama serie
aritmética.

Si lasucesion {a,} es una progresién geométrica, entonces la serie se llama serie
geométrica.

DEF Diremos que laserie({an}, {Sn}) essumable si la sucesion {S,} es convergente.

¥
Si {S,} esconvergente, entonces existe SSLimS,, y serepresentapor S= é a,

n=1

5.1. Series Aritméticas.

Si {a,} esunaprogresion aritmética, entonces S, = w
PROP Una serie aritmética no es sumable.
dem.

Paraver s es sumable, vamos a calcular LimS;,

Umg=Umﬁi§ﬁﬂ=Lmﬁq+%+§'”m“=Um2@Hﬂn-dn:
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2 .
_ Limdn +(2a, - d)n _y

El limtesera +¥ 9 d>0 y serd -¥ s d<0
Luego la serie no es sumable a no ser {S,} convergente.

5.2. Series Geométricas.

PROP Una serie geométrica es sumable s ¥4%/<1.
dem.

Sea {a,} una progresion geométrica 'y {S,} la sucesion de sumas parciaes de
{an}. Paraque la serie sea sumable debe existir limS,,.

Como {a,} esunaprogresion geométrica, sabemosque S, =a, 11_ r
-r

i 0 s |r|<1

.'t. ¥ s r>1

Limr" =j 1 s r=1

:::NoExiste s r<-1
fNoExiste s r=-1

Teniendo en cuentael Lim r", podemos calcular € Lim S, en funcién del valor
quetengar.

¥
1) Sl b LmS =% b §a =2

2) S r<l P S,noesconvergente b Lim S, no esfinito

3) S r=1 b LimS,=Lim(&n) queno esfinito

4) Si r<-1 P Synoesconvergente P Lim S, no esfinito

5 S r=-1 P S, notienelimite, al ser unasucesion oscilantede Oy a.

6. APLICACIONES DE LAS PROGRESIONES.

6.1. Calculo delas fracciones gener atrices de numer os decimal es periodicos.

a) Decimal Periodico Puro.

Sead nlmero x =4'18
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Como x=4'1818181818...
lo podemos escribir como x =4+ 0'18 + 0'0018 + 0' 000018 + ...

18 18 18 18
— ..+

- +...
107 104 106 10"

yeslomismoque x=4+

y por tanto x=4+ 18-8Ei+ ! + ! +..+ - +.2

17 & 102 10° 107"

Lo que tenemos en e interior del paréntesis es la suma de una progresion

s . 1 . A
geométricaderazon r = 0 y primer término a;.

Sabemos gue la suma de dicha progresién geométrica es:

g 1. _1 1o
%107 1 99
10°
Por tanto x:4+1_82£ _. 18 _414
99 99 99

b) Decimal periédico mixto
Seael nimero x = 418
como X =4'1888888...
lo podemos escribir como x =4+0'1+ 0’08 + 0’008 + 0’0008 + ...

1 8 8 8
yeslomismoque x=4+—+—+—+..+

+...
10 10* 10° 10"

18@11

or tanto x=4+ +—+—+..+—+
yp 10 10°& 10 10° 10"

(O] 10

Lo que tenemos en e interior del paréntesis es la suma de una progresion

geométricaderazon r = % y primer término a;=1

¥
Sabemos que la suma de dicha progresién geométrica es é - =
Co €10 5 .19

>

Por tanto X:4+i+i2:4+ 1 E_-Bﬂ
10 10% 9 10 90 90
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6.2. Aplicaciones de M atematica Financiera.

L os bienes econdémicos tienen una utilidad que medimos en unidades monetarias
(por gemplo, euros 0 pesetas). Esta claro que esta utilidad es mayor siempre que
dispongamos de dicho bien. Es por ello que e tiempo influye en la apreciacion positiva
0 negativa de | os bienes econdmicos.

Definimos a capital financiero como la medida de cualquier activo, real o
financiero, expresada por su cuantiay por su vencimiento o momento de disponibilidad.
Por tanto, representaremos cualquier capital por e par ordenado (C,t) sendo C la
cuantia del capital (en unidades monetarias) y t el momento de disponibilidad del capital
(en anos).

En la actividad financiera que se realiza dia a dia, se efectlian gran cantidad de
operaciones con capitales. Los agentes econdmicos han de disponer de herramientas que
les permitan comparar capitales, sustituir varios de ellos por uno sélo equivalente, etc.
L as expresiones mateméticas que realizan esa labor son las Ilamadas Leyes financieras.

Podemos distinguir entre leyes de capitalizacion y de descuento, en funcion de si
necesitamos conocer € valor de un capital actual en e futuro o en e pasado,
respectivamente.

Son varias las funciones matematicas que podemos utilizar como leyes
financieras. Aqui veremos las leyes sumativas y las leyes multiplicativas. Las primeras
se aplican cuando en €l intervalo considerado no se acumulan intereses para producir
nuevos intereses. Las segundas se utilizan cuando se acumulan los intereses. Como
gemplos tenemos la capitalizacion ssimple y e descuento comercia como leyes
sumativas, y la capitalizacion compuesta y € descuento compuesto, como leyes
multiplicativas.

a) Capitalizacion Simple.

La expresion matematica es Li(t) = 1+it

dondet es € tiempo en afios e € interés o tanto.

Llamaremos montante a capital equivalente a C dentro det afios: M = C-(1+it)
b) Capitalizacién Compuesta

La expresion matemética es Lo(t) = (1+i)"

Siendo € Montante dentro det afios:. M = C(1+i)"
Ejemplos:

1) Tenemos una persona que alquila un piso durante un afio. Cada mes le pagan
500 € més € 5% mensual. ;(Qué cantidad obtendra al fina del afio?
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El primer mes cobra 500 € = 100(1+0'05(1-1))

El segundo mes cobra 500(1+0'05(2-1))
El tercer mes cobra 500(1+0'05(3-1))
El dltimo mes cobra 500(1+0'05(12-1))

En general, e mest (con t:1,...,12) cobrara a = 500(1+0' 05(t-1)) y
& = 25t+475

El dinero que obtendra sera a;+ap+...+a12 que esla sumade los 12 primeros términos de
una progresion aritmética de término general a, = 250n+250.

Entoncescomo S, = @ sea §, = 12(L2+8(m) =7.800€

2) Una persona con 55 afios decide invertir 5.000€ anuales en un fondo de
pensiones a 7'5% de interés anual. Como €l dinero no lo puede rescatar hasta los 65
anos, ¢Cuanto dinero obtendra al cabo de esos diez afos?

Como en este caso los intereses que se obtienen cada afo son reinvertibles,
hemos de utilizar 1a ley de capitalizacion compuesta. Vamos a calcular € dinero que
serd cada anualidad ingresada dentro de diez afios.

Laprimeraanualidad seré: 5.000(1+0'075)111
L a segunda anualidad ser& 5.000(1+0' 075)112

Ladécimay (ltimaanualidad seré:  5.000(1+0 075)'1°

En general, cada anualidad se convierte, dentro de 11-t afios en
a = 5.000(1+0'075)*' €

El dinero que obtendra sera &, &, ..., a0 Qque es la suma de los diez primeros
términos de una progresion geométrica de término general by, = 5.000(1’075)" con
bi=ay1..

_ n _ 1 10
Como S, = ail—r tenemosque S, = 5.000ﬂ =70.735'44€
1-r 1- 1075

7. PROGRESIONES HIPERGEOMETRICAS.

DEF Diremos que una sucesion {an}ni n €S una progresion hipergeométrica si el
cociente de cada término por € inmediatamente anterior es una expresion de laforma:

a.,, _an+b
a an+c

n

conab,cl R y ay cnosmultaneamente nulos.

OBS Las progresiones geométricas son un caso particular de las progresiones
hipergeométricas ya que se obtienen para a=0, siendo larazon r=b/c.
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PROP Dada la sucesion {a,} que forma una progresién hipergeométrica, la suma de m
términos consecutivos es

(ma+c)- a-c

— 8
S a+b-c

siendo & el primero de ellos.
dem.

D L . . n+
Como {a,} esunaprogresion hipergeomeétrica, se verifica que G 8N b
a an+c

n

Dando anlosvaores 1, 2, 3, ..., m obtenemos

ay-(ath) = a-(atc)
a-(2ath) = a-(2atc)

A1 (M-1) @x+b) = ane((M-1)-2C)
an:(Mm-atb) = an+1-(M-atc)

Sumando miembro a miembro y eliminando los sumandos comunes gue figuran
en ambos miembros, queda:

Si-(atb) = Sy-Cc-a-C+ama (m-atc)
Sme(atb) =Syn-¢c = ami(m-atc) —a-C

(ma+c)- a-c
atb-c

Sn:&n+l

8. PROGRESIONES ARITMETICO-GEOMETRICAS.

DEF Diremos gque una sucesion {an} ni N €S Una progresion aritmético-geométrica si €l
término general es de laforma:

a, = (an+b)-x"
dondea,b,xI Ry taes que ay x no se anulan simultdneamente.

OBS S tomamos a=0 obtenemos una progresién geométrica y S tomamos x=1
obtenemos una progresion aritmetica.

PROP La suma de m términos consecutivos de una progresion aritmético-geomeétrica es

a-xga_—xm- mx" §+ b-x-(l- xm)
_ 1-x @
S, = -

X
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S la sucesion {a,} es una progresion aritmético-geométrica, se verifica que
an = (ant+b)-x"

Como S, :g a,= ém‘ (an+b)-x"

n=1 n=1

Entonces S, =a-g nx"+bQ X

n=1 n=1
g g
y xS, =a-g nx""+b-g x"*
n=1 n=1

Restando tenemos S, - x-S, :a-(;ae‘na (n-x" - n-x"*1)9+ bg (x"- x™Y) b

en=1 4} n=1
b S, - x)=ag (NX"- nx") +bg (X"- x"*1) 1)
n=1 n=1

Cal culemos aparte ambos sumatorios:

m m m
o] [¢} o]
a (n_xn _ r]_Xn+1) - a n_xn _ a r]_Xn+l =

n=1 n=1 n=1

= (x+ 26 +3¢ +...+mxX")- (32 +26 +...+ (M- X"+ mx™) =

1-x™
1- x

=X+ X + X+ X" - mXM = x - mx™** 2

én. (Xn' Xn+1):(x' X2)+(X2- X3)++(Xm - Xm+1):X- XML (3)

n=1

Sustituyendo (2) y (3) en (1) nos queda:

e 1- x" 0
1_ . —a _ m)(n+l++b' _ m+1
1- x-S, gxl-x : (x- x77)
ax 1 X: - X" 2+ bx{L- X7)
S, = 2

Corolario S la sucesion {a.}nin €S Una progresion aritmético-geométrica con
ax+bx(1- x)

YxY<lentonces LimS§ = L X
- X
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dem.

S {a} es una progreson aritmético-geométrica, se verifica que
n

axgl ); n-x —+bx(1 x)

y como¥x¥/<1 P Limx" =0

1-x
axZL . 0% bxf1- 0 X iy
Por tanto §, = gl X o o =1 X X:ax+bx(1- X)
1- x 1- x (1- x)?

El resultado anterior se puede generalizar de la siguiente forma:

DEF Sea{ay}ni n Unasucesion. Diremos que es una progresion aritmético-geométrica
S su término general es de laforma:
an = P(n) X1

donde P(n) es un polinomio de variable natural.

Para obtener S, se sigue un proceso similar a caso més especifico, visto antes.
S6lo hay que tener en cuenta que el proceso se reitera tantas veces como indica €l grado

de P(n).
Vedmos o mediante un gjemplo.
Ejemplo.

Sea a=(2rf+3)-X"

S,=aa=-aq @’*+3x" =23 x"+3g X"

n=1 n=1 n=1 n=1

xS, —xaan a(2n +3)-x"t = 2a ex"+3g x"

n=1 n=1 n=1 n=1

S, (1- X = Zsaa" n*x" - a e d +3c;a (x" - x”“)gz
én:l n=1 7] En 1 %)

= 2-(x+ A +9x3 + ..+ mPX™ - X2 - 4x3- 9x* - L..- mzxm”) +3-(x- xm+1):
= 2{x+ 3 +5x% +...+ (2m- Dx" - mex™)+3x(1- x")
Luego

S,(1- %)= 2x+2{3x% +5x° +...+(2m- D)x")- 2m?x™ + 3x(L- x")
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y xS, (1- X) = 2-(x2 +3x+5x* +...+(2m- Dx™ - mzxm+2)+3x2(1- xm)
Restando queda:

S,((@- X)- X(@- X)) = 2x+2(262 + 2 +...+ 2x™)- 2(2m- Dx™ - 2mPX™ +
+m?xX™? + 3x(1- X" - X+ x’“*l)

m-1

1- X
1- X

S, (1- X)? =2x+22% - 2xm+1(2m- 1+ m2)+ mex™*2 +3x(1- X- X" +xm+1)

- 2xm+1(m2 +2m- 1)+ m°x™? +3x(1- x)(1- x™)
(- %)?

_ m-1
2X + 4%? 1- X

Sn: 1- x

S Yxvx1 laserie ({ an} {Sn}) es sumable, siendo en este caso concreto

2X+ ax’ +3x(1
Lim§, = i x xd-% _2X(1- x) +4x +3x(1- X)° _ X(3X" - 4x+5)

- x)° (1- x* (- x)°
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