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TEMAS

EL NUMERO RACIONAL.

1. INTRODUCCION.

En e tema 1 construimos & conjunto N y lo dotamos de las operaciones de suma 'y
producto, constituyendo (N,+) un semigrupo abeliano. En & Tema 4, tuvimos que
ampliar € conjunto N. El motivo era que ecuaciones del tipo x+m=n con m>n no tenian
solucién en N. Creamos e conjunto Z, ampliacion del N, con més operaciones sumay
producto que eran extension de las de N. (Z,+,¢) tenia estructura de anillo conmutativo
con elementos de integridad. Es maés, vimos que era un dominio de integridad y todos
sus ideales principales,

Ahora, en Z, nos encontramos con el siguiente problema:

Sean abl Z ta que a no dividea by at 0. Entonces las ecuaciones de la forma:
ax=b no tienen solucion en Z.

La solucion estd en construir un nuevo conjunto que amplie Z, y que las
operaciones de sumay producto que definamos en €l sean extension de las de Z. En la
construccién de este nuevo conjunto, también hemos de poner como condicion que sea
el menor de todos los posibles.

Comenzaremos € tema con la construccion de ese conjunto que llamaremos @Q, y a
sus elementos ndmeros racionales, y comprobaremos que @,+) es un grupo abeliano.
Luego definiremos e producto de numeros racionales, siendo (Q*,*) grupo
multiplicativo. Enlazaremos ambas operaciones con la propiedad distributiva para
terminar afirmando que (Q,+,*) es un grupo conmutativo.

En la segunda parte del tema comprobaremos que podemos definir una relacion de
orden en Q, que Q es extension de Z y diversas propiedades mas.

Terminaremos viendo |os nimeros racionales enteros, es decir, aquellos que tienen
cifras decimales.

2. EL CUERPO DE LOSNUMEROS RACIONALES.

2.1. Construccion de Q.

DEF Llamaremos Z* a conjunto de los enteros sin €l cero. Z*=Z- {0}
DEF Establecemosen € conjunto Z" Z* la siguiente relacion R.
Sean (a,b),(c,d)i Z Z*. Entonces (a,b)R(c,d)U ad=bc

PROP Larelacion R definidaen Z" Z* es unarelacion de equivalencia
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Dem:

1) Reflexiva: (a,b)R(ab)U ab=ba lo cual es cierto ya que & producto en Z es
conmultativo.

2) Simétrica: (a,b)R(c,d) P ad=bcbP bc=ad b ch=dab (c,d)R(ab)

3) Transtiva: (ab)R(c,d) P ad=bc
(c.d)R(ef) b cf=de

multiplicando la primera ecuacion por f, obtenemos:
adf=bcf P Comocf=de adf=bdeP comod'0 af=be b (ab)R(ef)
Larelacion Ren Z" Z* es unarelacion de equivalencia.

DEF Definimos un conjunto Q como Q=Z" Z*/R y llamaremos a cada clase de
equivalencia de Q, nimero racional, siendo Q e conjunto de |os nimeros racionales.

S pl Qy (a,b) es un elemento de la clase de p, por convenio se escribe p :% y s

tomasemos otro elemento de la misma clase (c,d) entonces p = % verificandose que

a.d=b.c

DEF Al término % se lellamafraccion siendo a € numerador y b e denominador.

PROP El conjunto Q es una extension del conjunto Z.
Dem
Sea f:Z®Q
a%® [(d1)]
Basta comprobar que f esinyectivaparaque ZI Q.
Sean abl Z conf(a=f(b) P [(a1)]=[(b,1)] P al=b.lP a=b cq.d.

2.2. El grupo aditivo de los nlimer os r acionales.

DEF  Sean [(ab)],[(c,d)]l Q, sedefinelasumacomo sigue:
[(ab)]+[(c,d)]=[(ad+bc,bd)]

OBS Ladefinicién también la podiamos haber hecho de la siguiente manera:
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Seanp,gql Qb p+q=

OBS La operacion est4 bien definida ya que b.dl Z* puesto que b,dl Z* y e
producto es una operacion interna

PROP La operacién suma definida anteriormente no depende del representante
elegido.

Dem:

Sean [(ab)]=[(a,b)] b &ab'=ba
[(cd)]=[(c’,d")] P cd=dc

[(@0)]+[(c,d)]= [(ad+bc,bd)]=...

Como ab’'=ba’ P multiplicando por dd’ queda dd ab’=dd’ba
Como cd'=dc’ b multiplicando por bb’ queda bb’cd’'=bb’dc’

Sumando ambas ecuaciones: dd’ ab’ +bb’ cd’=dd’ ba’ +bb’ dc’
y reordenando términos queda: (adtbc)pd'=(@d +b’'c’)bc =...
LE[@d e b d))=[(@ b)) +H(C,d)]
OBS Podemos redlizar la demostracion en términos de fracciones en lugar de clases

de equivaencia, con sdlo cambiar [(a,b)]:% y € resto igual.

PROP La operacién suma definida anteriormente verifica las siguientes propiedades:

a) Conmutativa

b) Asociativa

¢) Elemento Neutro
d) Elemento Opuesto

Dem

Las dos primeras propiedades las vamos a demostrar utilizando clases de
equivaenciay las dos Ultimas mediante fracciones. Dejemos a lector como gercicio la
posibilidad de hacerlo al revés.

1) Conmutativa.
Seen  [(ab)l[(cA]l @

[(@b)]+[(c.d)]=[(ad+bc,bd)]=...
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aplicando la conmutatividad de la sumay del producto de niUmeros enteros
...=[(cb+da,db)]=[(c,d)]+[(ab)]

2) Asociativa
Sean: [(ab)], [(cd)], [(eN] T @,

([(ab)]+[(c.d)]) H(ehH]=[(ad+bc,bd)] +[ (e,f)]=[ (adf +bcf+bde, bdf)]=...

..=[(@b)]+[(cf+ded)]=[(ab)]+ ([(c.DI+I(ef)])
3) Elemento Neutro:

Sea el Q @ elemento neutro. Se debe verificar que” pl Q:

pte=p=etp
Seap=% sie:% p p+e=e+p:adt;bc

ad+bc_a  ad+bc=aj
bd b bdeE

e bd=b obtenemos d=1 (puesbi Z*)

ycomo pte=p b b

yde atbc=a P bc=0 y comobl Z* sededuce que c=0. Luego e:%

Pero no es e tnico posibleyaque (0,1)1 [(0.1)] P e puede ser un elemento
cualquierade esa clase.

4) Elemento Opuesto.
Debe verificarseque " pl Q@ $qi Q/ p+q=0

Representaremos q por - p

S p:E comprobaremos que -p:'_:ib:
a (- _a+b(-a 0 R
p+(-p)=5+(b)= bz( ):F:_:O (pues (0,b%)1 [(01)])

CONCLUSION

(Q,+) es un grupo conmutativo.
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2.3. El grupo multiplicativo de los nimer os Racionales.

DEF Sean[(ab)], [(c,d)]T Q. Definimos el producto de Nimeros Racionales:

[(@b)]* [(c,d)]=[(ac,bd)]

OBS La operacion producto se podia haber definido mediante fracciones de la
siguiente forma:

- a c ac
Sean: p,gl Q con p=— ——. Entonces. p.g=—
P.q P b y ¢ d P.q b.d

OBS Laoperacion esta bien definidayaque b.dl Z*

PROP La operacion producto definida anteriormente no depende del representante
elegido:

Dem Sean [(ab)]=[(a.b’)] P ab'=bd
[(cd)]=[(c'.d)] Pp cd=dc
[(@0)]+[(c.d)]=[(ac,bd)]=...

Como ab'=ba y cd'=dc’ multiplicando miembro a miembro ambas ecuaciones
obtenemos:
ab’cd’'=ba dc’

y reordenando |os términos. ac.b'd'=bd.ac
- =@cbd)]=[(a )] e[(cd)]

OBS Al igua que con la suma, podemos redizar la demostracion en términos de
fracciones en lugar de clases de equivalencia

PROP La operacién producto definida anteriormente verifica las siguientes
propiedades:

1) Conmutativa

2) Asociativa

3) Elemento Neutro.
4) Elemento Simétrico.

Dem

Las dos primeras propiedades las vamos a demostrar utilizando clases de
equivalenciay las dos Ultimas mediante fracciones.

1) Conmutativa.
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Seen  [(@b)][(cA]l @
[(@b)]+[(c,d)]=[(ac,bd)]=[(ca.db)]=[(c,d)]*[(a,b)]

2) Asociativa:
Sean: [(ab)], [(cd)], [(N] T @,
([(aby[(c.d)]) +(eh]=l(acbd)]-[(eh)]=[((ac) e, (bd)+f)]=...
..=[(@(ce), be(df)]= [(@b)]*[((cedN]=[(@b)]* ([((cd)l-[(e)])
3) Elemento Neutro:
Debe existir el Q ta que p.e=p=ep " pl Q.

Por la propiedad conmutativa demostrada antes, tenemos que p.e=e.p luego solo
hemos de ver que p.e=p.

. 0 Oe _0Og _0O
i =0=— P — =—2=—=0=
) Sp= 1 P& le, le, e P
ii) S pt 0 entonces p= z con at 0.
ae_a ae _a — -
e——=—pb —L=—0Pp b=abe, b abe=ab
P& be, b ae1b=abe; e =abe,

ycomo abt0 P e=e, entonces =3 pero como [(er,e1)]=[(1,1)]
€

podemos definir e= % y lo demostraremos por e=1

4) Elemento Simétrico.
"pl Q- {0} $pl Q/p.g=1

S IO—B y Q—% P p.g=1 setraduce por t;—az_%

Bastatomar c=b y d=a paraque ac.1=bd.1 sea ab=ba y por tanto se verifique
laigualdad

El nimero ng lo demostraremos por p*

pp'=1
CONCLUSION
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(@- {0} ,») tiene estructura de grupo multiplicativo conmutativo

2.4. El Cuerpo delos niimer os r acionales.

Unavez visto que (Q,+) y (Q*,e) tienen estructura de grupo abeliano respecto de
Sus operaciones, veamos como podemos relacionar la suma y € producto de los
numeros racionales.
PROP En Q se verificala propiedad distributiva del producto respecto de la suma

Dem

Hemos de probar que " p,g,rl Q severifica (p+q).r=p.r+q.r

Sean: acel Z y bdfel Z* tdesque p=%, q=§ y r=fE
aa  coe_ad+bc _e_ ade+bce
+Q).r=c—+—=—= X_=_—- """ 1
e a5t bd f bd @
_ae c_e_a ce_aedf +bfce
pregQr=—>x+—->x=-—+—=—— — — 2
bf df bf df bfdf

Para ver que (1) y (2) representan e mismo nimero racional, aplicaremos la relacién
de equivalencia:

(ade+bce).bf df=(aedf +bfce).bdf
Simplificando, ya que b,d,fl Z*
(adetbce).f=aedf+bfce

y a multiplicar por f en el primer miembro, comprobamos que la igualdad es cierta. Por
tanto (1) y (2) son iguaes, y por extension:

(p+0).r=pr+ar
CONCLUSION
Como (@,+) es un grupo abeliano, @*,») es un grupo abeliano y se verifica la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma, podemos afirmar que @,+,*)

tiene estructura de grupo conmutativo. Diremos que Q es e Cuerpo de los NUumeros
Racionales.

3. QCOMO AMPLIACION DE Z.

Anteriormente comprobamos que el conjunto Q suponia una extension del conjunto
Z. Ahoravamos a comprobar que el cuerpo (Q,+,¢) es una extension del anillo (Z,+,°).
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Para ello vamos a definir una funcion j entre (Z,+°) y (Q,+°) ta que sea un

homomorfismo inyectivo. A
DEF Sea | :(Z,+s°) ® (Q,+2) unaaplicacion definidapor " al Z

N - T
J(a)—I“D

PROP Laaplicacionj esun homomorfismo inyectivo.

Dem
. . . oA : . a_b

1) j esinyectiva "abl Z j(@=j () b I:I P ab
- . a+b al+bl a b . .

2) "abl Z atb)= = =—+—= + (b

) " &, j (atb) T 11 BERL @+ (b)
< . ax ax a b . .

3) "abl Z ab)=——=——=—x-= b

) "8, j (a%) T g 11 @% (b)

Por tanto, j (Z)I Q es un subanillo de Q isomorfo a Z, o lo que es lo mismo, Z es
unainmersion en Q 6 Q es unaextension de Z.

OBS Estaaplicaciénj nos permite identificar € entero d Z con € racional ?T Q
"d Z
PROP Laaplicacionj conservael orden de Z.

Dem

Sean abl Z tadesque afb

Entonces b-& 0 que eslo mismo que b+(-a)® 0 y equivaente a b+( +1(-a) 3 %
b+(-a)3 b -a b a . .
—230p —+—30P —-3=Pp j(be
1 1t 7 P i0ri@

Luegos aEb P | (Q£] (b) por tantoj es un morfismo de orden.

Como en Q se conservan las operaciones de sumay producto y €l orden definido en
Z, podemos decir que Q es una ampliacion efectiva de Z.

4. RELACION DE ORDEN EN Q.
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Acabamos de ver que en un subanillo de Q existe un orden entre sus elementos, que
es el que proviene de Z. Vamos a extender dicho orden a todo €l cuerpo Q. Veremos,
por tanto, que Q es un cuerpo ordenado.

DEF Un ndmero racional es positivo s puede encontrarse un representante del
mismo con numerador y denominador positivo.

PROP Sipl Q es positivoy p= %, entonces se verificaque signo(a)=signo(b).

Dem
Seapzil:i con pl Q positivo
b b
s 2=2 b ab=ba
b b

Como p espositivo, tenemos que a y b son positivos

Entonces para que se verifique ab'=b.@ debe ccurrir que a y b’ tengan €
mismo Signo, ya sea positivo o negativo.

DEF El subconjunto de Q formado por todos los nimeros racionales positivos 1o
representaremos por Q*.

DEF Seanp,ql Q. Diremos que pEqsi g+(-p)il Q'E{0}
OBS La relacién £ tiene sentido entre los nimeros racionaes, ya que hemos
comprobado anteriormente que la suma de numeros racionales no depende de los
representantes elegidos.
PROP Larelacion £ esunarelacion de orden en Q.
Dem
1) Reflexivas " pl Q pEp b p+(-p)=0T Q'E{0}
2) Antisimétrica " p,gi @ Si pEqy gEp P
P p+(-Q QE{0} y a+(-p)T Q'E{G} P [p+(-g)]+[a+(-p)]T QE{0}
Pero:  p+(-0)+q+(-p)=0

Si la suma de dos nimeros racionales positivos o cero da cero es porque ambos
han de ser nulos.

P pt(-0)=0=qg+(-p) P p=q

3) Transitiva: " p,gri Q SipEqy ofr b
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P p+-o)l QE{0} y a+(NT QE{0} P [p+(-0)]+[a+(-N]l QE{0} esdecir:

p+H(-NT Q'E{0} P pEr
PROP Larelacion £ es unarelacion de orden total.

Dem

Hay quever que " p,gl Q severifica pEq 6 gEp
Sptgb gpl Q Sea % un representantede g-p:  g-p=—

Si signo(a)=Signo(b) b g-pl Q" P pEq
Si signo(a)t Signo(b) b p-gl Q" P afp

Por tanto (Q,£) es un cuerpo ordenado.

5. PROPIEDADESDE Q.

5.1. Propiedades delas Fracciones.

PROP Severifica " al Q y b,cl Z*

1) j:i
b -b
2) E:E
bc b
Dem

Si ambas fracciones son iguales es porgque pertenecen ala misma clase

-a_a
—=— p (-a).(-b)=b.a b ab=ba
S=—F P (b

ac a

—— =— p acb=bca

bec b

Como ambas igualdades de fracciones verifican la relacion de equivalencia b
son iguales
OBS Por convenio, s p es un nimero racional negativo, se puede escribir como

p:-% con abl Z*
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PROP Todo nimero racional tiene un representante con denominador positivo.

Dem

Sea pl Q con p:%

Casol) Sa=0 b p=0 b ng

Caso 2) Si signo(a)=signo (b) puede ocurrir que sean ambos positivos o

negativos
i) Si son positivos ya esta demostrado
ii) Si son negativos escribimos pz% con abl N

Sabemos '—iT [(1,1)] que eslaclase del neutro del producto en Q.

Al multiplicar p por e neutro nos da de nuevo p, aungque con otro
representante :

-1
-1

cuyo denominador es positivo.

olo

-1 -a
—=p b —.
PTIP P T

Caso 3) Si signo(a) signo (b)
S biNP pz% con abl N yyaesta

A a - . a a -1 -a
S byN b p=—— conbl Ny por laprop. anterior —=—x—=—— p
/ p b yp prop b b -1 b

= p:% conabl N

L uego, en cualquier caso, siempre podemos elegir parapl Q un representante cuyo
denominador sea positivo.

COROLARIO Seap,gl Q con p:%, q:% y b, d positivos.

S pEq P bc-ad®0
Dem

Dados p,ql @ €legimos representantes con denominador positivo:
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p:% y q:% con b, d positivos

ComopEq b g+(-p)l QE{0}

c a_bc-a

+H-p)= = 2= T Q'E{0
W)= 55 g | QE
g XA b peako (1)
bd
g Pe-ad, g, bck;dadTQ+ P signo (bc-ad)=signo(bd)

Y como b,d son positivos P bd es positivo P bc-ad>0 (2
De(D)y (2 bc-a*0 c.q.d.

PROP Dos nimeros racionales cual esquiera siempre pueden escribirse con € mismo
denominador.

Dem

- a c
Sean p,gql Q con p=— =—.
p.g pbyqd

Por un resultado anterior, podemos afirmar que

:E:ﬁ :E:C_b C d
o o Y Fa @ “9¢

PROP Paratodo nimero raciona siempre podemos encontrar un representante tal que

su numerador y denominador sean coprimos.

Dem

Sean pl Q con p:%

Como ay b son nimeros enteros, aplicamos € teorema fundamental de la

aritmética y los descomponemos de forma anica como producto de nimeros primos.

L os factores primos los reordenamos (usando la propiedad conmutativa del producto de
numeros naturales) situando al principio los gque sean comunes a ambos (si los hay). En

caso de que a y/o b fuesen primos, sdlo tendra un factor y con exponente unidad.
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Como: p L L !
b plto.prat..re

. . a _a

Aplicando la propiedad demostrada antes, que: be = b

nosqueda S aj-a’>0 b dfactor p*"*" aparece en &l numerador.
S ai-ai{=0 P No aparece el nimero primo p,
S aj-ai/'<0 b dfactor p*"* aparece en e denominador.
Losfactores ¢’ quedan en el numerador " j:1,...,m

Losfactores r}* quedan en el denominador " k:1,...,s

El numerador y & denominador son coprimos ya que no tienen divisores comunes
salvo la unidad.

DEF Dadopl Q con p:% y mcd(ab)=1 diremos que lafraccién que representaap

es irreductible o que es un representante canonico de la clase de p.

5.2.Q esnumerable.

PROP El conjunto Q de los nimeros racionales es numerable.
Dem

Vamos a establecer una biyeccion entre los elementos de N* que sabemos que es
numerable y los elementos de Q". Con esto conseguiremos demostrar que Q también es
numerable, yaque Q=Q E{0}EQ".

Lo haremos de una manera gréfica. Nos creamos una tabla de tal forma que a
elemento &; le corresponde e nimero raciona: a;= j/i

Posteriormente, volvemos a escribir la tabla en diagonal, comenzando por a1 como
primera diagonal, a;> Yy a1 como segunda diagona y asi sucesivamente. Cuando
Ileguemos a un elemento cuya fraccion haya sido considerada anteriormente, se salta.
Latabla primera seria:
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AP WP NP PRI
SN WIN NN RN
Hlw wlw NW FRIw
AlDd WA NS RIS

Una vez reducida queda:

Alw kRl NW RI®
RPiFRr WA RN RPID

NP Wik NP R
NIFR WIN RIR RN

y la biyeccion seria j N-{0}®Q"

1,2 1 ., 3 1
1(1_1’ 1(2_1, (3)—5, J(4)—I, 1(5—5,

5.3. Q esarquimediano

PROP Seanp,ql Q conqt0. Entonces. $nl Z/p<gpn

Dem

a c
Sea p:B y q:al 0

Por una propiedad anterior, vamos a suponer b y d positivos. Como la propiedad
ademostrar se verificaen Z (Z es Arquimediano) y ad,bcl Z/ad<(bc)n b

P ad<(bc)n b (bc)x-ad>0

(bo) - ad

pero sabemos que, como bd>0 b od 0O P
b L1250 b Sa>2 b geep
d b d b
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5.4.Q esDenso.

Dem

Para demostrar que Q es denso, hemos de ver que ninglin nimero racional tiene
anterior ni siguiente. Es decir:

"pol Q@ conp<q existen r,sfl Q/r<p<s<q<t
Comprobémoslo:

Como podemos conseguir que p y g estén representados por fracciones con €l
mismo denominador, sean:

D:% y q=g ycomo p<q b a<b

Sab b atlfb b 2at2£2b b 2atl<?b

a-1 a 2a 2a+1l 2b b b+l
Sean — < =—"x< <= ==<—=
d d 2d 2d 2d d d

a-1 2a+1 b+1
=, S =

, T
d 2d d

Tomamos: c.q.d.

5.5. Propiedades de M onotonia.

PROP Sean p,gl Q conp£q. Severifica:

) ptEgtr "l Q

i) sp®s.q S s<O
s.p=s.g=0 s s=0
S.pEsq si >0

Dem

i) pEq P Por definicion delarelacion £ se verifica que:
q+(-p) Q'E{0}
q+(-p)=q+(-p)+r+(-nN=q+r+(-p)+(-N=gtr+(-(p+r))

entonces. g+r+(-(p+nN)l Q'E{0} b pHrEgH
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i) Sean p:% , q:% , s:fE con b,dy f positivos.

_ce

Como pEq P bc-adk?0 y s,p:f : S'q_E

bf '
-Sisz?eespositivo P Signo(e)=Signo(f) b ef>0

bc-adf0  beadi Z'E{0}
ef>0 efl Z luego:

ef.(bc-ad)l Z'E{0}
Pero: ef.(bc-ad)=bc.ef-ad.ef=ce.bf-ae.dfl Z'E{0} b
P cebf-aedf0 b SpES
-Ss0pP sp=0y sg=0 P sp=s0g=0
- S s:fE esnegativo P Signo(e)! Signo(f) P ef<0 b -¢ef>0

bc-ad3 0
- ef >O]5

-ef.(bc-ad)=ad.ef-bc.ef=ae.df-ce.bfil Z'E{0} P aedf-cebP0 b sp3sq

b -ef(bc-ad)l Z'E{0}

COROLARIO
Seanp,q,r,.d Q con O<p<q y O<r<s b 0<pr<gs y O<p+r<g+s
Dem
Como O<p<qg y O<r<s
P> ofP P EF’ e

r<su 4
q>0%t> gr <gs i)

p:qub ptr<qg+r 1u
Andogamente yP p+tr<g+s

r<si ;
P g+r<g+s |
ap b

PROP Seapi Q. p>0 b 1.0
p

Dem
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S.DIO

Supongamos que 1 <0 b Signo(p)t Signo g%
p

SERES)

S
A
o

Pero pxl:1>0 contradiccion, luego 1>O
p p

5.6. Valor Absoluto de Q.

Sabemos que si pl @, debe ocurrir que p>0 6 p=0 6 p<0.
DEF Definimos el valor absoluto de pl @, y se representa por Ipl como:

PROP Dadosp,ql Q,
Diproy ip=0 U p=0
2) Ip.gi=lplLIql
3) Ip+qiEIpI+igl
Dem
1) IpB0 yaques - p20 b Ip=p30
- S p<0 P Ip=-p>0

Ip=0 U p=0 tiene unademostracion trivial

} pg pg3 0
2) Ip-ql=_|l_ @
f-p.q pg<0
1 pq s p20qgs0 i pq s p.gé0
| : | :
i-pq 9 p<0 30 §-pg 9 pg<oO
|p|.|q|=% P.q p q _i-Pa s pq @

. | .
:.:IO-(-Q) s p20g<0 RIS p.g<0
1(-p)(-0) § p<0g<0 { pgs pg2 0

Las expresiones (1) y (2) son iguales.

3) Esfécil ver que p£ipl con solo sustituir Ipl por su funcidn, y que -IpI£p

18/23



£|
| ]
yp p+0[£ [p|+|df

p

d p
PEP B ke pedl
“ld£q b

yb p+q <|p| +|q| |
Luego:
p

OBS El valor absoluto en Q es una extension del valor absoluto definido en Z.

5.7. Supremo e i nfimo.

Sea (Q,<) un cuerpo ordenado )
DEF Sea Al Q un subconjunto y sea Xl Q. Diremos que x es Cota Superior de A s
"a A aEx.

DEF Sea Al Q un subconjunto y sea \i Q. Diremos que y es Cota Inferior de A s
"a A yfa

S existe una cota superior para € conjunto Al @, diremos que A esta acotado
superiormente.

S existe una cota inferior para e conjunto Al @, diremos que A est4 acotado
inferiormente.

Si Al Q estéa acotado es que |o esta superior e inferiormente.

DEF Dado Al @, definimos el extremo superior de A como la minima de todas sus
cotas superiores.

DEF Dado Al @, definimos € extremo inferior de A como la méxima de todas sus
cotas inferiores.

DEF Dado ¥ Q, diremos que x es el méximo de Al Q si x es cota superior de A y
Xl A. Se denota por x=max(A).

DEF Dado y @, diremos que y es el minimo de A Q s y es cota inferior de A e
yl A. Se denota por y=min(A).

6. NUMEROSDECIMALES.

6.1. Expresion Decimal de los NUmer os Racionales.

DEF Llamaremos nimero decimal a un nimero de la forma:

s c
aF con OEGE9D
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y Se representa por: a C1CaCs. ..
donde a recibe el nombre de “ parte entera’ del nimero decimal y ¢; son los decimales.

PROP Todo nimero racional se puede expresar como un nimero decimal.

Dem
Seapl Q" conp= % fraccion irreducible y m,n positivos.

$aril Z tal que m=an+r; con Ofri<n  aeslaparte enteradel n° decimal
Tomando ahora 10r1 y n $cy,r2l Z/10r=cp.n+r;  con OFEr<n
Esclaroque OEGE9 yaque: OEri<n b 0£10r;<10n b

P OEci.n+r<10n P 0Er<10n-c.n b 0O£r<(10-¢c1)n

(10- ¢, )n>010
v P 10-¢.>0 P <10 P G£9
n>0g

y COMO MYy nson positivos b aespositivoocero P ¢80
Repitiendo el proceso para10r,y N $co,rsl Z/10r=co.n+r3  con Ofrs<n

Y asi sucesivamente:

10r=ci.n+rivy "

Entonces p se puede escribir como a ¢;C,Cs...
SplQ, -pl Q" P p=-aciCaCs...

DEF Un nimero decimal es exacto s tiene un nimero finito de cifras decimales.

PROP Un nuimero raciona es de la forma % Sy s0lo s es un nimero decimal

exacto.
Dem
[13 p ”

Como bl Z, sea b=bo+10b;+10%b,+10%bs+...+10h, la descomposicién
polinémica de b en base 10

b _ b,+10b, +10°b, +10°b, +... +10"b
o" 10"

n —

por hipétesispl Q es P=1
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o bO + bl + b2 + b3 +...+ bi.+...'|‘bn
10" 10" 10™2 10" 0™

El nimero decimal es bn,bn.1,bh2,...00  siendo by, la parte enteray b,.1...b la
parte decimal, que esfinita.

((U ”

Sea €l nimero decimal exacto a c¢;CoCs...C, entonces:

, __.C . C, c, _al0 +c.10"" +c,. 10" +...+C,
a010203...q1—a+—+—2+___+ — = ~
10 10 10 10
Sitomamos b=al0"+c,.10""+c,.10"?+...+c, P bl Z y @ decimal es
de laforma
b
10"
Ejemplos:
1) Sea p= 434?2 P p=4'3452
10
2) Sead nimero decimal exacto: 314159 b 3 14159:3114.%

PROP Seapl Q con p:%. P es un nimero decimal exacto si y solo s

b=2"5" con m,nl N
Dem

((p ”

Sipesundecima exacto P p= C b p=10" b b=2"5"

10
uU ”
a a a 2"5" a.2"sm
Sea P P= e = o Srem P= e P
2"5 2"5"  2™5" 2"5 25
P p= aiénf] P p esundecimal exacto.
COROLARIO
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Seapl Q con p:%. p es un nimero decimal con infinitas cifras decimales si y sélo

s dado b=pl.p32..p  $i1z.n/pt2 ypt5 (ladescomposicion de b tiene agun
factor distinto de 2y 5).

OBS Comop=% b $corl Z/a=cob+r, b %:C°+%
RepetimosparalOryyb b $cy,rl Z/710r=cib+r, b i:i8%1+r_29
b 10é bg
a c, r
Entonces T + 2242
b ° 10 10b

y asi sucesivamente.

Como b tiene algun factor que no esni 2 ni 5, este proceso continda indefinidamente.

j1
- 110 "i,yaques $jI N/r=0 b a_ 5 il y tendria finitas cifras decimales, 1o
i=0
cual esfalso.
- Comori<b " i, los restos se repetiran a cabo de b-1 divisiones, como mucho.

DEF Llamaremos periodo a conjunto mas pequefio de cifras decimales que se repiten
indefinidamente en un nimero decimal.

NOTACION El periodo, en un nimero decimal, se representa por un arco que los
abarca atodos, por encima. Por ejemplo: 314 = 314444

DEF Un nuimero decimal se llama periédico mixto si hay cifras decimales delante del
periodo.

DEF Un numero decimal se Ilama periédico puro si no hay cifras decimales antes del
periodo.

OBS Todo numero racional se puede representar como un nimero decimal exacto, o
periddico mixto o periddico puro. El reciproco también es cierto.

Ejemplos:
1) 0'434343...=043 P S x=043 entonces 100x= 43 43

100x=43+x P 99x=43 P X=4—3 p 4—320'4‘?:7»
99 99

Advertencia: seutilizalanotacion ~ paraindicar el periodo del nimero
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2) 01234 b Six=01234 entonces 100x=12'34

100x es periddico puro

10000x =1234'34 § _
Y b o122 b 222 122 4055
100x =12'34 b 9900 9900

Existe un caso particular que hemos de resaltar: € periodo esta formado solamente
por €l nimero 9.

Sx=09 b 10x=99 b 10x=9+x b 9x=9 b x=1 obtenemos 1=09

Para que esto tenga sentido, necesitamos una topologia en Q que permita asegurar €l
paso al limite. Eso podemos hacerlo teniendo en cuenta € orden definido en Q y la
densidad de Q.

Asi podemos asegurar que lasucesion 09, 099, 0'999, 0'9999, ... tiene por limite 1.
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