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TEMA 17

PROGRAMACION LINEAL. APLICACIONES.

1. INTRODUCCION.

La programacion linea consiste en un conjunto de técnicas mateméticas que
permiten obtener el mayor provecho posible de sistemas econdémicos, sociales,
tecnoldgicos, etc, cuyo funcionamiento es posible describirlo adecuadamente mediante
un modelo matemético.

El problema fundamental consiste en optimizar (maximizar o minimizar) una cierta
expresion lineal, sabiendo que sus variables estan sometidas a un conjunto de
restricciones que vienen expresadas por inecuaciones lineales.

1.1. Historia de la Programacion Lineal.

En los siglos XVI y XVII, mateméticos como Newton, Lebnitz, Bernovilli o
Lagrauge trabgjaron en la obtencién de maximos y minimos condicionados de
funciones. Un siglo después, Fourier fue e primero en intuir, aunque de manera un
tanto imprecisa, los métodos actuales de a programacion lineal.

Exceptuando a G. Monge, que en 1776 se interesd por problemas de ésta indole,
hemos de esperar hasta bien entrado e siglo XX para encontrar nuevos estudios
relacionados con lo que hoy en dia entendemos por programacion lineal. En 1939, €l
matematico ruso Kantorovitch publicé “Métodos mateméticos de organizacion vy
planificacion de la produccién”, una extensa monografia en la que por primera vez se
desarrolla una teoria matematica aplicable a una gran cantidad de problemas. Dicha
teoria recibe e nombre de Programacion Lineal.

En 1941 y 1942 estudian de forma independiente Koopmans y Lantorovitch €l
[lamado “Problema de transporte”. EI matemético Stingler plantea, tres afios después, €l
“problema de régimen alimenticio éptimo”.

En EEUU. se planted, a la findizacion de la 22 Guerra Mundia, que la
coordinaciéon de manera eficaz de todas las energias y recursos nacionales era un
problema de tal envergadura, que para poder reducirlo y resolverlo habia que aplicar los
métodos de optimizacion de la programacion lineal.

Es en esta época cuando aparecen los primeros computadores, utilizandose para
resolver |os problemas descritos.

G. B. Danzing formula, en 1947, e enunciado comun a que se puede reducir
cuaquier problema de programacion lineal. Para ello emplea notacion mateméatica muy
precisa. Y é mismo, en 1951, desarrolla el “método del Simplex” apoyandose para ello
en los ordenadores.

Los fundamentos matematicos de la programacion lineal fueron establecidos por

John Von Neumann, que en 1928 publico “Teorias de juegos’, su trabgo més
importante. 'Y en 1947 plantea la posible equivalencia de los problemas de
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programacion lineal con la teoria de matrices. Es a partir de este momento cuando otros
matematicos se interesan por esta disciplina, produciéndose un espectacular desarrollo.

2. TERMINOLOGIA BASICA.

DEF Llamaremos variables de eleccion a aquellas variables que aparecen en el
problema de forma independiente y cuyo valor queremos calcular, siendo éste siempre
positivo.

DEF Llamaremos funcion objetivo a la funcién matemética lineal que relaciona las
variables de eleccion y cuyo valor queremos optimizar (maximizar o minimizar).

DEF Llamaremos restriccion a cada una de las condiciones que deben verificar las
variables de eleccion, siendo estas condiciones expresadas mediante ecuaciones o
inecuaciones lineales.

Un problema de optimizacién se puede clasificar en uno de los siguientes tipos:
Tipo 1: Optimizacién libre o in restricciones.

Los elementos que constituyen e problema son las variables de eleccion y la
funcién objetivo. No posee restricciones. También se conoce por € nombre de
“optimizacion clasica sin restricciones”.

Tipo 2: Optimizacion con restricciones.

El problema estd congtituido por variables de €eleccidn, funcién objetivo y
restricciones. Estas Ultimas pueden ser:

a) Restricciones de igualdad.

Estos problemas reciben el nombre de “optimizaciéon clasica con restricciones’ y
pueden ser resueltos por medio de técnicas como los multiplicadores de Lagrange.

b) Restricciones de Desigualdad.

La Programacién matemdtica es la rama que se encarga del estudio de estos
problemas. Podemos clasificarlos a su vez en:

b.1.) Problemas de programacion lineal.

Todas las expresiones que aparecen en e enunciado del problema son lineaes (tanto
la funcién objetivo como las restricciones).

b.2.) Problemas de Programacion no Lineal.

Alguno (o todas) de las expresiones no son lineales.
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3. FORMULACION DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL.

Un problema de programacion lineal se puede formular fundamentalmente de tres
formas distintas.

a) Forma Completa.

Supongamos que €l problema consiste en maximizar la funcién objetivo, que hay n
variables y m restricciones.

Maximizar z=cCX +C,X, +.....+C X,
Restricciones

.......................................................... i
apX taX, ot a,X 3 Y
a(q+1)LX1 +a(q+1)2X2 T +a(q+1)Xn = r‘q+1 :
......................................................... '|'
a X +a, X +..+a X :rm.:.
x30 "i:l..,n b
b) Forma Reducida.
Maximizar  z=Q Ci xi
i=1
Restricciones
aaxEr j:1..,mp
i=1 y
x 30 i:],....,nb
¢) Forma matricia.
Si definimos
0 0 e 3,0 & 0
_ Y2 _ kM= —_ 1 22 vt 2n T _Gla ™
CZ¢ = XT¢ = ATe = Y Rl
gcn B gxn E %arm am2 amn B grn B

podemos formular €l problema como

Maximizar Z=C**X
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Restricciones
AX £ Ri
X320
OBS Por no complicar la notacion, en los dos Ultimos casos solo hemos escrito en las
restricciones el simbolo de desigualdad £. Pero hemos de degar constancia de que
ambas formulaciones equivalen ala primera, siendo lo correcto el haber denotado con £
las p primeras restricciones, con 3 las q — p siguientes, y con = lasm — q Ultimas.
DEF Llamaremos forma candnica de un problema de programacion lineal cuando
todas las restricciones del enunciado (excluyendo las que indican que las variables son
no negativas) tienen lamisma desigualdad (£ 6 3).
Para el caso de maximizar
Maximizar Z=C'xX
Restricciones
AX £ Ry
X320}
y para el caso de Minimizar
Minimizar  Z=C'xX
Restricciones
AX3 Ry
X320}
Tengamos en cuenta que una restriccion del tipo
A% A%t X, =1,

es equivaente a las dos restricciones

a X taX to..ta X £r

A% FaX ta.. +a; X, 3,

Todo problema de programacion lineal expresado en forma canodnica se puede
escribir en forma estandar sin mas que tener en cuenta:

1) La expresén AX £ R se puede escribir como AX + Y = R sendo
Y! =(y1, y2,....,ym). En las y; se recoge todo lo que fata para que se produzca la
igualdad. Por definicion Y 3 0.
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2) La expreson AX 3 R se puede escribir como AX — Y = R siendo
(Y) =(Y, ¥,mwmy,). Enlasy se recoge todo lo que falta para que se produzca la
igualdad. También Y” 3 0.

DEF Loselementos Wi, Yo,...., ¥m de lamatriz Y reciben e nombre de variables de
holgura.

DEF Lose€eementos v, V',......ym  delamatriz Y reciben e nombre de variables
de excedente.

4. METODO DE RESOLUCION GRAFICA.

Dentro de los diferentes métodos de resolucion, vamos a describir ahora el
funcionamiento del método de resolucién grafica, aplicable a los problemas con dos
variables. Para problemas con més variables, en un punto posterior trataremos €l
método analitico del Simplex.

Supongamos que tenemos €l siguiente problema:

Optimizar Z =CX +C,X,

Restricciones
AX® B(6 AX £B)ij
X3 0 b

L os pasos a seguir en su resolucion son:

1) Al ser todas las variables de eleccion no negativas, consideraremos el plano XX
limitado al primer cuadrante.

2) Determinamos la region factible, o conjunto de los puntos del plano que \erifican
todas las restricciones. Se obtiene como interseccion de los subespacios dados por cada
una de las restricciones.

3) Representamos la funcion objetivo. Lo que dibujamos es € vector director de la
recta definida por la funcién objetivo, que es (- ¢z, 7).

4) Desplazamos la recta definida por € vector (- @, ¢) en la direccion (¢, @)
obteniendo rectas para€elas a lainicial en € interior de la regién factible hasta alcanzar
el punto o puntos optimos.

Las soluciones que nos podemos encontrar en la resolucion gréfica de un problema
de programacion lineal pueden ser.

a) Solucion finitay Unica
Corresponde con un vértice de laregion factible, pudiendo ser ésta acotada o no.

b) Solucién finita y no Gnica
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Se obtiene cuando la pendierte de la recta definida por la funcion objetivo coincida
con la pendiente de uno de los lados donde se presentan todos |os puntos Gptimos.

En esta situacion, s (a, b) y (c, d) son dos vértices consecutivos de la region factible

cuyo segmento que limitan es paralelo a la funcidn objetivo, todos los puntos de dicho
segmento son solucién, que llamaremos (X, y).

x=la+(1- 1 )cu
ycon O£I £1
y=1b+(1-1)d},

Esta situacion se puede dar tanto si 1a region factible es acotada como s no 1o es.

¢) Solucion no finita (no acotada).

Se produce cuando la region factible es no acotada y la recta definida por la funcién
objetivo se puede desplazar indefinidamente de forma paralela encontrando siempre
puntos de la region factible.

d) Sin solucion.

Un problema de programacion lineal no tiene solucién cuando la region factible es
vacia.

5. CONJUNTOS CONVEXOS.

DEF Llamaremos Conjunto Convexo a conjunto de puntos que tiene la propiedad de
que para cuaquier par de puntos del mismo, e segmento que los une también esta
incluido en dicho conjunto.

Ejemplos.

Un circulo o una recta son conjuntos convexos. En cambio, una circunferencia o una
elipse no los son.

DEF Llamaremos punto limite a todo punto que se encuentra en la frontera del
conjunto.

DEF Llamaremos punto interior a todo punto del conjunto convexo que no es punto
[imite.

DEF Llamaremos punto extremo a todo punto limite que no se encuentra en el
segmento limitado por otros dos puntos limite. Desde € punto de vista geométrico
equivalen alos vértices del conjunto.

DEF Dados n, v 1 V con V K-espacio vectoria de dimension n, Ilamaremos
combinacién lineal convexade ny v atoda expresion de laforma

lu+(1-1)v con O£l £1
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Teniendo en cuenta esta Ultima definicion, podemos decir que una combinacion
lineal convexa esta formada por todos los puntos del segmento que delimitan uy v (lo
demostraremos a continuacion).

Podemos afirmar, por tanto, que un conjunto es convexo s 'y solo s para todo par de
puntos del conjunto, su combinacion lineal convexa pertenece a dicho conjunto.

TEOREMA

Dados T,v1 R", toda combinacion lineal convexa que se dé entre ellos es un punto
del segmento que los une.

Dem.

Vamos a redlizar la demostracion en IR? para que se pueda visualizar gréficamente.
Lademostracion seria andloga para el caso de R".

Tomemos T=(u,u,) y vV =(v,,v,) elementos de R,

Hemos de probar que W=1T+(1-1)v (0£1 £1) es un punto perteneciente &l

segmento PQ con T=0P y V=0Q.
SeaR € punto del plano tal que OR=OP- OQ:U- V.

Los puntos OPQR definen un paralelogramo, siendo OP=T la diagona del
paralelogramo. Por tanto se verifica OP =OR + Oﬁ :

Seaw=1T+(1- | 7 6también OS=10P +(1- 1 )OQ.

OS =1 0P +0Q- 100 =1 0P- 100 +00 = (0P- 0G)+00 =1 OR+0Q
S | =0p 0S=0Q 6 W=V

S | =1p OS=0OP 6 W=0

S 0<| <1P | OR esun punto intermedio entre Oy Ry a sumarle OQ da lugar
aun punto intermedio entre Py Q.

PROP La funcion objetivo de un problema de programacién lineal al igua que las m
restricciones y n condiciones de no negatividad definen conjuntos convexos.

Dem.

1) Funcion objetivo.
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n

Seaz=g cx ysea H={{x,%...x )l R/ cx =3

=1

Vamos a demostrar que el conjunto H es convexo.
uvi Hp u=(u,..,u,) con qu, +...+cu, =z
V= (Vv ) CON QY +..+CV, = Z
W=lu+ (-1 v=I(u,.,u,)+(1-1)Vv,.,v,) conO£l £1

Entonces W = (Tu, +(L- 1 Vel U, +(1- 1 )y, )

v cAclu+l-1M)=alicu+@-1)ovl=1§ oy, +-1)g cy =
i=1 i=1 i=1 i=1

=1z+(1-1)z=zPb Wi H y H esconvexo.

2) Restricciones de Desigualdad.

Las restricciones de desigualdad dividen a R" en dos semiespacios cerrados (ya que
las desigual dades no son estrictas). Veamos entonces que un semiespacio cerrado de R"
€s Convexo.

Sealadesigualdad aX +....+a,x, 3 r con (X,...x )T R"

Consideremos  H ={(x,.... x, )1 R"/a,x +...+ax, 3 r} es semiespacio de R"
definido por la desigualdad anterior.

S uvli HP au, +...+au 3ryav+..+av 3r.
Seaw=lu+{@- T v=_u+@-1 N,,lu +@-1)N,)

aw +.taw, =88 allu +(- 1)v)2= 4 [1au +0- 1)av]=
€i=1 @ =1

S1& au +(- 1) ay® Ir+(1- 1 )r=r

i=1 i=1
Entoncesw I H 'y H es convexo.

3) Las condiciones de no negatividad son un tipo particular de no restricciones'y por
tanto le es aplicable la demostracién anterior.

PROP Lainterseccion de un nimero finito de conjuntos convexos de R" es un conjunto
Convexo.
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Dem.
Vamos arealizar la demostracion por induccion de el nimero de conjuntos.
Para dos conjuntos:

Sea C; y C, dos conjuntos convexos de R" y sean uvi C;CCo.

Como u,vi C,convexob lu+(1-1 Vi C, (0£1 £1)

Como u,vi C, convexob lu+(1- 1 Wi C, (0£1 £1)yC, GC, esconvexo.

Para n—1 conjuntos.

n-1
Hipdtesisde induccion: € Ci  es un conjunto convexo.
i=1

Para n conjuntos.

Sean C4, Cy,....., G, nconjuntos convexos.

|n G :§_1Ci% G,
i=1 =
1

C. esun conjunto convexo por hipotesis de induccion.
=1

>

Cn es un conjunto convexo por hipétesisinicial.
Aplicando € caso ya visto para 2 conjuntos, su interseccién es un conjunto convexo.
Por tanto, la interseccion de n conjuntos convexos es un NUevVo Conj unto CoNVeXxo.

COROLARIO La Region Factible de un problema de programacion lineal es un
conjunto convexo.

Podemos generalizar la definicién de combinacion lineal convexa a m vectores
Ccomo sigue.

DEF Llamaremos combinacion lineal convexa de los vectores u,u,,...,u, 1 R" a
u=1lu +l,u,+...+1 u con OE£l,£1 "i:l...m.

DEF Llamaremos envoltura convexa de cualquier conjunto de puntos T de R", y lo
denotaremos por C(T), al conjunto de todas |as combinaciones convexas de puntos T.

PROP C (T) esd conjunto convexo mas pequefio que contienea T.
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Dem.
Trivid.

DEF Un conjunto convexo C es ilimitado s " ul C existe vI R"™-{0} tal que los
puntos u+Ivi C conl > 0. En caso contrario diremos que C es limitado.

DEF Sea T1 R" un conjunto con un ndmero finito de puntos. La envoltura convexa
de T lallamaremos poliedro convexa.

S C es un conjunto cerrado y poliedro convexo, entonces cuaquier punto de C se
puede expresar como una combinacion convexa de los puntos extremos. Entonces C
sera la envoltura convexa de sus vértices.

DEF Llamaremoscomoa T I R" que verifica que

"ul TP Iul T conl 30

Un cono convexo es un cono gue es Convexo.
DEF Llamaremos Simplex a un poliedro de n dimensiones que tiene exactamente
n+1 vértices. Las fronteras del Simplex contienen otros simplex de menor dimension
gue reciben & nombre de Caras Simpliciales.

6. METODO DE RESOLUCION ANALITICO.

Sea €l problema aoptimizar.

z=C" xx
Restricciones
Ax =B

x30g

donde las restricciones las hemos convertido en igualdades introduciendo variables de
holgura o de excedente.

DEF Llamaremos solucion factible (SF) a x° :(xfx,jxf) que verifica las
restricciones del problema. Es por tanto un punto de la region factible (RF).

DEF Llamaremos Solucién Factible Basica (SFB) a x°= (xfxgx;’) que verifica
gue es SF y gue tiene n — m componentes nulas como minimo.

DEF Llamaremos Solucion Factible Basica No Degenerada (SFBND) a
X° :(xfxgx;’) que es una Solucién Factible Bésica que tiene exactamente n — m
componentes nulas. En caso contrario diremos que es una SFB degenerada.

DEF Llamaremos Solucién Factible Optima (SFO) a  x° :(xfx;’x;’) que es una
SFB gue optimiza la funcién objetivo.
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6.1. Teoremas Basicos de la Programacion Lineal.

Vamos a ver ahora una serie de problemas que nos van a permitir llegar a la
solucion del problema.

TEOREMA 1  El conjunto de Soluciones Factibles de un problema de programacion
lineal, caso de no ser vacio, es convexo.

Dem.
Sea S={x1 R"/Ax=B,x3 0} y supongamos St @
Seax,x1 Sy a,bl R cona+b=1

Como x1 Sb x30y Ax=Bb ax, 30

Como x,1 SP x,30 y Ax,=BP bx,2 0
Luego ax, +kx,2 0y

Aax, +bx,)=aAx, + bAx, =aB+bB=(a+b)B=B

Entonces ax, + kx,T S y como ax + lx, es una combinacién lineal convexa de
X1 Y %, dos puntos cualesquiera de S, deducimos que S es un conjunto convexo.

TEOREMA Teorema Fundamental de la Programacion Lineal.

a) Lafuncion objetivo alcanza su éptimo en un punto extremo del conjunto convexo
S de soluciones factibles.

b) S e Optimo se alcanza en més de un vértice entonces cualquier combinacion
convexa de estos vértices también optimiza la funcion objetivo.

Dem.
a) Vamos arealizar la demostracion por reduccion al absurdo.

Sean X, X,....,% l0s vértices del conjunto convexo Sy % una solucion factible
optima gue no es extremo.

Al ser X, solucion factible verifica

y por ser optima. ¢' xx, £¢' xx " xI S
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Como hemos supuesto gque % ho es un vértice de S (Regidn factible) entonces lo
podemos expresar como una combinacion lineal convexa de los vértices de S:

x, =gax con ga =1y 0fa £1 "i:1..,n
i=1 i=1
Lafuncion objetivo en € punto x, es
2(x,)=C' %, =C'¢q ax 3= § aC'x =§ a, x4x)

ei=l g i i=1

Entrelos z(x) con 1£i £ n hay uno que sera el mas pequefio de todos (elegimos el
mas pequefio si el problema es minimizar la funcion objetivo y € mas grande si hay que
maximizar). Sea

| =min{z(x)/1£i £ n}
Entonces
| £EC'x 1£i£n

pudiéndolo expresar como

C'x=l+mcon m30 1£i£n

Por tanto
Ctxo =éaiCtXi :éai(l +m)=é.ai X +é.aim:
i=1 i=1 i=1 i=1
=1 Xéai +éaim:| +éaim
i=1 i=1 i=1
Y como

Qams3 0b C'x 3|

i=1
Lo que contradice que X, sea una SFO (para el caso de minimizar).

b) Supongamos que el Optimo alcanza en xi, %,.....%, P Vértices de la region
factible S.

Vamos a readlizar la demostracion para obtener el minimo (en el caso de maximizar
seriaigual).

Sea C'x;=m 1£i£ p con m minimo de lafuncion objetivo.

Entonces C'x £C'x "xI'S
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AX = By
X, CON

d AT -
Sea X%, =Q & X unacombinacion lineal convexa de los vértices X,
i=1

gai =ly Of£a £l

i=1

Veamos que X, es también optimo.
C'x, =8 Cax=§aCx=gam=mga=mi=m
i=1

i=1 i=1 i=1

Ax,=8 Aax =8 a M =8 aB=Bxa =B1=B
i=1 i=1 i=1 i=1

Xo:gai)(iSO

i=1
Luego X, también optimiza la funcion.

TEOREMA 2
Dada una solucion factible, %I S, ésta es un punto extremo del conjunto de
soluciones factibles S s tiene K componentes positivas, K £ n, y las restantes, n — K,

nulas, de forma que se satisface
V=B

K
0]
i

a X

i=1

siendo {{/1, ,\'/K} K vectores linealmente independientes del conjunto de vectores que
se obtienen a partir de las columnas de lamatriz A (matriz de coeficientes del conjunto
de restricciones).

Dem.
Sea X, =(X,;, X, X,,) €S Una solucion factible que verifica las condiciones del

enunciado.

Supongamos que %, No €S un punto extremo.
Entonces X, se puede expresar como combinacion lineal convexa de dos puntos

cualesquiera, x; Y X, de la region factible (observemos que no decimos que esos puntos

Sean extremos)
x, =lx +{@-1)x, O£l £1
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que las K componentes de X, ho
nulas son las primeras.

X, = (X0 Xy p0eeer X 10520,0)
Entonces, 10s puntos X y % han de ser del mismo tipo:

% = (Koo Xy 10ree0) Y %y = (Xyp0ees X 10,..0,0)

ycomo Ax; =B y Ax; =B tenemos

Axizéxﬁ\r/i:B-F & ;
i;1 r )’/D a(Xli‘ X2i)vi:0
Ax2=éx2ii=B:L =

Los vectores {V,.,...,V, } son linealmente independientes
Xi- X% =0 1EI£EKP X, =%, 1lEI£EKP x =X

Al no poder expresar X, como combinacion lineal convexa de dos puntos S P X, es
un punto extremo o vérticede S.

TEOREMA 3 (Reciproco del anterior).
Sea %l S un punto extremo del conjunto de soluciones factibles S. Entonces hay a

lo sumo K componentes positivas en X, siendo €l resto nulas, y los K vectores columna
de lamatriz A gue verifican

son linealmente independientes.
Dem.

Sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que son no nulas las K primeras
componentes de Xo.

x1SP AG=BP § x, % =B

i=1

Supongamos que {\r/l,....,\r/K} es un conjunto Linealmente Dependiente. Podemos
encontrar una combinacion lineal de ellos con algun escalar no nulo.
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Sean .1, TR/IQIV =6 con I,* 0 (elegimos | 1 como podiamos haber

K
dlegido otro). Severifica g 1,4,V =0

i=1

Generamos los puntos X y X~ como
X= (%, - 1%, = Tyl g X = 11 ,0,...,0)

X'=(xg +10 ,%, + 1,0 X +1,0,0...,0)
Es claro que ambos puntos verifican
AX' =B y AX'=B

Todo lo dicho es iguamente vaido s en lugar de | ; tomamos un n° cualquiera

positivo tan pequefio como sea necesario para que todas las componentes no nulas de x
y X"~ sean positivas. Entonces X" y X~ son soluciones factibles y se verifica

1,1,
72772

Xo Seria combinacion lineal convexa de x™ y X~ y por hipotesis era un punto
extremo.

Llegamos a una contradiccion siendo por tanto nuestra suposicion falsay {\r/1 ,...,\r/K }
son linealmente independientes.

COROLARIO El punto %l S (solucion factible) es un punto extremo s y solo si los
vectores columna de la matriz A asociados a las componentes positivas de X, son

K
Linealmente Independientes verificando § xoiri =B.

i=1

6.2. El método del Simplex.

Si queremos calcular e punto 6ptimo (mé&imo o minimo) de un problema de
programacion lineal, solo hemos de obtener todos los vértices de la region factible y
saber el valor de la funcién objetivo en cada uno de ellos. El problema surge cuando el
n° de vértices puede ser elevado, 10 que hace este proceso impracticable.

El método del simplex nos facilitara la obtencion de la solucion éptima mediante la
elaboracion de un criterio que nos va a permitir s una solucién bésica es 0 no una
solucion éptima. En caso negativo nos daria un procedimiento de aproximacion a dicha
solucion éptima.

El método consiste en:
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a) Partimos del conocimiento de una solucion basicainicial. Si es éptima (mediante
€ criterio de optimalidad) hemos terminado.

b) Pasamos a otra solucién basica (vértice contiguo) tal que e valor de la funcién
objetivo es menor (0 mayor) que en la anterior. Si @ nuevo vértice no es todavia la
solucion Optima, repetiremos el paso.

c) Al ser é n° de vértices finito, en un n° finito de repeticiones encontraremos la
solucion (s la hay).

6.2.1. Generacion de Puntos Extremos.

Vamos a suponer gque partimos de una solucion factible basica inicial que tiene K
componentes positivas como maximo.

X, = (X X preeeons X0 ,0000) Y %, >0 1£i£K

En la matriz A tenemos los vectores columna {\r/l,....,\r/K} que son linealmente
independientes.

5§
a XV =B

i=1
Cualquier otro vector de A {\'/K+1,...,\'/n} es combinacion lineal de los K vectores

primeros, yague rang (A) = K.

r_ & r roo_8 r
Llamaremos V,=g XV, Y $ea V., = XV,
i=1 i=1

Elegimos | T Rcon| 3 0. Entonces

K
I _ 9o I
I Vka T A IX(K+1)ivi
i=1

\r/o - I\r/K+l :éK (Xoi -1 X(K+1)i)\r/i

i=1

[ . -/ . .
Hemos expresado v, como combinacion lineal de los K + 1 primeros vectores
columnade A. La solucion factible asociada es

X = (Xol - X(K+1)1’X02 - | X(K+1)2)’ """  Xok ™ I X(K+1)K ’I '07'"70)

Severificaque Ax=B

2 (%, - 1 X W+ 1V = 3 ¥ 1V, =B- 1V, +1V,., =B
a \Xi- X(K+1)i TtV =ma Xvi-la X(K+1)ivi Vg =B- TVt =
i=1 i=1

i=1
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Como x ha de ser solucion factible, todas sus componentes han de ser nulas o
positivas:

I 30 Xoi = 1 Xsay 3 O 1£i £K
Excluimos € caso | = 0 ya que entonces X = % que sabemos que es solucion
factible basica

Xy - IX(K+1)i 20 1£i£KP Xoi3 IX(K+1)i P EL

X(K +1)i
- S X(k+2) =0P x,>0
* S Xy <OP Xoi - | Xk+2)i> 0
.S >0p x. - | 30b | £ 20
X(K+:L)i oi X(K+1)

X(K+1)i

Por tanto hemos de tomar | menor o igua gue todos los cocientes x(i cuando los
K +)i

Xk +1)i Sean positivos.

Ademés, S queremos gue X sea una solucion factible basica, no ha de tener méas de
K componentes no nulas. Pero si tomamos |os coeficientes X,y =0 1£i£K.

X = (XO].’ XOZ’"") XOK ] I 10,---.,0)
tendriaK + 1 componentes no nulasy por tanto no seria solucion factible ptima.

Si todos los %k+1i <0  IEi £ K sucede lo mismo, x volveria a tener K + 1
componentes no nulas.

Por lo tanto, algin xk-+1)i ha de ser positivo.

S tomamos | =mi n} X P siempre que xk-+1)i > 0 podemos asegurar que X
T Xk ) glﬂ "
tendraalo mas K componentes no nulas. Si suponemos que € minimo se alcanza para
. X : .
i =1tendremos | = X ®— y entonces la primera coordenada de X, %1 - | X+1)1, Sera
K+1)L

nula. S e minimo se alcanza en mas de un valor de i, habréd méas componentes nulas.
Para afirmar que X es una solucion factible basica, una vez visto que tiene como

mucho K componentes no nulas, hemos de comprobar que los vectores asociados a
dichas componentes no  nulas son linealmente independientes.
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. X,

Como hemos supuesto que la primera componente es nula (ya que | =—=
X(K+1)1

tenemos que una combinacion lineal de los vectores asociados quede € vector cero es

%t o
O=a nv,

=2

I . -z . [ I
Podemos expresar V,,, como combinacion lineal de {V, ...,V }
roo_ 8 r
Vi = @ X))V
=

Entonces

roet 8 & ro roog r
o=a mv,=a mv,+m, xa X(K+1)jvj - X(K+1)1 M ta (I’Til+ m+iX(K+l)i)‘/i
j=1

=2 =2 i=2

Como {V;...., v, } son linealmente independientes, los escalares deben ser nulos.

rTa+1 >(X(K+l)1 :O y m+ m+i xX(K+1)i = O 2£| £ K

S m,=0P m=0 2£i£KDP {V,,...,V,,,} sonlineamente independientes

_ Xy "
S m,*0P X,y =0p Como | = X °')1 llegamos a una contradiccion.
K+1

Asi pues m,, =0 y losvectores {V, ...V, .} sonL.l.
6.2.2. Criterio de Optimalidad.

Vamos a ver ahora como, a partir de la solucion factible bésica, ir obteniendo otras
soluciones factibles bésicas tales que cada una de ellas mejore € vaor de la funcién

objetivo en cada paso.

Sea
X, = (Xogs Xop reeeees X2 Oyevesy O)

la solucion factible basicainicia con

los vectores columna de la matriz A asociados a las componentes no nulas que verifican
ser linealmente independientes. La funcion objetivo es

z=C'-x
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gue aplicadaen x = X,

K K
z=83Cx, con V.= xv K+1Ej£n
i=1

TEOREMA
Si en un problema de minimizacién se verifica
z,-c,£0 1£jEn

entonces X, €s un punto éptimo. Si & problema fuese de maximizacién e éptimo se
dariacuando

z,-c;%0 1£j£n
Dem.

Vamos a demostrar el teorema para el caso de un problema de minimizacion.
Seay= (yl, Yo yenes yn) una solucion factible basicay z =c' xy

Se verifica

y, 30 1£i £n

ayy =8

i=1

como {,....%} sonL. 1. y los v, con K+1£ j£n pueden expresa como
combinacion lineal delos K primeros tenemos.

=

V=8 xV, K+1£j£n

i=1

§ & ro. s & o _ S _
a Y % inViT_Bp a.(é Y, ><in_évi_B con a y;X; =X,
j=1 €i=1 %) i=1 @j=1 [} j=1

Asi pues, si
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z,-c fo 1£jEnbP z £¢ 1£j£En

Por tanto:

C8 .8 ek o _kew 0 _&
z —aij]' aij,-—aQaQX;ij—a aX,-iy;‘;C.—aXoiC' =Z,
j=1 j=1 i=1

js1€i= a i= @j=1 a
p Z' 3 z, luego z es minima
¢Qué sucede s la desigualdad
z—-G£0O
en el caso de un problema de minimizacion no fuese ciertapara 1£ j £n?
Existen dos posibilidades:
- No hay solucién.

- Podemos obtener otra solucion factible basica més pequefia que lainicial, al no ser
Optima ésta.

Veamos como obtenerla
Sea X, =(X.;, X p0eeems X ,0,-.,0) UNA sOlUCION factible bésica tal que existe un

mi {1....,n} con zy —cyn > 0.

K
Seav, =g XV, K+ifj£n

8§ .,
B=3 xV, ya que Xo es solucion
i=1
8§ r r r & r r
P B=3 XV - 1V, +1V, = (% - 1,V +1v,,
i=1 i=1

S x,; 30 " € vaordelafuncion objetivo no puede estar acotado inferiormente
yaque el nuevo punto extremo seria

y entonces

K K K
Z*:CX:éC.(Xoi' Ixmi)+lcm:é. C X - | équi"'lcm:

i=1 i=1 i=1

=z-lz +lc, =z +1(c,- z,)< z

0

yaque Cnm—2Zn<0
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Por tanto, déndole al valores cada vez mayores € valor de z es tan proximo a - ¥
como queramos. Luego la funcidn objetivo no esté acotada inferiormente.

1 x. U
Si algin %n > 0 (por gemploi =1) | :minL%F\’; —= para Xm > 0 podemos
|
obtener otra solucién factible basica que satisface

X = 8‘6 Xoo = I Xmreees Xo = 1 X 304 1 09
e [}

* g
z :CtX:aQ(Xoi- IXmi)+|Cm:ZO- Izm-l-lcm:Zo-'-I (Cm- Zm)<20

i=2
De forma analoga podemos verlo en e caso de un problema de maximizacion.

7. SOLUCIONES DEGENERADAS.

DEF Una solucion factible basica es degenerada cuando a menos una de las
componentes es nula. Es decir, s tenemos & conjunto linealmente independiente

K
{,..%} ta que §x,» =B, diremos que la solucion factible basica
i=1

X, = (X,30 Xy reems X 10,...,0) €5 degenerada si al menos xoi = 0 paraagin i1 {1..., K}.

Si se da esta situacion no podenos hacer uso del método simplex, ya que la nueva
solucién no mejoraria la solucion degeneradainicial.

Para poder resolver este problema, hemos de tener en cuenta que la solucion
degenerada x, lleva asociadalabase P ={V,.,... .} deR" tal que x, = P"*xB.

Seae > 0 suficientemente pequefio y hacemos que las restricciones sean funcién de
[ [ r s o
XV, + %V, + ...+ XV, =B+ey +ev, +..+e', = Be)
La solucién vendra dada por
x,(e)= p*>B(e)

S L= p_l’“’i _(l il e ) P Xo() x +e, +€L,+..+€'L,

Asi los L de los vectores de |a base se compondran de ceros excepto el elemento
j-ésimo, que serala unidad. Los Lj de los vectores que no pertenecen a la base tendran
laformagenera (K +1£ j£n).

Para saber el \r/I que eliminaremos de la base, bastaria tomar
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min}xfii_(e)> 0/1£i £ K}
Tl

8. DUALIDAD.

DEF Dado un problema de programacion lineal
min z=c' -x
Ax>B
x3 0
definimos el problemadual del anterior como
max t=y-B
y-A£C
AN
Andogamente, s € problema es de maximizar, siendo su dual de minimizar.

TEOREMA. Teorema de dualidad.

Dado un problema de programacién lineal, si posee solucion optima finita, entonces
el dual también posee solucion Optima finitay ademés min z = max t. La solucion del

dual es y, =C, xp*, siendo también la solucién éptima del problemainicial.

Con este teorema podemos resolver un problema de programacion lineal a partir de
su dual, y reciprocamente.

Ladualidad esinvoluntaria, es decir, €l dual del dual es el problemainicial.

9. APLICACIONES.

Actuamente la programacion lineal aborda cuestiones gjenas a la geometria. Un
ejemplo es el problema del transporte, que surge a tener varios puntos de produccién y
varios de distribucién, y se plantea el modo de distribuir los productos para que €l coste
sea minimo.

El problema del transporte se formula por primera vez en 1941 — 42, por Koopmans
y Kantorovith de forma independiente.

En 1958 se aplicaron métodos de programacion lineal para obtener € plan optimo
de transporte de arena para la construccion del edificios en la ciudad de Moscu. Existian
10 puntos de partida y 230 de llegada. Se consiguio rebgjar en un 11% los gastos
respecto alos costes previstos.

Otro de los problemas més comunes es € de la dieta. Se trata de determinar las

cantidades diferentes de alimentos que hay que proporcionar a una persona o animal
para poder asegurarle una alimentacion suficiente con un coste minimo.

23/24



Bibliografia Recomendada.
Programcion lineal. S.J. Gross. Ed: Comp. edit. continental
Programacién matematica. A. Balbas.JA. Gil. Ed: AC

Programacién Lineal. Simonard

24/24



