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TEMA 51

SISTEMAS DE REFERENCIA EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.
ECUACIONES DE LA RECTA Y DEL PLANO. RELACIONES AFINES.

1. ESPACIO AFIN.

DEF Sea V un K-espacio vectorial. Llamaremos K-espacio vectorial afín sobre V a
una terna (E, V, ϕ) donde E es un conjunto arbitrario, V un espacio vectorial y ϕ es una
aplicación    ϕ : E x V → E que cumple las siguientes condiciones

i) ( )( ) ( )yxPyxPVyxEP
rrrrrr +=∈∀∈∀ ,,,, ϕϕϕ

ii) ( ) θθϕ
rr

PPEP =∈∀ ,  es el neutro de V.

iii) ( ) QxPVxEQP =∈∃∈∀ rr
,, ϕ

A la terna (E, V, ϕ) la vamos a denotar por A. Si definimos   ( ) xPxP
rr +=,ϕ  los

axiomas anteriores quedan como:

i) ( ) ( )yxPyxPVyxEP
rrrrrr ++=++∈∀∈∀ ,

ii) PP =+ 0
r

iii) QxPVxEQP =+∈∃∈∀ rr
/,

DEF Se llama dimensión del espacio afín (E, V, ϕ) a la dimensión del espacio
vectorial asociado.

TEOREMA. TEOREMA DE CHASLES

Si tenemos   nnnn PPPPPPPPPPEPPP 1143322121 ......,........,, =++++⇒∈ −

Dem.

Vamos a realizar la demostración en n.

Si n = 3.

( ) ( ) ⇒=+=++=++ 33223221132211 PPPPPPPPPPPPPP   313221 PPPPPP =+

Supongamos que es cierto para    n – 1     y vamos a demostrarlo para   n   luego

11123221 ..... −−− =+++ nnn PPPPPPPP  es la hipótesis de inducción

( ) ( )[ ] =++++=++++ −−−− nnnnnn PPPPPPPPPPPPPP 112211132211 ...........
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( )[ ] [ ] =+++=+−+++= −−−−−− nnnnnnnn PPPPPPPPPPnPPPP 11111112211 ?1.....

nnnn PPPPPPPPLuegoP 113221 ..... =+++⇒= − c.q.d.

COROLARIO Un caso particular del teorema de Charles es

0..... 1113221

r
==+++ PPPPPPPP n

1.1. Plano afín.

Supongamos ahora que el espacio vectorial V es el conjunto de todos los vectores
libres del plano definido sobre el cuerpo K = 3 y sea  E = P2  conjunto de los puntos del
plano.

En P2 tenemos definida la ley de composición externa que asocia a un punto A y a

un vector v
r

 un solo punto P tal que  AP  es el representante del vector v
r

.

( ) [ ]APvsiendoPvA

PxVP

=→

→
rr,

22
ϕ

PROP ( )ϕ,, 222 VPA =  es un espacio afín de dimensión 2 llamado Plano Afín.

Dem.

i) Sea A∈P2  y  [ ]ABu =r
  y [ ]BCv =r

 dos vectores libres. Se verifica

( ) vuAvBCyuAB
rrrr ++=+=+=

Como [ ] [ ] [ ]ACBCAB =+  tenemos que  ( )vuAC
rr ++=  luego

( ) ( )vuAvuA
rrrr ++=++

ii) AOA =+
r

Si  OAAxAxA
rrr ==⇒=+

iii) Dos puntos cualesquiera A y B de P2 definen un único vector libre v
r

 de

representante AB  y por tanto  vAB
r+= .

Por lo tanto  ( )ϕ,, 222 VPA =  es un espacio afín de dimensión 2 llamado Plano Afín.
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1.2. Espacio afín.

De forma análoga al plano afín, tomamos V como el conjunto de los vectores libres
del espacio definido sobre  3 y E el conjunto de puntos del espacio ordinario y se
define:

( ) [ ]APvqtPvA

EExV

=→

→
rr

·,

ϕ

Así definido, cumple los axiomas del espacio afín. (Demostración análoga). Como
la dimensión de V es 3 ⇒ la dimensión de  ( )ϕ,,3 VEA =  es  3 y A3 recibe el nombre de
espacio afín tridimensional.

1.3. Subespacios afines.

DEF Sea E1 un subconjunto no vacío de E y U un subespacio vectorial de V. Se dice
que ( )1,, ϕUE     es un subespacio afín de dirección U cuando es un espacio afín

asociado al espacio vectorial U y 
xUE1

1 ϕϕ =

( ) uAPuA

ExUE
rr

+=→
→

,
11

1ϕ

Los subespacios afines reciben también el nombre de variedades lineales.

TEOREMA

Un subconjunto E1 del espacio afín ( )ϕ,,VE  es un subespacio afín si y sólo si el

conjunto  { }1/ EXAXU ∈= , donde A es un punto fijo pero arbitrario de E1, es un
subespacio de V.

Dem.

“⇒”

Sea  ( )11 ,, ϕUE  un subespacio afín de dirección U. Demostraremos que

{ }1, ExAXU ∈=  es subespacio vectorial.

a) { } UEXAX ⊂∈ 1,  ya que para todo par de puntos A, X ∈ E por ser ( )11 ,, ϕUE  un

espacio afín (ax, iii) se tiene que  UAX ∈ .

b) Sea u
r

 un vector arbitrario de U, existe un vector fijo con origen en
{ }1,/ ExAXuA ∈∈r

.

“⇐”
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Demostraremos que  ( )11 ,, ϕUE  es un espacio Afín asociado a U subespacio
vectorial. Se cumple:

i) Sea B un punto arbitrario de E1 y vu
rr

, ∈U. Se verifica

( ) [ ]
[ ]





=

=
⇔





+=
+=

⇔++=
CDv

BCu

vCD

uBC
vuBD r

r

r

r
rr

Como [ ] [ ] ( )vuBDUBDCDBCvu
rrrr ++=⇒∈=+=+ .

 Luego ( ) ( )vuBvuB
rrrr ++=++ .

ii) BOB =+
r

iii) B y C dos puntos arbitrarios de E1, como ⇒∈UACAB, UABACBC ∈−=  ya

que U es un subespacio vectorial, luego ADBC =  y por tanto ADBC += .

OBS La recta es un subespacio afín de dimensión 1 y el plano es un subespacio afín
de dimensión 2.

2. SISTEMAS DE REFERENCIA EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

2.1. Sistemas de referencia en el plano.

Vamos a establecer una biyección  22: VAo →ϕ   y otra →2:Vb 32, de la siguiente
manera:

PROP Sea O un punto fijo de A2. Definimos una correspondencia

[ ]OPP

VAo

→

→ 22:ϕ

con OP  el vector posición del punto P. Entonces oϕ  es una biyección.

Dem.

- oϕ  es una aplicación ya que cada punto P del plano le corresponde un único vector

[ ]OP  por ser A2 afín.

- oϕ  es inyectiva, ya que  ( ) ( ) QPQP oo =⇒=ϕϕ .

Como ( ) [ ]OPPo =ϕ   y  ( ) [ ]OQQo =ϕ .
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Si  ( ) ( ) [ ] [ ] OQOPOQOPQP oo =⇒=⇒=ϕϕ  por lo tanto por ser A2 afín

QPOQOOPO =⇒+=+ .

- oϕ  es suprayectiva ya que por el axioma iii) de espacio afín,  dado un punto O y

un vector u
r

, existe un único punto    /2AP ∈

[ ]OPvPvO =⇒=+ rr

PROP Sea  { }21,uuB
rr=  una base de V2, entonces  22112 uxuxxVx

rrrr +=⇒∈∀  con  x1,
x2∈3.

Definimos la correspondencia  b: V2 → 32 del siguiente modo    ( ) ( )21 , xxxb =r
.

Entonces b es una biyección.

Dem.

- b es una aplicación ya que  { }21,uuB
rr=  es una base por lo tanto 2211 uxuxx +=r

 se
puede expresar de forma única.

- b es inyectiva ya que si  ( ) ( ) yxybxb
rrrr =⇒= .

Si ( ) ( ) ( ) yuxuxxxxybxb
rrrrrr =+=⇒== 221121 ,

- b es sobreyectiva ya que  ( )21 , xx∀  ∈32 podemos considerar el vector

2211 uxuxx
rrr +=  y entonces ( ) ( )21 , xxxb =r

.

Luego b es una biyección.

DEF Sea A2 un plano afín y  R = (O, U1,  U2) una terna de puntos. Se dice que esta
terna es una sistema de referencia afín cuando los vectores  1OU  y 2OU  asociados
forma una base de V2.

El punto O se llama “origen del sistema de referencia”, el punto U1 primer punto
unidad y el punto U2 segundo punto de unidad.

Si llamamos  11 uOU
r=   y  22 uOU

r= , el sistema de referencia se escribe
( )21,, uuOR

rr= .

PROP Sea A2 un plano afín, O∈A2 y { }21,uuB
rr=  sea una base de V2. Entonces existe

un único conjunto de puntos { }21 ,, UUO  tal que { }21,, UUOR =  es un sistema de

referencia del plano afín y 11 uOU
r=  y 22 uOU

r= .

Dem.
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Dada la base  { }21,uuB
rr=  y el punto O, por el axioma

i) 
2222

111121 /

OUuUuO

OUuUuOUyU

=⇒=+

=⇒=+∃
rr

rr

Entonces la terna { }21,, UUOR =   cumple el enunciado.

2.1.1. Coordenadas de un punto en el plano afín.

Dado  { }21,, uuOR
rr=  un sistema de referencia afín y X un punto del plano afín. Se

verifica:

1. Por la biyección  22: VAo →ϕ  vista en una proposición anterior se tiene que

( ) [ ] xOXxo

r==ϕ .

2. Por  la biyección  b: V2 → 32 vista en otra proposición

( ) ( ) ( )212211 , xxuxuxbxb =+= rrr

Entonces la composición de oϕ  y b,   f= oob ϕo  queda

A2 R2

V2

bϕ

f

Si  x∈A2

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )21 , xxxbxbxbxf oo ==== r
o ϕϕ

DEF Llamaremos coordenadas cartesianas del punto X respecto del sistema de
referencia { }21,, uuOR

rr=  al vector numérico ( )∈21 , xx  32. Es decir, a las coordenadas
del vector posición x

r
.

Como consecuencia de ser f una biyección, las coordenadas del punto son únicas,
pero dependen del sistema de referencia elegido.

2.1.2. Cambio de sistema de referencia afín.

Sea  { }21,,0 uuR
rr=  y  { }21,´,0´ vvR

rr=  dos sistemas de referencia afín en el plano A2 y
X un punto cualquier de dicho plano.
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Sean (x1, x2) las coordenadas de X respecto de R

Sean (y1, y2) las coordenadas de X respecto de R´

El cambio del sistema de referencia consiste en hallar las coordenadas (x1,  x2) en
función de las (y1, y2) y recíprocamente.

Vamos a hallar las coordenadas del punto X en R´ conocidas sus coordenadas en la
referencia R. Para ello tenemos que conocer las coordenadas de los elementos de la
referencia R en función de R´. Sean

2221212

2121111

2211´

vavau

vavau

vavaOO

rr

rrr

rr

+=
+=

+=

2211

2211

´ vyvyXOy

uxuxOXx
rrr

rrr

+==

+==

O

O'

y

v1

v2

u1

u2

x

X

Por la figura anterior se tiene que  xOOy
rr += ´

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]=+++++=+++=+= 22212122121111221122112211´ vavaxvavaxvavauxuxvavaxOOy
rrrrrrrrrrrr

=+++++= 22221212211111112211 vaxvaxvaxvaxvava
rrrrrr

( ) ( ) 2222112212211111 vxaxaavxaxaa
rr +++++=

como  2211 vyvyy
rrr +=   y  { }21 ,vv  es una base, tenemos





++=
++=

22211222

22111111

xaxaay

xaxaay
 que son las ecuaciones del cambio de sistema de referencia de 

                                  R a R´.

Vamos a expresar estas relaciones en forma matricial, para ello añadimos las
igualdades  1 = 1.
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( ) ( )















•=

2221

1211

21

2121

0

0

1

,,1,,1

aa

aa

aa

xxyy  y tenemos  y = X · A

Además 0≠A  ya que 0

0

0

1

2221

1211

2221

1211

21

≠=
aa

aa

aa

aa

aa

 ya que 1u
r

 y 2u
r

 son L. I.

Por lo tanto  1−∃ A .

Multiplicando la ecuación  Y = X · A   por  A-1

Y · A-1 = X que son las ecuaciones inversas de cambio de base.

2.2. Sistemas de Referencia en el Espacio.

Todas las propiedades demostradas en el plano son validas para el espacio,
cambiando A2 por A3,  V2 por V3 y 32 por 33. Por lo tanto la definición de sistema de
referencia será:

DEF Sea A3 el espacio afín y { }321 ,,,0 UUUR =  una cuaterna de puntos. Se dice que
es un sistema de referencia afín tridimensional, cuando los vectores asociados

32, OUyOUOU  forman una base de V3.

Si llamamos  332211 ; OUuyOUuOUu === rrr
 podemos escribir { }321 ,,, uuuOR

rrr= .

2.2.1 Coordenadas de un punto en el espacio.

De igual forma que en el plano tenemos el siguiente diagrama

Donde 
( ) [ ]

( ) ( ) ( )321332211 ,, xxxuxuxuxbxb

xOXxo

=++=
==

rrrr

rϕ

A3 R3

V3

bϕ

f

0
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Luego

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )321 ,, xxxxbxbxbxf oo ==== r
o ϕϕ

Donde por ser f aplicación, las coordenadas son únicas, pero dependen del sistema
de referencia elegido.

2.2.2. Cambio de Sistema de Referencia en el Espacio.

Sean { }321 ,,,0 uuuR
rrr=  y { }321 ,,´,0´ vvvR

rrr=  dos sistemas de referencia en el espacio
afín A3  y X un punto cualquiera de dicho espacio cuyas coordenadas respecto a  R son
( )321 ,, xxx  y con respecto a R´ sean ( )321 ,, yyy .

Para obtener las ecuaciones del cambio de sistema de referencia es necesario
conocer las coordenadas del punto O respecto a R´ y los de  321 ,, uuu

rrr
  respecto de

321 ,, vvv
rrr

. Sean

( )

3332321313

3232221212

3132121111

321 ,,´

vavavau

vavavau

vavavau

aaaOÓ

rrrr

rrrr

rrrr

++=
++=
++=

=

Se tiene  ( ) ( ) =+++++=+= 332211332211´´ uxuxuxvavavaOXOOXO
rrrrrr

( ) ( ) ( ) ( )[ ]=+++++++++++= 333232131332322212123132121111332211 vavavaxvavavaxvavavaxvavava
rrrrrrrrrrrr

=++
++++++++++=

33332332

1331322322221221311321121111332211

vxavxa

vxavxavxavxavxavxavxavavava
rr

rrrrrrrrrr

( ) ( ) ( ) 333322311332332222112213312211111 vxaxaxaavxaxaxaavxaxaxaa
rrr +++++++++++=

Y como 332211´ vyvyvyXO
rrr ++=   y   { }321 ,, vvv

rrr
 es base tenemos








+++=
+++=

+++=

33322311333

33222211222

33122111111

xaxaxaay

xaxaxaay

xaxaxaay

 Ecuaciones de cambio de sistema de referencia de R a

     R´.

En forma matricial se escriben
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( ) ( )


















=

333231

232221

131211

321

321321

0

0

0

1

11

aaa

aaa

aaa

aaa

xxxyyy  o sea   Y = X · A

Y como A es regular por ser 0≠A  ya que las filas, después de eliminar la 1ª columna y

1ª fila son las coordenadas de 321 ,, uuu
rrr

 que forman base.

Tenemos que  X = Y A-1 que son las ecuaciones de R´ a R.

3. ECUACIONES DE LA RECTA EN EL PLANO.

Sea  { }21,, uuOR
rr=  un sistema de referencia en A2.

Una recta r es un subespacio afín de A2 de dimensión 1 por lo tanto 2Ar ⊂ .

Si consideramos un punto A∈A2 y un subespacio vectorial de V2 engendrado por un
vector v, que denotaremos por v

r

{ }vAXAXr
r∈∈= /2

3.1. Ecuación Vectorial de la Recta.

r

x
a

v

O u1

u2

Si vtAXvAXrx
rr

·=⇒∈⇒∈   con  t∈3.

Si xya
rr

 son vectores posición de los puntos A y X respectivamente, se tiene que

AXOAOX +=

vtax
rrr

+=  con    t∈3

Esta igualdad se llama ecuación vectorial de la recta r.
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Se observa que dando valores al parámetro t, en la ecuación vectorial de la recta se
obtiene un conjunto de vectores de posición de puntos que pertenecen a la recta r. Al
vector v

r
 se le llama vector director de la recta.

3.2. Ecuaciones paramétricas de la recta.

Si ( ) ( ) ( )2111 ,,,, vvyyxyx  son las coordenadas de los vectores de posición vax
rrr

,,
respectivamente en R y si tenemos en cuenta el isomorfismo existente entre V2 y 32

(b: V2 →32), entonces la ecuación vectorial de r
     ( )21 , xxx →r

vtax
rrr

+=
se traduce por

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )221121112111 ,,,,,, tvxtvxtvtvyxvvtyxyx ++=+=+=

de donde





+=
+=

22

11

tvxy

tvxx
 con   t∈3

que reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta. Dichas ecuaciones están
caracterizadas por el punto  ( )21, xxA =  y el vector director  ( )21,vvv

r
.

Para cada valor del parámetro t se obtiene un punto de la recta.

3.3. Ecuación de la Recta en Forma Continua.

• Si 01 ≠v  y 02 ≠v , si despejamos en las ecuaciones paramétricas resulta

2

1

1

1

2

1

1

1

v

yy

v

xx

t
v

yy

t
v

xx

−
=

−










=
−

=−

01 ≠v   y   02 ≠v

Dicha igualdad recibe el nombre de ecuación de la recta en forma continua que esta
determinada por  ( )11, xxA  y  ( )21,vvv

r
.

• Si  v1 = 0 las ecuaciones paramétricas son





+=
=

21

1

tvyy

xx
 que se reduce a  x = x1 que es una recta // al eje OY

• Si v2 = 0 las ecuaciones paramétricas son
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=
+=

1

11

yy

tvxx
 que se reduce a y = y1 que es una recta // al eje OX

3.4. Ecuación de la Recta en Forma General.

• Si 01 ≠v  y  02 ≠v  a partir de la ecuación continua

2

1

1

1

v
yy

v
xx −=−

se obtiene
( ) ( )

0121112

111122

1112

=−+−
−=−
−=−

xvyvyvxv

yvyvxvxv

yyvxxv

Si hacemos  A = v2; B = -v1  y  C = v1y1 – v2x2  resulta

Ax + By + C = 0

Que recibe el nombre de ecuación general o implícita de la recta.

• Si v1 = 0  teníamos que  x = x1, es decir,  x – x1 = 0.

• Si v2 = 0 teníamos que y = y1, es decir,  y – y1 = 0.

Luego, en los tres casos te obtiene una ecuación de la forma  Ax + By + C = 0.

Análisis de la ecuación.

Recíprocamente si Ax + By + C = 0 es la ecuación de una recta en el espacio afín.

• El vector director de la recta será  ( )ABv ,−=r
 ya que  A = v2  y  B = -v1.

• Un punto base de la recta será cualquier punto perteneciente a la recta, por tanto
sus coordenadas  (x1, y1) verificarán la ecuación de la misma.

3.5. Ecuación Explícita de la Recta.

Si despejamos y en la ecuación general  (siendo  B ≠ 0)

By = -Ax – C

B
C

B
Ax

y −−= haciendo  
B
A

m −=   y  
B
C

n −=

tenemos  y = mx + n  ecuación explícita
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donde m es la pendiente de la recta y n es la ordenada en el origen.

αtg
1

2 ==−=
v
v

B
A

m  siendo α el ángulo que forma r con OX.

3.6. Ecuación de la Recta que pasa por dos Puntos distintos.

Uno de los axiomas de la geometría elemental dice que una recta queda determinada
por dos puntos A y B.

Sean  ( )11 , yxA y ( )22 , yxB  dos puntos distintos. Sean a
r

  y  b
r

 los vectores
posición de los puntos A y B respectivamente.

Por lo tanto  abAB
rr

−=  es un vector direccional de la recta r cuyas componentes
serán ( ) ( )211212 ,, vvyyxx =−−  y considerando  ( )11 , yxA  podemos utilizar cualquier
tipo de ecuación anterior por ejemplo utilizando la continua tendremos

12

1

12

1

yy
yy

xx
xx

−
−=

−
−

4. ECUACIONES DE LA RECTA Y DEL PLANO EN EL ESPACIO.

4.1. Ecuaciones de la Recta en el Espacio.

DEF Llamamos recta en el espacio a cualquier variedad lineal asociada a un
subespacio vectorial de dimensión uno

{ }>∈<∈= vAXAXr
r

/3

donde A es un punto de A3 y v
r

 es un subespacio de dimensión 1 engendrado por el

vector v
r

.

Sea  { }321 ,,, uuuOR
rrr=  un sistema de referencia afín.

Para que un punto X pertenezca a la recta r debe satisfacer vtAXvAX
rr =⇒∈ .

O sea AXOAOX +=

Es decir, vtOAOX
rr +=

Si denominamos x
r

 al vector posición de   X y  a
r

 al de A tenemos

vtax
rrr +=

que es la ecuación vectorial de la recta.
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Expresando la relación anterior, utilizando las componentes de los vectores (debido
al isomorfismo existente entre V3 y 33).

Sea ),,( zyx  y ),,( 321 xxx  las coordenadas con respecto a R de X y A y ( )321 ,, vvv
los del vector v

r
.

Entonces tenemos
( ) ( ) ( )321321 ,,,,,, vvvtxxxzyx +=

o sea








+=
+=
+=

33

22

11

tvxz

tvxy

tvxx

 que son las ecuaciones paramétricas de la recta.

Para eliminar el parámetro t en el sistema anterior tenemos

















−
−
−

=
















33

22

11

3

2

1

xzv

xyv

xxv

rang

v

v

v

rang  (1)

pero como Ov
rr ≠  por ser el vector director de una recta

1

3

2

1

=
















v

v

v

rang

por lo tanto, para que se cumpla (1) debe ser, suponiendo  01 ≠v

( ) ( )
( ) ( )




−=−
−=−











=
−
−

=
−
−

1331

1221

33

11

22

11

0

0

xxvxzv

xxvxyv

xzv

xxv

xyv

xxv

(2)

Igualdades que es costumbre escribir en la forma

00,0 321
3

3

2

2

1

1 ≠≠≠−=−=−
vyvvSi

v
xz

v
xy

v
xx

que recibe el nombre de ecuación continua de la recta.

Las ecuaciones de la expresión (2) también pueden escribirse como





=−+−
=−+−

0

0

133113

122112

xvxvzvxv

xvxvyvxv
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En general, lo podemos escribir de la forma:





=+++
=+++

0´´´´

0

DzCyBxA

DCzByAx

que reciben el nombre de ecuaciones cartesianas o implícitas de la recta.

Recíprocamente, dado un sistema de dos ecuaciones lineales con 3 incógnitas





=+++
=+++
0

0

4321

4321

bzbybxb

azayaxa

la condición necesaria y suficiente para que sean ecuaciones cartesianas de una recta es
que

2
321

321 =





bbb

aaa
rang

ya que entonces el sistema tiene por solución una variedad lineal de dimensión 1.

4.2. Ecuaciones del plano.

DEF Un plano en A3 es cualquier variedad asociada a un subespacio de dimensión 2.

Sean wv
rr

,  el subespacio de dimensión 2 engendrado por wv
rr

,  y A un punto

arbitrario de A3.

{ }wvAXAX
rr

,/3 ∈∈=Π

wv
rr

,  se llaman vectores directores del plano y A es el punto base.

Sea { }321 ,,, uuuOR
rrr=  un sistema de referencia afín.

Sea ( )321 ,, xxx  las coordenadas de A respecto a R y ( ) ( )321321 ,,,,, wwwvvv  los
componentes de wv

rr
, .

Si wvAXwvAXX
rrrr βα +=⇒∈⇒Π∈ ,

es decir   AXOAOX += .

O sea    wvOAOX
rr βα ++=   Ecuación vectorial del plano.

Expresando esta resolución en función de las componentes vectores que en ella
intervienen, tenemos
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( ) ( ) ( ) ( )321321321 ,,,,,,,, wwwvvvxxxzyx βα ++=
Luego








++=
++=
++=

333

222

111

wvxz

wvxy

wvxx

βα
βα
βα

que son las ecuaciones paramétricas del plano  α,β∈3

Para eliminar los parámetros α, β  planteamos

















−
−
−

=
















333

222

111

33

22

11

xzwv

xywv

xxwv

rang

wv

wv

wv

rang (3)

y como v, w son base de un subespacio de dimensión 2, entonces

2

33

22

11

=
















wv

wv

wv

rang

y para que se cumpla la expresión (3)

debe ser

0

333

222

111

=
−
−
−

xzwv

xywv

xxwv

Desarrollando este determinante y simplificando obtenemos la ecuación que recibe
el nombre de ecuación cartesiana o implícita del plano.

Ax + By + Cz + D = 0

En el caso de que el plano venga determinado por tres puntos no alineados

( ) ( ) ( )321321321 ,,,,,, cccCbbbBaaaA = , podemos formar los vectores [ ]AB  y [ ]AC
que pueden tomarse como wv

rr
,  y pueden escribirse

0

33333

22222

11111

=
−−−
−−−
−−−

azacab

ayacab

axacab

determinante que equivale al
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0

1111

3333

2222

1111 =

xcba

xcba

xcba

igualdad cuyo desarrollo da lugar a una ecuación de la forma

Ax + By + Cz + D = 0

5. RELACIONES AFINES.

5.1. Incidencias de Puntos, Rectas y Planos.

5.1.1. Incidencia entre Punto y Recta.

DEF Se dice que un punto P es incidente con la recta r, o bien que la recta r pasa por
P, cuando el punto P pertenece a dicha recta.

TEOREMA

El punto P es incidente con la recta r si y sólo si las coordenadas de P satisfacen las
ecuaciones de la recta.

Dem.

Es inmediata por la definición de incidencia.

5.1.2. Incidencia entre Punto y Plano.

DEF Se dice que un punto P es incidente en un plano Π, o bien que el plano Π pasa
por el punto P, cuando el punto P pertenece a dicho plano.

TEOREMA

El punto P es incidente al plano Π si y solo si las coordenadas de P satisfacen las
ecuaciones del plano Π.

Dem.

Es inmediata por la definición.

5.1.3. Incidencia entre Recta y Plano.

DEF Se dice que una recta r es incidente con el plano Π, cuando todos los puntos de
la recta r son incidentes con dicho plano, es decir, cuando la recta está contenida en el
plano.
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TEOREMA

Sea r la recta determinada por el punto A y el vector director u
r

 y sea Π el plano
determinado por el punto B y los vectores directores wv

rr
, . La recta r es incidente con el

plano Π si y sólo si existe un punto P de r incidente con Π y que el vector u
r

 se exprese
como combinación lineal de los vectores  wv

rr
, .

Dem.

La condición es necesaria, ya que si r es incidente con Π todos los puntos de r son
incidentes con Π y por tanto el vector u

r
 tiene un representante con origen en B y

extremo un punto  C∈Π, luego  [ ] wvBCu
rrr

2, αα +== .

Recíprocamente, sea P un punto de r incidente con Π y sea

wavu
rrr

2, +=α

Para todo punto X ∈ r se verifica:

( ) ( ) ( )wtvtOPwvtOPutOPOX rrrrr
22, αααα ++=++=+=

Luego el punto X también es incidente en el plano Π. Y como esto sucede para todo
punto X de r entonces r es incidente en el plano Π.

COROLARIO

La recta es incidente con el plano Π si y sólo si rango ( ) 2,, =wvu
rrr

 y A∈Π.

Dem.

Inmediata por el teorema anterior ya que los vectores wyuu
rrr

,  tienen que ser
linealmente dependientes.

5.2. Paralelismo entre Rectas y Planos.

5.2.1. Paralelismo entre rectas.

DEF Sean  VAr +≡   y  '' VBr +≡  dos rectas afines y V y V’ los subespacios
vectoriales asociados. Se dice que las rectas r y r’ son paralelos si  V = V’ y son
coincidentes si además A∈r’  ó  B∈r.

TEOREMA

Dada la recta r determinada por A y por u
r

 y la recta r’ determinada por B y por v
r

.
Las rectas r y r’ son paralelas si y sólo si los vectores u

r
 y v

r
 son linealmente

dependientes.

                    
                                             
                          



20/27

Dem.

La condición es necesaria ya que si las dos rectas son paralelas, los espacios
vectoriales V y V’ coinciden y por lo tanto, el sistema { }vu

rr
,  es linealmente dependiente

ya que la dimensión de los subespacios asociados es uno.

Recíprocamente si u
r

 y v
r

 son linealmente dependientes se tendrá que

uv
vu
rr

rr

β
α

=
=

luego
( )
( ) '

''

''
VV

VVVwusvswVw

VVVwvtutwVw
=⇒





⊂⇒∈⇒==⇒∈∀
⊂⇒∈⇒==⇒∈∀

rrrrr

rrrrr

β
α

COROLARIO

Dos rectas r y r’ son paralelas si y sólo si ( ) 1, =vurang
rr

. Además, serán coincidentes

si ( ) 1,, =vuABrango
rr

.

Dem.

Es consecuencia inmediata del teorema anterior ya que los vectores u
r

 y v
r

 son
linealmente dependientes.

5.2.2. Paralelismo entre Planos.

DEF Sean  VA +=Π   y  '' VB +=Π , dos planos afines y  V y V’ los subespacios
vectoriales asociados. Se dice que los planos Π  y 'Π  son paralelos si V = V’ y son
coincidentes si además A∈Π’ ó  B∈Π.

TEOREMA

Sean ( )vuA
rr

,,  y  ( )baB
rr

,,  los determinantes lineales de los planos Π y Π’

respectivamente. Los planos Π y Π’ son paralelos si y sólo si  ( ) .2,,, =bavurango
rrrr

Dem.

En efecto, si los planos son paralelos el sistema { }vu
rr

,  depende linealmente de { }ba
rr

,
y recíprocamente, ya que  V = V’ y tienen dimensión 2.

Recíprocamente si el rango de los cuatro vectores es dos, quiere decir que hay dos
vectores que dependen linealmente de los otros dos. Como { }vu

rr
,  y { }ba

rr
,  son sistemas

linealmente independientes por ser bases de espacios vectoriales de dimensión dos, el
primero depende linealmente del segundo y recíprocamente, luego engendran el mismo
espacio vectorial.
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COROLARIO

Los planos Π y Π’ definidos por sus ecuaciones cartesianas

0´´´´0 1 =+++=Π=+++=Π DzCyBxADCzByAx

son paralelos si y sólo si

1
´´´

=





CBA

CBA
rango

Dem.

En efecto, las ecuaciones cartesianas de los planos Π y Π’ se obtienen desarrollando
los determinantes:

0'0

133

122

111

33

22

11

=
−
−
−

=Π=
−
−
−

=Π
zzba

yyba

xxba

zzvu

yyvu

xxvu

o

o

o

y los coeficientes A, B y C, A´, B´ y C´ son los adjuntos de los elementos de la tercera
columna respectivamente.

Si los planos son paralelos, por el teorema anterior, los vectores a
r

 y b
r

 dependen
linealmente de u

r
 y v

r
, luego

vsutb

vua
rrr

rrr

+=

+= βα

con los que teniendo en cuenta las propiedades de los determinantes, se tendrá

=
−
−
−

+
−
−
−

=
−++
−++
−++

=
−
−
−

133

122

111

133

122

111

13333

12222

11111

133

122

111

zztuv

yytuv

xxtuv

zzsvu

yysvu

xxsvu

zzsvtuvu

yysvtuvu

xxsvtuvu

zzba

yyba

xxba

β
β
β

α
α
α

βα
βα
βα

( )
133

122

111

zzvu

yyvu

xxvu

ts

−
−
−

−= βα

Igualando los coeficientes de las incógnitas, tendremos

( )
( )
( )tsCC

tsBB

tsAA

βα
βα
βα

−=
−=
−=

´

´

´
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esto es, los coeficientes A, B y C son proporcionales a los coeficientes A´, B´ y C´. Por
tanto

1
´´´

=





CBA

CBA
rango

5.2.3. Paralelismo entre recta y plano.

DEF Sean  r = A + V y  Π = B + V’ una recta y un plano afín, donde V y V’ son los
subespacios vectoriales asociados. Diremos que la recta y el plano son paralelos si
V⊂V1 y son incidentes si además  A∈Π.

TEOREMA

Sean  ( )uA
r

,  y ( )wuB
rr

,,  los determinantes lineales de la recta r y del plano Π
respectivamente. La recta r y el plano Π son paralelos si y sólo si  ( ) 2,, =wvurang .

Dem.

“⇒”

Si la recta y el plano son paralelos  uVV
r⇒⊂ 1  depende de { }wv

rr
,  luego

( ) .2,, =wvurang
rrr

“⇐”

Si ( ) 2,, =wvurango
rrr

 por ser  v
r

 y w
r

 L. I. el vector u
r

 depende linealmente de v
r

 y w
r

,
luego V⊂V1 y la recta y el plano son paralelos.

5.3. Intersección entre Rectas y Planos.

5.3.1. Intersección de Rectas.

DEF Sean  r = A + V  y  r’ = B + V’  dos rectas afines y  V y V’ los subespacios
vectoriales asociados. Diremos que las rectas r y r’ son secantes o que se cortan en un
punto, cuando las dos rectas son coincidentes con un mismo plano y no son paralelas.

TEOREMA

Sean ( )uA
r

,   y  ( )vB
r

,  los determinantes lineales de las rectas r y r’, respectivamente.

Las rectas r y r’ son secantes si y sólo si ( ) 2,, =vuABrang
rr

 y  ( ) 2, =vurango
rr

.

Dem.
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“⇒”

Si dos rectas r y r’ son secantes, no son paralelas, luego por el corolario 2

( ) 2, =vurang
rr

, pero además por ser incidentes con el mismo plano ( ) 2,, =vuABrango
rr

ya que tres vectores en el plano son linealmente dependientes.

“⇐”

Si ( )
( )

⇒






=
=

2,

2,,

vurang

vuABrang
rr

rr
 las rectas están en el mismo plano y no son paralelas, luego

son secantes.

DEF Se dice que las rectas r y r’ se cruzan cuando no son incidentes con un mismo
plano.

TEOREMA

Dos rectas r y r’ se cruzan si y sólo si ( ) 3,, =vuABrang
rr

.

Dem.

Inmediata a partir del teorema anterior.

5.3.2. Intersección entre Planos.

DEF Sean Π  = A +V  y  Π’ = B + V’ dos planos afines y V y V’ los subespacios
vectoriales asociados. Diremos que los planos Π y Π’ son secantes o que se cortan
según una recta, cuando no son paralelos.

TEOREMA

Sean ( )vuA
rr

,,  y ( )baB
rr

,,  los determinantes lineales de los plano Π y Π’

respectivamente. Los planos Π y Π’ son secantes si y sólo si ( ) 3,,, =bavurango
rrrr

.

Dem.

Inmediata ya que por no ser paralelos ( ) ( ) 3,,,2,,, =⇒> bavurangbavurang
rrrrrrrr

.

5.3.3. Intersección entre Recta y Plano.

DEF Sean r = A + V  y   Π = B + V’ una recta y un plano afín, donde V  y  V’ son los
subespacios vectoriales asociados. Diremos que la recta r y el plano Π son secantes o
que se cortan en un punto cuando no son paralelos.

TEOREMA
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Sean ( )uA
r

,  y  ( )wvB
rr

,,  los determinantes lineales de la recta r y del plano Π
respectivamente. La recta r y el plano Π son secantes si y sólo si ( ) .3,, =wvurango

rrr

Dem.

Consecuencia de un teorema anterior.

5.4. Posiciones Relativas de dos Rectas en el Plano.

Sean  0=++≡ CByAxr   y   0´´´´ =++≡ CyBxAr  dos rectas en el plano.
Consideremos el sistema





=++
=++

0´´´

0

CyBxA

CByAx

Llamamos M a la matriz de coeficientes y M* a la matriz que resulta de añadir los
términos independientes. Entonces

1)

escoincidentrectas
erminadoin

compatibleSistema
MRangMRang ⇒









⇒==
det

1)()( *

Además de cumple

´´´
0

´´
0

´´ C
C

B
B

A
A

CA

CA

BA

BA
==⇒==

2)













⇒












⇒==
punto

unencortan

serectasLas

ermiando

compatible

Sistema

MRangMRang

det

2)()( *

Además si son secantes se obtiene la siguiente relación

´´
0

´´ B
B

A
A

BA

BA
≠⇒≠

3)









⇒








⇒≠
paralelas

sonrectasLas

leincompatib

Sistema
MRangMRang )()( *
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2

1

=

=
∗MRANG

MRANG
    Luego

0
´´

0
´´

≠

=

CA

CA

BA

BA

Entonces obtendríamos la siguiente relación para rectas paralelas

´´´ C
C

B
B

A
A ≠=

5.5. Estudio Analítico de las Posiciones Relativas entre Rectas y Planos.

Las distintas posiciones que pueden adoptar rectas y planos en el espacio se reducen
analíticamente al estudio de las soluciones del sistema S formado por las ecuaciones que
definen a las rectas y a los planos.

Si M es la matriz de coeficientes, M* la matriz ampliada y g el grado de
indeterminación del sistema S, con ayuda del teorema de Rouché-Fröbenious, se
obtienen los siguientes resultados.

5.5.1. Posiciones Relativas de dos Planos.

1)





⇔






=
⇔==

escoincident

Planos

g

erminadoin

compatibleSistema

MRangMRang

2

det1)()( *

2)





⇔






=
⇔==

rectaunasegún

cortanseplanosLos

g

erminadoin

compatibleSistema

MRangMRang

1

det2)()( *

3)

}paralelosPlanos
leincompatib

Sistema
MRangMRang ⇔





⇔≠ )()( *

5.5.2. Posiciones Relativas de Recta y Plano.

1)



⇔







=
⇔==

planocon

ecoincidentcta

g

erminadoin

compatibleSistema

MRangMRang
Re

1

det2)()( *
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2)





⇔




⇔==
puntounenplano

alcortarectaLa

erminadoy

compatibleSistema
MRangMRang

det
3)()( *

3)

}




⇔⇔≠
planoal

paralelaesrectaLa
leincompatibSistemaMRangMRang )()( *

5.5.3. Posiciones Relativas de dos Rectas.

1)

}ecoincidentcta

g

erminadoin

compatibleSistema

MRangMRang Re

1

det2)()( * ⇔






=
⇔==

2)

}










⇔⇔≠=

planomismoel

enencuentranSe

paralelasctas

leincompatibSistemaMRangMRang
b

Re

)(2)( *

3)

puntounencortanserectasLas
erminado

compatibleSistema
MRangMRang ⇔





⇔==
det

3)()( *

4)

}




⇔⇔≠=
cruzan

serectasLas
leincompatibSistemaMRangMRang )(3)( *
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