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TEMA 27

DESARROLLO DE UNA FUNCION EN SERIE DE POTENCIAS. TEOREMA DE
TAYLORAPLICACIONESAL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES.

1. INTRODUCCION.

Los mateméticos consideran como funciones elementaes, entre otras, los
polinomios, €, log x, sen X y cos X, las cuales hemos descrito en temas anteriores. Pero
de todas €llas, solo los polinomios pueden calcularse de forma sencilla para cualquier
vaor de la variable independiente x. Eso es debido a que s p(x) es un polinomio,

entonces
p(x)=Qq ax

i=0

Recordemos que la funcién € se calcula como inversa de log x. Y esta Ultima viene
definida por

log x = 6 }t/ dt
También tenemos que la funcion cos x se define como un nimero y tal que
Y =cosx P A(y):g "x1 [0,p]
Y como lafuncién A(y) es

Ay =1V v

tendremos que

’_ 2
Wiy +(‘§ 1- tdt =

X
2 2
OBS Omitimos como extiende la funcion cos x de [0, p] aR.
Y recordemos que la definicion de la funcion sen x es
senx =+/1- cos’ x

En este tema vamos a tratar de aproximar estas funciones “elementales’, y en
general todas aquellas que cumplan unas determinadas condiciones, por funciones
polinébmicas en las proximidades de un punto.
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2. POLINOMIO DE TAYLOR DE GRADO N.

Sea f(x) una funcién derivable en x = a hasta @ orden n inclusive. Vamos a
encontrar un polinomio de grado no superior an, Py(x), cuyo valor x = a coincida con €l
valor de f(x) en x = ay los valores de sus derivadas también coincidan, en X = a, con las
derivadas de f(x) hasta € orden n-ésimo.

Entonces tenemos que

Ph@=f(a P @=f@ P"@=f(@).... PP@=1"@ (1
Escribamos € polinomio en forma de potencias de (x — a):

Pa(X) =@ + a(x —a) + ap(X —a)* + a(X—a)°> + ..... + a(x —a)"

L os coeficientes de Py (X) los calculamos teniendo en cuenta las condiciones (1).
Primero veamos € valor de Py(X) y susderivadasen x = a

Pn(a@) = &

Pr'(@=a

Pi'@=2 &

P (@)= 3 -a

PY@ =n! &

Y aplicando las condiciones (1) obtenemos
_ g I I _1.,
a,=fa) a=f@, a=51"@, a=5f"@. a=—1"@)

El polinomio P,(x) queda como

P 0= )+ Tl a)+ N (- af e T gp s D@ g

DEF Llamamos Polinomio de Taylor de grado n para f en x = a a polinomio
n i) )

p09=4 “E )
i=0

OBS Siendo riguroso, tendriamos que haber denotado a polinomio como Py a¢(X),
aunque nos conformaremos con Py, 4(a).
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2.1. Polinomios de Taylor de algunas funciones elementales.

En genera, las funciones elementales tienen polinomios de Taylor bastante
sencillos, aunque los coeficientes parezcan depender de la funcion f de forma
complicada.

Sea, en primer lugar, f(X) = sen x.

f(0)=sen0=0

f(0)=cos0=1

f7(0)=-sen0=0

f7(0)=-cos0=-1

A partir de 'V(0) las derivadas se repiten con un ciclo de 4. Los coeficientes &

toman valores

0,1,0,-10t0-Lo .
3 5 79

Y el polinomio de Taylor degrado 2n+ 1 parasenxenx =0 es

7 2n+1
I:)2n+1,o(X):X' —t—- —+........ +(-D"

Para no reiterarnos, repitiendo los célculos de manera andloga para f(x) = cos x en
X = 0, obtenemos que & polinomio de Taylor de grado 2n de f(x) = cosx esx =0 es

El polinomio de Taylor de la funcién f(x) = log x no puede calcularse en x = 0 ya
gue es un punto gque no pertenece al dominio. Tomaremos x = 1.

f(1)=logl=0
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(- D" - 1)
Xi

Y en genera, como f(x)= tenemosque f'(1)=(- 1) (i - 2)

Siendo e polinomio de Taylor

P.(x) =(x- 1)- (X‘Zl) X ‘31) T L

Si tomamos la funcion f(x) = log(x + 1) si se puede calcular su polinomioenx =0y
es

P ,(X)=x- X?+—+ ..... +(- 1)”'1%n

La inversa de la funcion logaritmo, €, tiene una expresion para € polinomio de
Taylor en x = 0 muy sencilla, debido a que
()9 =¢

y entonces
_ X* X
Po.(x)=1+ X+E+§+ ..... +—

Pero no todas las funciones elementales tienen polinomios de Taylor tan sencillos.
Nos podemos encontrar con otras funciones cuyas derivadas sean complicadas o0 se
vayan complicando conforme aumentamos el orden. Por gjemplo, la funcién arctgx, que
tiene por derivadas

.1 o
arctg x—1+X2 P actg(0)=1
. - 2X .
arctg X:W b actg”(0)=0
+ X

(L) (- 2)+2x2(1+x2)2
)

arctg”'x = X b arctg”(0)=-2

Y conforme aumentamos el orden, mas complicada es la derivada.

2.2. Propiedades del polinomio de Taylor.

De momento tenemos definido € polinomio de Taylor de f(x) en x = ade grado n
como aquel gue tiene las n primera derivadas coincidentes en x = a con f(x), ademés de
P(a) = f(a). Esta relacion entre & polinomio y f(x), veremos que es mucho mas profunda
de lo que parece.
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Para empezar, sea R s(x) € polinomio de Taylor de f(x) en x = a de grado 1.
Entonces

R.(x = f(a)+ f(a)(x- a)

A partir de esta expresion, cambiandola de signo y sumando f(x) y después
dividiendo por x — allegamos a

10 P09 _ 1(4- () ()

X-a X-a

Y como sabemos que la definicion de derivada en un punto es

ooy f(x)- f(a)
TeER T

obtenemos como conclusion que

it Ra(9 _
x® a X-a

0

De esta expresion deducimos que la distancia entre f(X) y P a(X) no solo se hace
pequefia cuando X ® a sino que incluso es més pequefia comparandola con la distancia
entre X y a. Generalicemos este resultado que hemos obtenido para n = 1 a cualquier
valor del grado del polinomio.

TEOREMA Seaf(x) unafuncidn n veces derivable en x = ay sea R, o(X) € polinomio
definido como

3 i £
P.(¥=a ai(x- a) con a = il(a)
i=0 H
Entonces
im0 R0
x®a (X- a)n
Dem.

S desarrollamos & cociente tenemos

(- p.(o_ T0)-&alcal (-8

n, i — i=0 I!

(x- a)° (x- a)° (x- a)° n

Definamos las funciones
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n-1 f1) )
Q(x)=éf.(a)(x-a)' y  96)=(x-2a"

Con estas funciones, tenemos que demostrar

lim f(X)- Q(X) — fn)(a)

x®a  g(X) n
Si nos fijamos en la definicion de Q(x), vemos que

Q’(@)=f"@ "ifn-1
Y lafuncién g(x) verifica

b M(x-a)""
g (X)_ (n_ K)'

Por tanto, tenemos que se verifica

lim(f (- Q)= f(2)- Aa) =0

lim((x) - Q(¥) = f'@- Q(a) =0

lim(f™? (- Q"2 ()= " (a)- Q"?(a) =0
y también

limg(x)=limg'(x) =......... =limg™?(x) =0
X® a X® a x® a

Entonces, € limite a cacular es una indeterminacion de la forma (—3 que

resolveremos aplicando laregla de L"Hopital, hasta un total de n — 1 veces.

im0 Q) _ im0 Q)

x®a g(x) x®a g' (X) x®a g n-1) (X)

Sabemos que Q™Y (x) = "V(@) y que d"V(x) = n! (x —a). Sustituyendo

=lim =—Ilim
©a  nl(x- a) nlea X- a n!

A RO WEUN L B O TR
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Latesis del teorema anterior nos permite dar la siguiente definicion:

DEF Dosfuncionesfy g se dice que son iguaes hastael ordennenx =as

lim f(X)- g(X)

=0
x®a (X- a)”

Segun esta definicion, el teorema 1 dice que e polinomio de Taylor de f(x) de grado
nenx=a, Pha(X), y f(X) soniguales hastael ordennenx = a

Podriamos dar una definicion alternativa para € polinomio de Taylor, como aquel
polinomio de grado £ n que cumpla las propiedad anterior, que sabemos que es Unico.

La proposicion siguiente nos demuestra la unicidad.

PROP Sean Py Q dos polinomios en X — a, de grado £ n, y supongamos que Py Q son
iguales hasta €l orden n en x = a. Entonces P = Q.

Dem.
Definamos & polinomio R(x) = P(x) — Q(X).
R(x) es un polinomio de grado £ n:
RO =4 1(x- af
K=0

S demostramos que R(x) verifica

jim- R

=0
x®a (X- a)”

entonces R = 0.
La hipétesis para R(x) nos garantiza que se verifica

RO _

[im 0 OfL£iEn

X® a (X_ a)
Parai = 0 lacondicion es

lImMR(x) =0

X® a

y cOmo

limR(x) =lim§ r,(x- a) =r,
X® a X® a i=0
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entoncesr, =0 vy

r)=arx- a)

i=1

||m@:
x®a X- a

—:gri(x- a)™t =r +r,(x- a)+....+r (x- a)"*

Parai =1
y € cociente
R(X)
X-a iy
siendo
Por tantor, =0

Reiterando el proceso obtendremos

y por tanto R = 0.

COROLARIO  Sea f(x) una funcién derivable n veces en x = a 'y sea P(X) un
polinomioen x—a degrado £ n,tanque f(X)y P(x) soniguales hastael ordennen
x = a. Entonces P(X) = Pn a(X).

Dem.

Inmediata.

Si f(x) tiene n derivadas en x = a, € corolario anterior nos muestra un método para
hallar el polinomio de Taylor. Utilicémoslo ahora para hallar e polinomio de Taylor de

lafuncion arctg x que dejamos pendiente.

Sabemos que la funcién arctg x se puede expresar por medio de la ecuacion

arctg x = Ql+1

\X

Si realizamos la division que indica e cociente:
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n+l n+

! =1-t2 4+ttt L+ (- 1)r‘.t2”+('1)—'t22

1+t? 1+t?
y entonces
X 2 114 16 4 48 ny2n X T S

arctgx:Q(l-t -ttt L+ (- 1) )dt+Q(- 1) Ledt=
B X3 X5 7 N X2n+l 1 & t2n+2
"Xty e - 2n+1+(_ 1) Oz

Aplicando e corolario anterior, € polinomio que acabamos de obtener es el
polinomio de Taylor de grado n en x = 0 para arctg x sSiempre que se verifique.

Y laexpresion anterior es ciertasi tenemos en cuenta que:

X t2 n+2

01 *

|XIZn+3
X one2 | —
£ Qt dt‘ " 2n+3

2.3. Teorema de Taylor.

Volviendo ala expresion obtenida para la funcién arctg x

5 7 2n+1 X t2n+2
N\

_ X n X n+l
actgx=x- —+—- +_...+(-1) 2n+1+(_ 1) Q™

y recordando la acotacion obtenida para el Ultimo sumando

2n+3

podemos afirmar que si |x| £ 1 entonces € Ultimo sumando tiene un valor maximo de

T+’ pudiéndose hacer tan pequefio como se quiera tan sdlo aumentando n.

Es decir, podemos usar € polinomio de Taylor para calcular € vaor de la funcién
arctg x con |xl £ 1 con tanta aproximacion como queramos.

L os teoremas de Taylor permiten extender el resultado obtenido a otras funciones.
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L os resultados obtenidos en € punto anterior han examinado el comportamiento del
polinomio de Taylor P, 4(x) para n fijo, cuando x tiende hacia x = a. A partir de ahora
degjaremos x fijo y variaremos €l valor de n.

DEF Llamaremosresto del polinomio de Taylor P, 5(x) de la funcion f(x) a la funcion
Rna(X) que verifica

f(x) =R+ R.(x)

En & caso de la funcion arctg x hemos visto que

t2n+2

R2n+1,0(x) = (' 1)n+1'(‘51+t2

Seria deseable obtener una expresion para R,a(X) que nos permitiera estimar
facilmente su magnitud. Vamos a ver gque dicha expresiéon existe y que encierra una
integral, como en el caso de a arctg x.

Vamos a obtener dicha expresién den dos formas diferentes. La segunda de €llas
recibira € nombre de Teorema de Taylor, y la primera que vamos a ver es la
constructiva.

Para n = 0 tenemos que
f(x)=f(a) +R,.(x)
y por el teorema fundamental del cdlculo infinitesimal podemos decir
f(x)=f(a)+ Q £(t)dt

con lo que

R0 = f (t)ct

Para obtener Ry 4(x) partiremos de la formula anterior aplicando integracion por
partes:

Ra0)=Qf (t)dt =

u= f'(t) u= f7(t)dt
dv =dt V=t- X

Escribimos v(t) =t —x yaque - X es una constante a ser x fijo.

=[f@)t- ] - Qxf”(t)(t- Xdt =- f (@) a- x)- 6f”(t)(t- X)clt
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Sustituyendo

f(x)=f(a+R,(x)=f(a)+ f'(a)(x- a)+ 6 f7@t)(x- t)dt

por lo tanto

Ra(® = O~ t)c

Si repetimos el proceso para Ry 5(x) tomando

u) = 7@ U=
- (x-t)?

V() =(x-t)dt wt) = >

obtenemos

_fr@x-a* <7 2
Ri,a(x) - 2 + Q 2 (X' t) dt
siendo
V) 2
= )——=(x - t)?dt
Ria(¥)= Q= (X~ 1)
Reiterando el proceso n veces llegamos a que si f"Y(x) es continua [a, X] entonces

fr(t) n
(%= )"t

Ra(¥=Q

El teorema de Taylor es la segunda forma de obtener una expresion para e resto que
vamos a ver. Tiene como ventaja que no exige como hipétesis que f™*(x) sea continua.

TEOREMA Teoremade Taylor.

Sea f(x) una funcién con derivadas hasta el orden n + 1 en [a, ¥ Y Ry a(x) definido
como

f(x) = f(a)+f @~ a)+.... +%(x- a)" +R, (X
Entonces

_ ™) " o
1) Rn,a(X)—T(X- t)"(x- @) paraagint (a x)
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f n+1) (t)
(n+1)!

2 R,(¥= (x- @)™ paradgintl (a x)

n+l)
3) Si f™*Y(x) esintegrable sobre [a, X] entonces R,a(X) = Qf (t)(x t)"dt

Dem.

1) Seax un re fijo. Entonces " t1 [a, x|

f(x)=f@)+ F ()X t)+nnns +%(x-t)”+8(t) "t [a,x]

Derivemos la expresién anterior como funcién det.

El primer miembro:

o (9 _,
=

K)
y cada sumando %(x- t)© tiene por derivada

)
dgK (X~ )_

K) K-1)
= e e e B s

0] 1, T80 ok
K- 1)|( 0 g (x- 0

Sustituyendo tendremos

_ (t) u,é 7 £ (t) n
f(x)+8f(t)+ I ©ix- t)HS (- )+ 2 (x- ) gt

()

? fn+l)(t)
& (n-

u
(x-"+ (x-t)"g+S(t)
a
Teniendo en cuenta que se cancela casi todos |os sumando, nos queda

n+l)
S(t) =- %(x- t)"

Aplicando € teoremade Vaor Medio delafuncion S(t) sobre [a, § existe un
tl (a x) tal que
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(0= - S

por lo que

S(9- S@ - 1O (e
X-a n!

Si recordamos que

S(t) =R, (%)
tenemos que

S(x) =R, (x)=0
(@) = R,.(X)

Por tanto, sustituyendo

0- R.(X¥ _ f ™ (t) (x- t)"
X-a n!

y despejando

fn::(t) (- 1" (x- 8)

R.a(X) =

gue llamaremos forma de Cauchy del resto.

n+l

2) Aplicando el teorema del valor medio de Cauchy aSy g(t) = (X —t)"~ existe

aguntl (a x) ta que

(Sx)- s(@)g't) = (9(x)- g(a))S(t)

Sustituyendo g(x) =0
g(@ = (x—a™
g®)=-(+1) (x-1)"

obtenemos

0
R ==y (X )

gue es laforma de Lagrange del Resto.

3) Si 'Y esintegrable sobre [a, X aplicando € teorema fundamental del célculo
integral
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(Y- S(a)= SO
y sustituyendo S'(t) por su valor
X n+1)
S0 - (@) =- gL ix- o

gue nos da

X n+1)
Ra(9= g (x- "ck

Como aplicacion del teorema anterior, vamos a escribir de nuevo € polinomio de
Taylor con € resto integral para las siguientes funciones:

2n+l

X 2n+2)
senx=x- 2 +X . +(-1* X +©sen (© (x- t)*"dt
2 (2n+1) (2n +1)!
2 4 2n M 2n+2)
cosx=1- 242X () §F ® (x- tyn et
2 4 (2n) (2n)!
2 3 n x
ex:1+X+X_+X_+ ________ +X_+(‘9i(x_t)ndt
2 3 n! n!

Las integraes que hemos obtenido son demasiado complicadas como para
resolverlas. Y més cuando sabemos que su valor serd @ de la funcion menos € del
polinomio. Lo que si es fécil de hacer, y lo dgamos como egercicio, es acotarlas
superiormente.

3. DESARROLLO DE UNA FUNCION EN SERIE DE POTENCIAS.

DEF Llamaremos serie de potencia a una serie de funciones de la forma

donde {a,,a,........ ,a,,....} son nlimeros constantes |lamados coeficientes de a serie.

El dominio de convergencia de una serie de potencias es un cierto intervalo que en
algunos casos podria reducirse a un punto.

TEOREMA. Teorema de Abedl.

1) S una serie de potencias converge para un cierto valor X, no nulo, entonces
converge absolutamente " x, X <|x|.
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2) Si laserie diverge paracierto valor de %', entonces diverge " x|} >[x,].
Dem.
1) Por hipétesis, la serie numérica

a, +aX, +a,x +...+ax +...

converge, su término general
axX, ® 0, cuando n® ¥

pero esto significa que existe un niumero M positivo tal que todos los términos de la
serie son menores en valor absoluto que M.

Seala serie

a+a1xan9+axzan92+ +ax§aex9n+ 1)
A s T T

y consideremos la serie de valores absolutos de sus términos

%{+|a2x§|x~:{ . +Haxs %{“er 2

L os términos de esta serie son menores que |os términos correspondientes a la serie

X n
XT,{ +... (3)

Cuando |xl < |x0| , la serie (3) es una progresion geométrica de razon X <1, sendo
Xo
por tanto convergente. Entonces la serie (2) también es convergente, por ser menor gque
(3). Y de aqui se deduce que la serie (1) también es convergente absolutamente.

|| +[ay x|

2

X
—] +...+M

M+M +M

X
X

0

2) Supongamos que la serie
a, tax+ax+..+ax+...

diverge en un cierto punto x'o. Entonces esta serie también serd divergente para
cualquier x que verifique |x| >|x'o| , yaque s la serie fuese convergente para ese valor

de x, aplicando e apartado 1 también seria convergente en X'o, lo cual seria una
contradiccion.

c.g.d.
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El Teorema de Abel nos permite determinar los puntos tanto de convergencia de la
serie, como de divergencia.

Si la serie converge en %, entonces todos los puntos  x1 ( |XHX0|) son puntos de

convergencia absoluta. Y andlogamente, si %~ €S un punto de divergencia, también lo
serdn todos x1 ( ¥,-|x0'|)E 0x0'|,+¥).

Por tanto, tenemos

COROLARIO El dominio de convergencia de una serie de potencias es un intervalo
con centro el origen de coordenadas.

DEF Llamaremos radio de convergencia de una serie de potencias a R, que verifica
que " xI E(0, R) laseriees convergentey " x1 [-R, R] laserie es divergente.

El caso dequex = R 0 x = - R seresuelve de forma particular para cada funcion.

Sea f(X) una funcion derivable hasta el orden n + 1 en un entorno de x = a. Entonces
podemos escribir que

f(x)=f(a)+ f'(@)(x- a)+... +%(x- a)" +%6f”+1>(t)(x- t)"dt

¥
S lafuncion f(x) es de clase C - en un entorno de x = a (tiene infinitas derivadas),

podemos tomar n arbitrariamente grande en la férmula de Taylor.

DEF Dada una funcion f(x) de clase C¥ en un entorno del punto x = a, llamaremos
desarrollo de f(x) en serie de Taylor ala expresion

¥ £K)
f(x):é_%(x- a)

Si en la formula de Taylor dgiamos x fijo y tomamos limites cuando n tiende a
infinito, la serie convergera solo en €l caso de que se verifique que Ii@n; R..(x)=0.

PROP S Ir!@rg R..(X) =0 U laserie de Taylor de f(x) es convergente para ese X.
Dem.
Sea f(x)=F,.(x)+R .(X)

Donde Py, 4(8) es @ polinomio de Taylor de f(x) en x = adegrado ny R, 4(x) es €l resto.
Tomando limites en ambos miembros cuando n tiende a infinito tenemos

f(x) = limP, (¥
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yaque por hipétesis Ir!@rg R..(X) =0

Pero P, a(X) es la n-ésima suma parcial de al serie de Taylor, por tanto su limite es
igual aa sumade al seriey se verificaque

f9=4 - (x- ay

K=0
OBS Deducimos que la serie de Taylor representa a la funcién f(x) solo cuando
Iri@nQRn,a(x):O. S d limite no fuese nulo, la serie no es la funcion dada,

independientemente de que converja o no.

Como R ,(X) :%6 f ™ (t)(x- t)"dt en cualquier intervalo en torno al punto a en

n+1)

e que f,~ es continua, la condicion suficiente de la proposicion anterior podria ser
expresada como:

PROP f(x)T C¥(E(a,r)). SeaAl R una constante que

f”’(x)|£An "n "x1 E(ar)
Entonces la serie de Taylor def(x) en x = aconverge hacia f (x)" x1 E(a,r)

Dem.
Como R (X)= %Q £ (1)(x- t)"dt

realizamos €l cambio de variable
t=x+(a- x)u dt=-(x- a)du

guedando
_ (x- a)"+1

R,.(X) = QJ f ™Y (x+(a- X)u)du

y ahora
aIn+l ” 2 ) _| n+l.An+l _ Bn+1
o, (e K grai=bT A - B

sendo B=Alx- g
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n

Laexpresion % sabemos que verifica

n

lim =0
¥ Nl

porloque limR,,(x)=0 " xI E(ar)

Por el teorema anterior, las funciones sen x y cos x son desarrollables en cualquier
punto en serie de potencias (la serie siempre es convergente) ya que todas sus derivadas
estan acotadas por 1.

Por lo que
3 5 2n+l
senx=x- 2+ . +(-D" X +oe
3 g (2n+1)
2 4 2n
cosx=1- XX ( 1)"X—+ .......
2 4 (2n)

En el caso de &, su derivada es ella misma y es una funcién no acotada, pero en el
intervalo [-R, R| estdacotadapor e® " Ri R*, por lo que también podemos decir que

2 3 n
e =1+ X+—+—+..... +—+......
2 3

4. APLICACIONESAL ESTUDIO LOCAL DE FUNCIONES.

4.1. Extremosrelativos. Curvatura.

Recordemos algunas aplicaciones de las derivadas, vistas en el tema anterior. Sl aes
un punto del dominio de f tal que f'(a) = 0 entonces f tenia un minimo relativo en a s
(@ > 0 0 un maximo relativo s f'(a) < 0. En caso de que f""(d) = 0 no podriamos
deducir nada. Se puede plantear si en ese caso, €l signo de f""" (@) nos aporta algin dato.
O si fuese cero, si e dato lo aporta el signo de f)(a). Veamos un teorema que nos
resuelve este problema.

TEOREMA Seaf unafuncion que verifica, paraun cierto d Dom f.
F@=f"(@=ccoueee..... =@ =0
@1t 0
Se verifica:
1) Si nespar y f(a) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en a

2) S nespary '(a) < 0 entonces f tiene un méximo relativo en a.
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3) S nesimpar, entonces f no tiene extremo relativo en a.
Dem.

Mediante Taylor podemos expresar f(x) como:

_ f(@ (3 2 ) PR ) n
f(x) —f(x0)+T(x-a)+T(x-a) +o +W(x-a) +T(x-a)

pero por las hipétesis iniciales se tiene que
f(n) .
) = 1@ +— Lx- 3

1) Si n es par, se tiene que las expresiones (x-8)"™>0 y n!>0 (que lo es simplemente
por ser producto de nimeros naturales).

Como ademés fM(a)>0 y fV(x) escontinua b $d>0 tal quesi:
x-d<d P fx)>0

Asi, s x1 (a-aa+ad b fx)>0 y V(>0 b
= f(x):f(a)+f(n)n#(x-a)”>f(a) i x1 (a- aa+d)

por lo tanto, en “a&’ hay un minimo relativo estricto.
2) Si nes par, setiene que (x-a)">0 y n!>0.
Como ademés {M(a)<0 y {V(x) escontinua P $d >0 ta quesi:
x-d<d P fV(x)<0

Asi, s x1 (@a-4a+3d b fOx<0 y fV(@g<0 b
b fx) =f@ +f(n)nﬁ(x- a"<f@ 9 xI (a-4a+4

por lo tanto, en “&@’ hay un méximo relativo estricto.
3) Sinesimpar, setieneque (x-a)">0 six>a y (x-a)'<0 six<a P

M
P Como f(x) =f(@ +@(x - a" tieneunsigno s x<apero € contrario S x>a,
n

por lo tanto no hay ningun extremo relativo en x=a. Podemos decir que en este caso
tenemos un punto de inflexion.
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Veamos ahora un teorema similar, pero en lugar de hablar de extremos relativos, 10
haremos con concavidad.

TEOREMA Seaf una funcion que verifica, paraun cierto d Dom f.
f'@=..... =@ =0
@1 0
Se verifica
1) S nesimpar entonces f tiene un punto de inflexion en a.
2)Sinesparyf’(a >0b fesconvexa
3)Sinesparyf)(a) <0Pb fesconcava
Dem.
Andlogaalaanterior.

4.2. Célculo de limites.

Una de las aplicaciones méas importantes del polinomio de Taylor es su utilizacion a
la hora del calculo de limites mediante equivalencias i infinitésimos equivalentes.

Notacion de L andau

S Ilim M =0 entonces se expresa diciendo que:
x®x (X- X,)"
F00=Px) +Ru(00%)  y  limat%) -
% (X- %)

pero también o podemos expresar como:
F () = B (x,%,) +o((x- %)")

donde o((x - xo)”) es la llamada “o pequefia de la notacion de Landau” y representa a

los términos del polinomio que estan por detras del dltimo que hemos puesto, indicando
gue tienen en comun grado n+1y que s X tiende axp entonces todos irian a 0 siendo asi
un infinitésimo representante del resto.

Ejemplo de Equivalencia

Dado d desarrollo de McLaurin de lafuncion f(x)=senx, tenemos que:
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3 5 7

X' X7 X
SeNX=X- —+—- —+0(x")
3 5 7
x> xt X
senx:xa%- S ——— )_
é 3 g9 7 &
2 4 6
x_y XXX )
X 3 5 7

Haciendo € limite cuando x® 0, tenemos que:

*® 4 6
nm—_n Mgl XXX oy =1
3

x® 0 x® 0 Bl 7
2

. senx . .,
por lotanto: lim—— =1 con lo que, cuando x® 0 la funcién f(x)=sen x y la funcion
x®0 X

g(x)=x son equivalentes y lo expresamos como:
SeNX~X

Esto quiere decir que si un limite, cuando x® 0 aparece la funcion serx podemos
sustituirla por x. Pero tenemos una salvedad para esto y es cuando aparezca (serx-x), en
cuyo caso, la equivalencia senXx ~qX no es suficiente ya que no es lo suficiente fina, es
decir, serx es equivalente ax en cero, pero no esigual, por eso cuando tenemos (serx-x)
debemos afiadirle un término mas a la equivalencia de manera que ésta sea mas fina, es

decir:

3 5 7

X X X

SenNX=X- —+—- —+0(x")
33 &5 7
x x* X
SenNXx- X=- —+-—- —+0(x’)
3 858 7
X3 2 4 0
senx- x=- —gl- —+—+o(x*)x
3!% 20 840 &
_ 2 4
w_l_ X_+X_+O(X4)
] x_3 20 840
3
Haciendo € limite cuando x® O:
- 2 4 A
im0 X imet- X+ X o) 2=1
X® 0 X xX® 0 20 840 ﬂ

por lo tanto son equivalentes cuando X® 0, es decir:
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3 3
X :
Senx- X~, - — oloqueeslomismo |senX~, X- —
3 3
: - . senx- X
Ejemplo de Limites: A) lim
X® 0 X

Tomando f(x)=senx

10 =10 + 9Dy + 1O IO s, F7(O) (0 T7O)
1 ! 5|

x> +0(x°
2! 3! i\ (")

3 5
x* X

enXx=x- — +—+0(x®)
3 5

3 5
x* X

Senx- X=- —+=—+0(x°)
3 5

x® x? o) sLenx- X
senx- x=- —¢l- —+0o(xX*)x b =1- Z—+0(x?)
3§ 20 5 X3
3
. X- X _ . X2 0
lim =0 S :Ilmgi-—+o(x2)i=1
x® 0 X x® 0 20 P
3
X3
por lo tanto, senx- X~ - 3 y setiene que:
X3
imEXX 2 11
x®0  x3 x®0  x3 6

B) lim

x®0 x4

Tomando f (X) = cosx

1 1 1 v \ \|
0 =10 + 7Oy o O o T7O o 1O 0 1O o O o, ey
1! 2! 3! 4 5! 6!
2 4 6
cosx=1- X +X__ X—+o(x6)
2 4 6
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x? x* x°

cosx-1=-—+-—- —+0(x%
2 4 6
2 4 6
1- cosx =2 - X—+X_+o(x6)
2 4 4@
2 X4 6
1- cosx- — =- —+—+0(x°)
2 4 0
2 X4£ XZ
1- cosx- — =- —&I- —+0(x*)%
2 aE p
2
1- cosx- — 2
v =1- —— +0(x?)
A
2
1- cosx- = 2 5
lim i Iimg[- X +o(x2)2=1
x®0 X x® 0 &
4
X x*
Por lo tanto: 1- cosx- ?~0 " y setiene que:
2 X4
1- cosx- — - —
. . 4 1 1
lim =lim - - =_._=
X® 0 X @0 ¥ 4 24

4.3. Aproximaciones numéricas.

Otra aplicacién importante del polinomio de Taylor es la de poder calcular valores
aproximados de funciones con un error menor que un valor predeterminado. Por
gjemplo:

Calcular el valor de log(1'02) con un error menor de 10,

Tomaremos para ello lafuncion f (x) =log(1+ X) que la evaluaremos en x=0'02 y
utilizaremos como punto de referencia a=0.

f(x) = log(1+ X)
| 1
PO=T

24/26



09 =g

1 — 2
" (x) Y

v _ -3 2
= (1+x)*

f (n)(x) — (_ 1)n+l(n' 1)!

(@+x)"

Acotaremos € resto de Lagrange para localizar el menor valor de n, para el cual, €l
error cometido en |a aproximacion serd menor que 10,

(- D™*(n)!
@™ oonal | 1 002)™< ..
(n+1)! [(n+1)(L+c)™

£
(n+1)! (x-2)

R,(X) =

a<c<x 0O<c<0'02

P ¥002)" =E<10™
n+1

S n=3® E=4.10%10*
S n=2® E=26.10°%<10"

S n=1® E=2.10°%¢<10*

Entonces haremos la aproximacion construyendo € polinomio de Taylor hasta n=2.

f(x)= f(0)+ f'io)(x-0)+%(xo)2 FR(X)
1.,
L+ )= X- 21X +R, (3

log(1'02) = 002 - %(0'02)2 +R,(X)

log(1'02) » 0'0198
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NOTA Si nos piden un error menor que 10" es porque € error lo cometemos en la
(r+1)-ésima cifra decimal, pero a veces este error afecta a la cifra r-ésima, por eso
cuando nos piden que calculemos un valor con r cifras decimales exactas, debemos

calcularlo con un error menor que 10" “*Y para que e error esté en la cifra decimal
(r+2)-ésima, y como mucho afecte a la cifra decimal (r+1)-ésima, quedando asi las r
cifras primeras exactas.
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