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TEMA9

EL NUMERO COMPLEJO.APLICACIONES.

1. INTRODUCCION.

En @ tema 1 se definieron los nimeros naturales. En e tema 4 ampliamos a los
enteros y en el tema 5 a los racionaes. La Ultima extensién la realizamos en e tema 6,
construyendo €l cuerpo de los nimeros reales. Cada una de las sucesivas ampliaciones
surgié porque € conjunto original no era capaz de resolver una determinada ecuacion.
Ahora nos sucede lo mismo.

Partiendo del conjunto de los nimeros reales, Nnos encontramos que ecuaciones
como ésta, ¥+1=0, no tienen solucién. Ello es debido a que los nlimeros negativos no
tienen raiz cuadrada. Podemos generalizar este resultado a los nimeros negativos no
tienen raiz de indice par.

Esdecir ¥- m con n par y m positivo. Es claro, ya que S existiera, - m= Kk,
entonces se debe verificar que (k)"=-m. Y sabemos por la regla de los signos, que la
potencia par de un nUmero no es negativa.

Hemos de ampliar R para que se puedan calcular dichas raices. Eso nos dara el
conjunto de los nimeros complejos.

Ya en € siglo XVI se intentdé dar una solucién a este problema, definiendo €

simbolo - 1, que luego se representaria con la letrai. Al nUmero i se le consideré un
nimero ficticio o imaginario, ya que no se podia calcular. Pero permitia resolver
ecuaciones como X¥+1 = 0 dando como resultado que X+1 0 (x+i)(x-i), Sendo i las
dos soluciones de la ecuacion.

Estos niUmeros, como +i, -i 0 también 1+2i, 3-i,... recibieron e nombre de nimeros
complgos. Pero no fue hasta e siglo XIX cuando, tanto Gauss como Hamilton,
definieron de una forma precisa los niUmeros complejos. Se definieron como pares de
nimeros reales, (a,b), con una serie de propiedades.

2. EL CUERPO DE LOSNUMEROS COMPLEJOS.

DEF Llamaremos conj unto de los nimeros complejos a C = RxR.
Esdecir C={(ab) /a R}

2.1. El grupo aditivo de los nUmer os complej os.

DEF Definimosen C laoperacién sumacomo +: CxC® C
" (ab), (cdi C (ab)+(c,d) = (at+c, b+d).

PROP La operacion suma definida anteriormente verifica las siguientes propiedades:
i) Asociativa.
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i) Conmutativa.

iif) Elemento neutro.

iv) Elemento simétrico u opuesto.

Dem
)" (ab), (c,d), (efl C

[(@b)+(c.d)]+(ef) = (atc, b+d) + (ef) = ((atc)te, (b+d)+f ) =

como en R se verifica la propiedad sociativa

= (at(ct+e), b+(d,f) ) = (ab) + (ct+e, d+f) = (ab) + [(c,d)+(ef)]

i) " (ab), cd) TR

(ab) +(c,d) = (atc, btd) =

como en R se verificala propiedad conmutativa

=(cta, d+b) =(c,d) + (ab)

iii)" (ab)l €

Sabemos que Ol R es el neutro delasumaen R, " xi R x+0 = x.

Definimos (0,0)T €. Comprobamos que es el neutro:

(atb)+(0,0) = a+0,b+0) = (a,b)

iv)" (ab)l C P abl Rb $-a -bl R/a+(-a) =0y b+(-b) =0.

Sea (-a, -b)I €. Comprobamos que es el opuesto:

Dado (ab)i € $(-a,-b)i C con (a,b) + (-a-b) = (a+(-a),b+(-b)) = (0,0).

Luego (-a, -b) es elemento opuesto de (a,b).

Conclusion:

El conjunto C con la operacion interna suma definida (C,+) tiene estructura de
grupo abeliano. Recibe el nombre de grupo aditivo de los nimeros complgjos.
PROP El grupo abeliano (C,+) contiene a (R,+).

Dem

Seaj :(R+)® (C,+)con" al (R+) P j (a)=(a0)
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-j esinyectiva:
j @=) ()P (a0) =(b0) b a=b.

-j eshomomorfismo:
j (atb) = (at+b,0) = (a,0) + (b,0) =] (a) +] (b).

Luego (R,+)1 (C,+).

2.2 El grupo multiplicativo de los numer os compl e os.

DEF Definimosen C la operacion producto como -CxC® C
" (ab), €A C (ab)-(cd) = (ac-bd, ad+be).

PROPLa operacion producto definida anteriormente verifica las siguientes
propiedades:

i) Asociativa.
ii) Conmutativa.
iii) Elemento neutro.
iv) Elemento simétrico.
Dem
)" (ab), (cd), (ef)l €
[(@b)-(c.d)](ef) = (ac-bd, ad+bc) =
= ( (ac-bd)-e-(a+ho)f, (ac-ba)f+(ad+be)e) =
= (ace-bde-adf-bef, acf-bdf+ade+hce) =
= (ab)-(cd-df cf+de) = (ab)-[(c,d)-(ef)]
i) " (ab), cd)i C
(a.b)-(c,d) = (ac-bd, ad+bc) = (ca-db, datcb) = (c,d)-(@,b)
iii) " (ab)l C

ax - by = au

(@) (xy) = (@D) P (achy, ay+b) = @O)P P
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a’x- aby = azt'jb ax+b’x = &+b% b x=1.
aby +b?x=b*}
S x=1pb ax-by=ab -by=0pP b=0 ¢ y=0.

Perob aytbx=bpb ay=0pb a=0 ¢ y=0.

Por tanto, si (a,b)* (0,0) P El neutro es (1,0)T C.

Por la propiedad conmutativa se verifica (a,b)-(1,0) =(ab) = (1,0)-(a,b).

iv)" (ab)l C* (C-*=C-{ (0,0)})

ax- by =1y
(@b)(xy) = (1,00 b (ax-by, ay+bx) = (10) P y P
ay+bx:0%
2, — i
a X aby a]‘,‘lp (a2+b2)X:ap X:ﬁ
aby+b2x:0% a’+b
_b :1 _ 2 - _
-y =y - Ay =D ey = b y=— B
ay+bx:0g a’y+abx =0 g a’+b?
Como (a,b)t (0,0) b &+b? 1 0.
e a -b 8

Por tanto € elemento simétrico de (a,b) es , =
(ab) 8a2 +b®> a’?+b% g

Conclusion:

El conjunto C* con la operacién producto, (C,-) tiene estructura de grupo
conmutativo. (C*,-) recibe e nombre de grupo multiplicativo abeliano de los nimeros
complejos.

PROP El grupo (C*,-) contienea (R,").

Dem

Seaj :(R*,)® (C*,)con" al (R,) P j (a) =(a0).

-] esinyectiva:

j@=j (P (a0) =(b0) P a=b.

- | eshomomorfismo:

j (&b) = (ab,0) =(a,0) * (b,0) =] (&)] (b)
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Luego (R*,) 1 (C*,)

2.3. El cuerpo delos nimer os compl €j os.

Unavez visto que (C,+) y (C*,-) tienen estructura de grupo abeliano respecto de
Sus operaciones, veamos como podemos relacionar la suma y € producto de los
numeros complejos.
PROPEN C se verificala propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

Dem

Hemos de probar que " (a,b), (c,d), (ef)T C se verifica

[@b)+(c,d)]-(ef) = (@b)(ef)+(c.d)(ef).

Veamoslo:

[(ab)+(c,d)]-(ef) = (at+c, b+d)-(ef) = ((at+c)e-(b+d)f, (at+c)f+(b+d)e) =

= (aet+ce-bf-df, af+cf+betde) = (ae-bf, af+be) + (ce-df, cf+de) =

=(ab)-(ef) + (c,d)-(ef)

Como (C,+) es un grupo abeliano, (C*,-) es un grupo abeliano, y se verifica la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma, podemos afirmar que C,+,?)

tiene estructura de cuerpo conmutativo. Diremos que C es € cuerpo de los nimeros
complejos.

3.INVERSONDE RENC.

PROP El cuerpo (C,+,:) contienea (RR,+,-).
Dem

Seaj :R® Ccon" a Rj (a) = (a0).
En dos proposiciones previas ya comprobamos que:
-] esinyectiva
-} eshomomorfismo
1)j (atb) =] (@4 ()
2)j (&b)=j (@] (b)
Como ya esta visto, no lo vamos a volver a demostrar.
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Como Imj = Rx{ 0}, Ilamaremos nimeros reales a los nimeros comple os cuya
segunda componenete sea nula. Cuando sea al revés, primera componenete
nula,diremos que el nimero compleo esimaginario puro.

4. EL ESPACIO VECTORIAL DE LOSNUMEROS COMPLEJOS.

Y a hemos visto que sobre & conjunto C tenemos definidos dos leyes internas, la
sumay el producto. Considerando solo la primera de ellas, (C,+) es un grupo abeliano.
Ahora vamos a definir sobre (C,+) una ley externa

DEF Definimos sobre C la ley externa, Ilamada producto por un escalar, como -
RxC® C donde” xI Ry " (ab)l C x:(ab) =(x-a x-b).

PROP La operacion producto por un escalar definida anteriormente verifica las
siguientes propiedades:

1) Distributiva del producto con respecto ala suma.
2) Distributiva de la suma con respecto a producto.
3) Pseudo asociativa.
4) Elemento unidad.
Dem
)" x R " (ab), (c,di C
x-[(ab)+(c,d)]= x-(at+c, b+d)= (x(a+c), x(b+d)) = (xa+xc, xb+xd) =
= (xa,xb)+(xc,xd) = x(a,b)+x(c,d)
2" xyi R " (ab)l C
(xty)-(ab) = ((x+y)a, (x+y)b) = (xatya, xb+yb) = (xaxb)+(yayb)=
=X(ab) +y(ab)
3" xyl R " (ab)i C
x-(y-(@b)) = x(yayb) = (x(ya), x(yb)) = ((xy)a, (xy)b) = (xy)(@b)
4 Dado1l R " (ab)l C
1(ab) = (1-alb) = (abh)

L as demostraciones estan hechas por la izquierda siendo necesario redlizarlas
también por la derecha. Como son analogas, se omiten.
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Conclusion:

El conjunto (C,+,-r) posee estructura de espacio vectoria sobre € cuerpo de los
reales. Esto dalugar a
PROP C es isomorfo a IR?.

Dem

Seaj : C® R®. Hemos de demostrar quej es biyectiva.

5. REPRESENTACION DE_UN_NUMERO COMPLEJO EN_FORMA
BINOMICA.

Hasta ahora hemos estado viendo que los nimeros complejos son de la forma (a,b).
Teniendo en cuenta las definiciones de | as diferentes operaciones sobre C,

El nimero (0,1)I C tiene como cuadrado (0,1)-(0,1) =(-1,0).

Por tanto la raiz cuadrada -1, +/- 1, es (0,1). A ese nimero imaginario lo
denotaremos por laletrai, (0,1)=i.

PROP " (ab)l C, se puede escribir de forma Unica como atbi, considerando que
" xI R » (x,0).

Dem
Dado un complego cualquiera (a,b)
(a,b) = (a0)+(0,b) = (a,0)+(b,0)(0,1) = a+hi.
Y esUnico, yaques (c,d) =athi P (c,d) =(ab) P c=ay d=b.

DEF Dado un nimero complejo a+bi, diremos que esta escrito en forma binémica.

DEF Se llama parte real de un nimero complgjo, atbi, y se denota por Re(at+bi), al
nimero a. Re(a+hi) = a, siendo Re: C® R.

DEF Se llama parte imaginaria de un nimero complejo a+bi, y se denota por Im(athbi),
a nimero b. Im(atbi)=b, siendo Im: C® R.

6. ORDEN ENC.

PROP C no es un cuerpo ordenado.
Dem

Supongamos que C fuese un cuerpo ordenado, es decir que existiese uarelacion
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de orden total, denotada por<.
Entonces, como Ol C y il C, por larelacion de orden deben ser comparables.
S i>0 b a multiplicar esa desigualdad por si misma se obtiene >0 b
b como i#=-1, sustituyendo: -1>0 b si de nuevo multiplicamos esa desigual dad
por si misma (-1)>>0 b 1>0. Luego 1>0. (1).
Partiendo de la desigualda -1>0, si sumamos a ambos miembros 11 C se obtiene
(-1)+1>0+1 b 0>1. (2).
De (1) y (2) sellega a una contradiccion, luego i no es mayor estricto que O.
Entonces s i no es mayor estricto que O, debe darse i<0 (ya que sabemos it 0).
Comprobémoslo:
i<0b ?>0p -1>0P (-1)>>0b i>0.Perosi -1>0b (-1)+1>0+1b 0>1.
De nuevo llegamos auna contradiccion P i no es menor estricto que O.
Pero si 0 ei no son comparables es porque no tiene una relacion de orden con las
mismas propiedades que larelacion de orden definidaen R.
Por tanto, larelacion de orden en R no se puede extender aC.

Sabemos que € y R? son isomorfos. Entonces podemos definir en € unarelacion
de

orden propia del producto cartesiano.

DEF Definimosen C larelacion £ como sigue:
" (ab), (cd)i C (ab)E(cd) U a<c 6 s a=c entonces b£d.

PROP Larelacion £ definidaen C es unarelacion de orden.
Dem
Para comporbar gue £ es una relacion de orden hemos de ver que verificalas
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.
1) Antisimétrica:

Dados (a,b), (c,d)T C. Sea(ab)£(c,d) y (c,d)E(ab).

920



‘|,a<c

C b)E(c,d) b
omo @DECADP [ e g

@

Como (c,d)E(ab) b le<a
GEE lc=ayd£b

@

S a<cen (1) P no puede darse que c<ao c=aen (2), luego de ambas
expresiones se deduce que a=c.

Entonces de b£d en (1) y dEb en (2) se deduce que b=d. Y por tanto (a,b)=(c,d).

3) Transitiva.

Dado" (ab),(c,d)i C, sea(ab)E(c,d)y (c,d)E(ef)

@abEcyp |°=° @

& ' la=cyb£d
ic<e

AEEN P | 4

CAEENP 1720 L @

Distingamos cuatro casos:
a) S a<cde(3) y c<ede (4) b a<e b (ab)E(ef).
b) S a<cy c=econdEf b a<eb (ab)E(ef)
c)S a=cyc<eb a<eb (ab)E(ef)
d) S a=cconbEdy c=econdEfb a=ey bEfP (ab)£(ef)
PROP Larelacion de orden definidaen C es de orden total.
Dem
" (a,b),(c,d)i C severificaqueab,c,dl R.
Como en R existe una relacion de orden total y los nimeros ay ¢ son comparables
Sia<c b (ab)£(c,d)

Sia>cb (c,d)£E(ab)
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S a=cpb Comparamosby d.
S b<db (ab)£(c,d)
S b=db (ab)£(c,d)y (c,d)£(ab)
S b>db (c,d)£(ab)
Luego cualquier par de nimeros en C son comparables.

7. REPRESENTACION GEOMETRICA DE LOSNUMEROS COMPLEJOS. EL
PLANO COMPLEJO.

Sea V; € plano euclideo de OXY con ges ortogonalesy sean U, yUZ los
vectores de la base ortogonal.

PROP Laaplicacionj : C® V, dadaporj (at+bi) = au;+bu, esun isomorfismo de
espacios vectoriales.

A partir de la proposicion anterior, podemos identificar e nimero complejo at+bi
con el vector auitbus.

DEF Llamamos &fijo del complgo at+bi a un representante del vector au+bu, con
origen en 0y extremo en (a,b).

b % (ab)

0 a

Ahora podemos relacionar |os conceptos de médulo y argumento de los vectores en V-
con los nimeros compleos.

DEF Dado & nimero complgo atbi, [lamaremos médulo del nimero complgo, y se
denota por |a+bil, al nimero red positivo [at+bi|=va® +b® .

DEF Dado & numero complejo atbi, llamaremos argumento del nimero complejo al

angulo gue forman los vectores Us y au,+bu; .El argumento esta definido modulo 2p, y
es unico. Se representa por arg(atbi).

8. NUMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS.

Notacion: Vamos a representar a los niimeros complegjos de laformaz € con z=atbi.
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DEF Llamamos conjugado de un nimero complejo z=at+hi, y se denotapor z, d
nimero z =a-bi.

PROP Laaplicacion j :C® C conj ()= z esun automorfismo que deja invariantes a
los elementos de R.

Dem
Sean z'y Z nimeros complgos con z=at+bi y zZ'=a +b'i.
-] esinyectiva
j@=j ()b abi=a-bib aayb=b"b athi=a+b'ibp z=7
-] essuprayectiva.
Dado c+dil € comodi Rb $(-d) opuesto ded b | (c-di) = c+di.
Entonces| esbiyectiva
-] es homomorfismo.
j (z+2) =] (a+& +(o+b")i) = a+a -(b+b")i = atbi+a-b'i = z+7 =] D+ (2)
j (zZ2)=] ((at+hi)(a+b'i)) =] ((aa’-bb")+(@b"+a’b)i) = (aa’-bb")-(ab’+a’b)i =
(aa -bb")+(-ab -a’ b)i = (a-bi)-(&-bi) = z2-7 =] (2)§ (2).
-j esinvolutivo (j 2=1p)
j %) =] Ya+hi) =j (j (at+bi)) =] (a-bi) = a+hi =z
-] dgainvariantes los elementos de R.
"xI Rseax =z =x+0i
J (X)) =] (xt0) =x-0i =x P | (X) =X
PROP Se verifica
1) Re( z) = Re(2).

2)Im(z) =-1m(2).
3) Re(z) = %(z+§).



4) Im(z) = Im(%(z+§)).

Dem
Seazl C con z=athi.
1) Re(z)=ay Re(z)=ab Re(z)=Re(2)

2)Im(z)=-by ImZ)=b P Im(z)=-Im(2)
3) %(z+§) = %(a+bi+a—bi = %-Za: a=Re(2).

a

1 - 1 . . 1., .. -0
4) =(z- 2)==(atbi-athi) = =2bi=hi P IMm(2) =Imc=(z- 2)=<
)2( ) 2( ) > (2 82( )ﬂ

PROP 1) Un niimero complejoesrea U z=z

2) Un nimero complejo esimaginario U z+ z=0.

Dem

1)"p " Sizesred,j (2)=zb z=z
"0"Szzb athizabib acayb=-bb 2b=0b b=0, luego z=aque es
redl.

2)"p " Si zesimaginario b z=bi b z+ z=hi+(-bi) =0

"0 " S z=atbi b z+ z=0es(atb)+(abi)=0b 2a=0Pp a=0b z=hi.

PROP Los unicos automorfismos de C que degjan invariantes los nimeros reales son la
identidady j .

Dem

Sea| : C® C un automorfismo de C que dgja invariante a R.

Comoj esun homormorfismoj (atbi) = at+bj (i).

Sabemos que ’=-1y como | deja invariantes los nimeros redles, se verifica que

j (=1,
Peroj (i*) =] i) ()4 () =] (i)’

Luegoj ()2=-1b j ()=i 6j (i)=i.
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Sj (i)=i b | (atbi) = atbi b j =1p

Sj (i)=ib j (atbi)=abi b | =j
PROP z z=a+b’

Dem

Seaz=athi b z Z = (a+bi)(a-bi)=a+b?+abi-abi = &+b?

COROLARIO Dado z=a+bil C, suinverspes = =20
z a’+b?
Dem
1 z a- bi

9. VALORABSOLUTOENC.

En el punto 7 hemos definido e modulo de un nimero complejo z=at+bi como
lzl=va® +b® .
PROP [z=+/zZ

Dem

Como z-2=a2+02 b =22 b Z=zz

Este resultado lo podriamos haber dado como definicion del modulo de z.
PROP El valor absoluto definido en C verifica" zz1 C

Dz 0

2) |z=F00 z=0.

3) 27| = |z’

4) |z+Z | £ |z]+|Z|

Dem

1) |z = Ya® +b® 30 yaque sabemmos " xI R x*30
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2)"p " |zZ=0P |z°=0b &+b*=0p a=b=0p z=0
"U" Siz=0b z=0+0i b [z]=+/0% +0° =0
3) [zZ | = (z:2)- (E) =z27-2Z=227-7 =|[z|ZF
S [zZ P"lzf-Z F por 1) |2Z| = |2 |
4) |47 P=(z42'(2Z) = (242 )(2+Z )=z- 2+2 Z +7 2+Z Z =
= 2|+ |2 P+2Z +Z z=
S z=athiy Z=a+b'i b zZ = (at+bi)(a-b'i) = aa +bb’-ab’i+a bi =
= (ad +bb")+(a b-ab")
77 = (a-bi)(@+bi) = (aa’+bb')+(ab’-a b)i
Luego zZ=27Z b 2.7+7 2 = 2Rez- 7)
= |zZP+|Z P+2Re(z- 7) £ Re(zZ) £ |Re(z:2)| Elz- 2| = |z)| | £
£ [ +|Z P+22l 12| = (122 ) P |2+Z | £ (1ZHZ ) P 247 | £ |2)+[Z |

Conclusion: El valor absoluto asi definido extiende de manera natural € vaor absoluto
definidoen R.

COROLARIO " zl C coni: 1,..,m se verifica [z+2o+...+ 2| £ |z1|+zo|+... 4|z
Dem

La demostracion se realiza por induccion, aplicando el punto 4 de la proposicion
anterior.

PROP El conjunto U={zl C /|z|=1} esun grupo multiplicativo.
Dem

Para comprobar que U es un subgrupo de C*, bastaver que" z.zl Up z 2z U

227 = |zl 1 |:1-l:1 b z2™ UP U esun subgrupo de C*.

2

COROLARIO Todo ntimero complejo 42 € puede escribirse como z = |z]-u con u U.
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10. REPRESENTACION DE UN NUMERO COMPLEJO EN FORMA POLAR
Y TRIGONOMETRICA.

Cuando vimos la representacion geométrica de un nimero complejo establecimos
los siguientes resultados; dado un complejo z= atbi:

1) z=atbi se puede escribir como aus+bus,.
2) El médulo dez es|zj=+a® +b* .

3) El argumento de z es e angulo que forman Us y aui+bu, médulo 2p.
PROP Todo nimero complejo queda completamente determinado por su modulo y su
argumento.
DEF Diremos que un niimero complejo 4 C, esta representado en forma
trigonométricasi z=r(cosa +isera) con r=jz| y a=arg(z).
DEF Diremos que un nimero complejo 2 € esté representado en formapolar § z=r, y

a=arg(2).
Por la proposicién anterior, las férmulas de paso de forma bindémica a polar son

r=va®+b’ y a:arcth
a

y las formulas de paso de forma polar a binémica.
a=r-cosa y b=r-sera

10.1 Operaciones con numer os complejos en forma polar y trigonomeétrica.

Utilizando la forma trigonométrica de los nimeros comple os, es posible redizar la
operacion de producto de nimeros complejos sin tener que emplear la formula que
vimos. Se utiliza laforma polar para que la represntacion sea mas compacta.

a) Producto.

PROP Dados z1 y z nimeros complejos con z1=r141 Y 2=r242 Se veerificaque
21-25= (I112)a1+a2 -

Dem
Para la demostracion usaremos la forma trigonomeétrica.

z-2,=r1(cosa 1 +isema ») r2(cosa > tisem o) =
=r1rp(cosa;- cosa,- senas-senap+(cosa - sena ot sena - Cosay)) =
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=rirp(cos(astaz)+isen(a+a)) = (rir2)ai+az-

COROLARIO Sean zl C coni:1,...,n nGmeros complejos con z=ria; " i: 1,...,n.

Entonces O z —g% =z
et ﬂaa

Dem
Se demuestra utilizando el método de induccion y aplicando la proposicion anterior.
b) Potencia.

TEOREMA. FORMULA DE MOIVRE.
Dadod Cyn Z, 2'=("Ma.

Dem

Paranl N ya est4 demostrado por el corolario anterior.

1

Paran=-1, 7'=== = r(cosa - isna) =r

r2

“Y(cosa - isena) =(r ),

N
N
N~

Paran<-12'=(z")* con-i N b 2'=(z")*=[r"(cos(-ra)+isen(-ra))] *=

Aplicando el caso anterior: r"(cosna+isen m)=(")na

c) Division.

COROLARIO Dados z1 y 2z numeros compleos con z1=r1a1 Y Z=r2a2 Se verificaque
z, &0

A
grz ﬂ,al a2

Dem

Aplicando la formula de Moivre para obtener e inverso de un nimero complejo.

z B R B xR,
Z—l =212 = 1a1(r )22 = (f1r2 Var-a= g
2

9
Bal az2
d) Raices.

PROP Sea z=r, un nUmero complgo. Si Z'=r",- es otro niUmero complejo tal que
, . ._a+2k
z:Q/Eentoncesr:R/Fya: P
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Dem
S Z=%z b z=Z)"P ra=(ra) P ra=("na P r=r"ya+2kp=na’ b

ecordemos que arg(z) es un valor comprendido entro 0y 2p médulo 2p.

b r=4r ya':a+2ho . El valor de k variaentre ki {0,...,n-1} yaque
n
Sk=0b a’=2
n
Sk=nb an:a+2np —3+2p.
n

Luegoa’p=a’p.
Por tanto el nimero complego z tiene n raices n-éssmasy son z,2,...,Z,-1 CON

Z:(W)ﬂ con i:0,1,...,n-1.

n

11. APLICACIONES DE LOSNUMEROS COMPLEJOS.

11.1. Resoluciodn de ecuaciones polindmicas de 2° grado.

Toda ecuacion polindmica de 2° grado de la forma aé+bx+c=0 con ab,ci R puede

- bx+/b?- 4ac

2a

resolverse formalmente, siendo las soluciones x, =

Si b?-4ac? 0, |as soluciones son reales.
S b?-4ac<0, hemos de introducir 1os complejos, siendo las soluciones

_ - bx+/4ac- b

S 2a

Si las dos soluciones son compleas, una es la conjugada de la otra.

11.2. Aplicaciones geométricas.

Recordemos que existe una aplicacion biyectivaentre Vo y C, siendo z=a+bi el

vector au;+buz, con {u1,u.} base ortonormal de V,. Por tanto, identificaremos los
numeros compl gjos con vectores de V-, abusando de la notacion.

11.2.1. Traslaciones.

Seavl C con v=v+Vsi.
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Definimosj v: C® C como" Z C | y(2)=z+v.
S z=atbi b |  (2)=(a+tw)+(b+Ww)i.

Entonces, comoj v(2)1 C, | v(2)=x+yi y por tanto
X=a+Vij

y:b+V2¥)

Laaplicacion j y con M € recibe e nombre de traslacion de "vector v* en el plano
complgo.

11.2.2. Giros.
SeaU={zl C/|z]=1}. Tomemosul U.
Definimos gu: C® € como 4 C qu(z)=U-z
S zatbi=r, y U=1, P qu(2)=ra+»
Se obtiene un nimero complejo con € mismo maédulo.
Laaplicacion qu recibe el nombre de giro de angulo b(sendo u=1y).

11.2.3. Homotecias con centro €l origen.

Seakl R*. Definimosy x: C® C como" zl C Y k(2)=k-z.

: o , .. x=kai
S z=atbi y j «(2)=x+yi e verifica kb[v)'

Laaplicaciony x con ki R* recibe e nombre de homotecia de centro 0y razén k en
el plano complgo.
Si componemosj Y Y k en cualquier orden, obtenemos aplicaciones del tipo
AC®C cond C A(z)=kz+w ki R* y w C.
( voy @ =] vyk2) =] v(kz) = kz+tv.
Y k0 V@ =Y «( v(2) =Y k(ztV) = k(ztV) = kztkv = kz+w

Laaplicacion A recibe el nombre de homotecia de razén k y centro w(entendiendo
por centro w, el afijo del nimero complegjo w).

11.2.4. Semejanzas con centro en €l origen.

Una semejanza con centro en el origen es la composicion de una homotecia con
centro en € origen y un giro.
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Basta pues componer j Y Y k en cualquier orden, ya que €l resultado serd e mismo.
OBS (y«°q)(2) =k-uz=(a°y )
Y como u=1y y ki R* b k-u escrito en forma polar es kp.
Por tanto, sl Z=ku P y®qy=ny ym:C® C con m=z'z.
Podemos extender este resultado para obtener una semejanza con origen en un punto

arbitrario. Basta componer una semejanza con origen en cero con unatraslacion de
vector v. Daralugar auna aplicacion h: C® C con h(z)=Z-z+vy 2’ v C.
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