TEMASDE MATEMATICAS
(Oposiciones de Secundaria)

TEMA 29

EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA. INTEGRAL DEFINIDA.

.

TN Ok w

I ntroduccion.

Definicidn de integral de Riemann.

2.1.  Particiones.

2.2.  Sumasuperior y suma inferior.

2.3. Integra de Riemann.

Propiedades de la integral.

Teorema fundamental del calculo y reglade Barrow.
Derivacion de una funcién definida mediante una integral .
Sumas de Riemann.

Integrales impropias.

ibliografia Recomendada.

1/21



TEMA 29

EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA. INTEGRAL DEFINIDA.

1. INTRODUCCION.

El calculo trata, principal mente, dos problemas geométricos:

1) Encontrar |a recta tangente a una curva.

2) Hallar e area limitada por una curva.

El primero lo hemos resuelto mediante un paso a limite, conocido con € nombre de
diferenciacion. El segundo vamos a ver que también o resolveremos mediante un paso

a limite, y lo [lamaremos integracion.

Hasta ahora solo se podian calcular areas encerradas por poligonos que se ueden
formar como composicion de las anteriores.

Si queremos hallar € érea encerrada entre una curva y=f(x), €l gje OX y las rectas
verticales x=ay x=b:

x=a x=b X

lo que haremos serd utilizar la idea anteriormente expuesta, es decir, vamos a usar la
formula del area de un rectangulo para aproximar y calcular el area A.

(111

Si sumamos € &rea encerrada en los rectdngulos R, R, y Rs obtendremos una
aproximacion del &rea A gque en este caso sera por defecto.

La pregunta es. ¢Podemos conseguir calcular el area A usando e area de
rectangulos? La respuesta es afirmativa, pero para ello debemos encontrar rectangulos
de base infinitesimal, es decir, rectangulos de base puntual. Asi, al sumar las areas de
todos los rectangulos estamos sumando las longitudes de todas las lineas verticales que
hay entre x=ay x=b (limitadas por €l e OX y la propia curva) y esto formara el area A.
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Esta idea o concepto lo llamaremos integral de Riemann. Esto nos proporciona una idea
fundamental: la integracion consiste en realizar una suma.

2. DEFINICION DE INTEGRAL DE RIEMANN.

2.1. PARTICIONES.

DEF Sea[ab]l R un intervalo cerrado. El conjunto
P={ Xo,Xa,-...Xn}
gue satisface todas las desigualdades
a=X<x1<..<xp=b
recibe el nombre de particion de [a,b].

DEF Designamos por O[ab] a conjunto formado por todas las particiones del
intervalo [a,b].

DEF Sean p1,p2l O [ab]. Diremos que p» es més fina que p1 Yy se denotara por p1<pa,
s todos |os puntos de p; pertenecen ap2 (p1l p2).

PROP Larelacion "més fina que" define unarelacion de orden en el conjunto O [a,b].
Dem:
Trivial.

OBS Dados p1, p2l O [ab] se verifica que p1Ep2es una particion de [ab] siendo més
finaquep1y quepo.

2.2 SUMA SUPERIOR Y SUMA INFERIOR.

Dada una particion p11 O[ab] con p1={XoX1,...%} S para cada intervalo [%.1,x]
coni: 1,...,n llamamos:

m = Inf{f(x) / XI [%.1,%]}
M; = Sup{f(x) / XI [%-1,x]}
entonces podemos definir:

1) Sumainferior de f(x) en laparticién p; a

S, p1)= & M - %)

i=1

2) Suma superior de f(x) en laparticion p; a
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SEp)= & M (% - x.)

i=1
y se verifica que:

s(f, pa) £ AES(f, p1)

1 1 T

DEF Llamaremosintegral inferior de f(x) en [a,b] y se representa por 6f a ndmero:

\b T
Q f =Sup {s(f,p) /pl [ab] }
. . b
DEF Llamaremos integral superior de f(x) en [a,b] y se representa por Qf al nimero:

O =Inf{S(f, p)/pl O [ab]}
PROP Sean p1, pol O [ab]. Se verifica:

S(f, p l)ES(f’ p 2)

Dem

s(f, p1) £ (F, p1EP2)ES(F, p1EP2)ES(E,p2)

2.3. INTEGRAL DE RIEMANN.

DEF Seaf:[a,b]® R funcion acotada. Diremos que es integrable en sentido Riemann si:

Oro
—h
1
O’
—h

y €l nUmero que resulta se expresa como:

b
Q f
PROP Seaf:[ab]® R acotada. Son equivalentes:

1) f esintegrable Riemann.
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2)" e>0$pl O [ab] / S(f,p)-sf p)<e
Dem

N\

1)P 2). Llamaremos A= 6f :Qbf :(5f y seae>0.

Como A=Sup{s(f,p)/pl O [ab]} P dado e/2>0 $p.i O [ab] / A+el2 >S(f, p2).
Teniendo en cuenta que p1E p2 es més finaque p1y p2:

A-el2 < f, p1) £, p1Ep2)ES(, p1Ep2) < A+ef2
y entonces

A-e/2 < If, p1Ep2)ES(fp1Ep2)<A+e/2

Llamando p1Ep,=p llegamos a que

S, p) - sf, p) <e
2)b 1) Sea pl O [ab] / S(f, p) - S(f, p) <e. Por definicion 5f £5(f, p)y
f, p)£6f . Entonces (‘Sf -5f <e.

Y como por hipétesis la desigualdad es cierta para todo e mayor que cero,
deducimos:

PROP Seaf:[ab]

@

R una funcion acotada.

1) S f escontinuab f esintegrable Riemann.

2) S f esmondtonoa b f esintegrable Riemann.

Dem

1) Para ver que f es integrable Riemann basta ver que para cada e>0 $pl p[ab] de
modo que S(f, p)-df, p) <e. Como f es continua en un cerrado entonces f es

uniformemente continua, luego dado e>0 tomamos:

e

e =—_
b-a

b $d>0/|x- X|<d b |[f(x)- f'(x|<€
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Seapl [a,b] una particién parala que dos pntos consecutivos disten menos que d:

pP={Xo0.X1,-....%n} 1 -X-1l<d " i:1..n

Entonces:
st P P = AMK-X)AmMK-x) -
A M, - m)(%-x.)=4 (f@)- F0)(X - %)

1 i=1

donde
f(ai) esd vaor maximo de lafuncidn en [%.1,X] Yy X=ai donde se alcanza.

f(bi) esd valor minimo de la funcion en [X.1,%] y X=bi donde se alcanza.

Como |ai-bi|<d P [f(ai)-f(bi)| <€

£8 6% - x,)=€(b- a) =e

i=1
Luego f esintegrable en sentido Reimann.

2) Veamos € caso de ser f creciente ( s f es decreciente la demostracion es andloga).
Seapl O [ab] unaparticion, p={Xo,.... %} Y [X-%1<d " i: 1...n.

St p)sf,p) =@ (M, - m)(x - x.,) =
i=1
como f es monotona creciente Mi=f(x) y mi=f(x%-1)

= & (F(X)- T05.0)-(5 - X.)<& (F(X) - Fx.,))dl=

i=1

=d-8 (F(x)- T(x.1)=d(i(b)-f(a@) = e

i=1

e

Tomandod = ————
f(b)- f(a)

DEF Dada una particion pl p[ab], llanamos suma de Riemann a cualquier suma S(f,

p.)= & E)0 - X.,), dondep={xo,..x} Y tT [%1X].

i=1

PROP Seaf:[a,b]® R unafuncion acotada. Son equivalentes:
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1) f esintegrable Riemann en [a,b].

2) $Al R/ " e>0 $pol [ab], s p>po y consideramos una suma de Riemann de p, se
verificaque:

IA-S(f, p.t)| < e y ademés A= (5 f
Dem

Db 2).SeaA= 6f . Veamos que A cumple 2).

sf, p)E 6f :Qbf =5f £S(f.p) "pi[ab]

Se verificaque s(f,p)ES(T, p,t ) ES(T, p)
Entonces:
IA-S(F, p.t)| £ S(F, p)-s(f, p)
Como f es integrable Riemann:
Dado e>0 $pol p[ab] / S(f, p)-s(f, p)<e

S p>po b Sf, p)-sf.p) £ Sf, po)-slf, po) <eb |A-S(f, p,t)[ £ Xf, p)-s(f, p) <e

b IA-Sf pt)<e

2)p 1) Veamos que A= (5f y A= Qbf . Paraver que A= 6f basta comprobar que dado
e>03$pl p[ab] / |A-S(f, p)l<e

Por 2) dado e>0 $pol O [ab] / |A- é ft)(X%- X,)|<e2y" p>po

i=1

e

Mi-f(ti)< 2b- a)

(b-a=el2

Entonces:

IA-S(f, p)| £ |A-S(F, p,t)[+S(H, p.t)-S(f, p)|<el2+el2=e.

Luego A= (‘Sf :
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De forma andloga se demuestra que A= 6f y por tanto A= Qbf siendo f integrable

Riemann.

3. PROPIEDADESDE LA INTEGRAL.

PROP SeaR[ab] & conjunto de todas las funciones integrables Riemann en [a,b].
1)S f.d Rlabl b f+d Rlab] y g(f+0)=f +Q9
2)si1T Ry fl Rab] b1l Rlab] y Qb(lf):l Q”f .

S ROP Qbf30, y por tanto s fEg P (‘Sf £6g.

Dem
1) fl Rlab] P " e>0 S(f, p1)-s(f, p2) <e/2con pil plab].
d Rlab] b "e>0 S(f, p2)-5(g, p2) <e/2con pal plab].

Se verificaS(f, p1E po)-s(f, p1E p2) <e/2.

S(g, p1E p2)-9g, p1E p2)<e’2,
con p1E p2 ={Xo,....%n} -
Llamemos m = Inf{f(x) / X [%.1.%]}, Mi = Sup{f(x) / ¥ [x-1,x]},

m’ =Inf{g(x) / I [%-1,%]}, Mi" = Sup{g(x) / XI [%-1x]},
m” = Inf{f(x)+g(X) / X [%-1,%]}, Mi”" = Sup{f(x)+g(x) / X [%-1,X]}

S(f+g,p1EP2)-s(f+gpiEP2) = & (M- m )% - %) £
i=1
teniendo en cuenta que:

Mi”£|\/|i+|\/|i’
m~ Em+my’

b M;-m”E (Mi-m)+(M/'-m’)

£Q M, -m)X-Xx,)+a& M, -m)(% - %)= SOpiEp2)-<g,piEps) <
i=1 i=1
<e/2+el2 =e.

Entonces f+d R[ab].
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Veamos ahora que (5(f +Q) :6f +(§g.

Dado e>0 como f,g,f+d R[ab]

$pol O [ab]/Sip>po b |A-S(f, p.t)l<e/3
$po1 O [ab] /S p>po’P |B-S(g, p.t)|<e/3
$po” T O [ah]/Si p>po” b |C-S(f+g, p.t)|<e/3

Consideremos p={Xo,...,Xn} :

S ) - & (F+)E)(X - X..) -
& 1) - %) +8 90X - X.)= S+ Sap ).
Entonces:

|C'(A+B)| = |C'S(f+g! p1t)+ S(f+g’ p’t)'A+ S(f! p!t)' S(f7 p’t )'B+ S(g1 p’t)' S(g1

p.t)l =
aplicando lo anterior
=|C- S(f+q, p,t)|[+-A S(f, p.t)[+]-B+ (g, p.t)| < e/3+e/3+e/3 =e.
Luego C=A+B b 6(f +0) :(‘Sf + (‘Sg.
2) Sean: A A
m = Inf{f(x) / x| [3(;-1,)(;]}, M; = Sup{f(x) / xI [x;.Al,x;]},
m” = Inf{l f(x) / XI [%-1,%]}, Mi" = Sup{l f(X) / xI [%-1,%]},
Seal T R-{0}.

S fp)-sl f,p) = én_ (M, - m)(x - x_,)=comoM;"-m =1 (Mi-m) si|>0 6

i=1

M-m =1 (m-M) = & 1M, - m)(% - %) =]l [(S(,p)-s(,p))

i=1
Dado e>0 tomamos e’=¢/|| |y $p1 p[ab] / S(f,p)-sf, p) <€
S f,p)-sl f,p) P N(S(f, p)-slf, p)) £ |l € =l |e/ll | =e.
Luego | f esintegrable Riemann.
S|1=0b | f=0y 0 esintegrable Riemann.
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Llamemos A= (Sf y B= 6If .

Sea|A-S(f,pt)|<e
B-S( f, p,t)l<e

b Of| A-Bl<2e " €30l A=B y por tanto lef :I(‘Sf.

b

3) Seaf® 0. como f esintegrable Riemann Qbf =(§f y Of =up{a M, (% - X, ,)}

Cada sumando es mayor o igua a cero (suma de Reimann), luego €l supremo también
lo es. Y como la funcién es integrable Riemann, su integral es mayor o igua que cero.

Segh fg°0p (f-09)2 0P f - 992 0P T2 3o
PROP Seaf:[a,b]® R unafuncion integrable Riemann'y ¢l [a,b]. Entonces:

1) fllaq: [ac] ® Resintegral Reimann.

2) flic,5: [c.b] ® R esintegrable Reimann.

1) flaglacl® R
Como f esintegrable Reimann en [a,b], dado e>0 $pi O [ab] / S(f,p)-s(f,p)<e
Seap’ =pE{c} b Sf, p’)-sf,p") <e. Por otro lado:
Sfliacy, p"Clach)-s(fliaqg.p Clacl) £ S(f, p)-s(f, p”). Uniendo ambas
desigual dades obtenemos que f|jaq esintegrable.
2) Andoga.

3) Inmediata
COROLARIO Si mEf(X)EM " xi [a,b] entonces m(b-a)EQbf EM(b- a)
Dem
. b b b
S mEf(X)EM b Qmﬁ(‘;f £ QM :
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6m: mel: minf (S@p) / p1 pla,b) =m(b- a).

Andogamente (5M =M(b- a)

Sustituyendo, obtenemos lo que se queria demostrar.
PROP S f esintegrable Riemann b |[f| esintegrable Riemann y se verifica
b b
0 f‘ £ Ql fl

Dem
Sabemos que s f es integrable Riemann

dado e>0 $pol p[ab] / S(f,po)-s(f,po)<e

siendo S(7,po)-s.po)= & (M, - m)(x - %.,)= con

i=1

m = |nf{f(X) / XTA[Xi-LXi]}
Mi = Sup{f(x) / XI [%-1,%]},

Sean t.od [X.1,%], y m'= Inf{[F()| / X [%-13]} Mi" = Sup{ [F(x)| / XI [%i-2,%]}

IFOFHEEI £ HORIC] £ Mi-m y ppor tanto

& (M- m)X - %)= (M, - Mm% - x.)

de lo que deducimos que |[f| es integrable Reimann.

Sabemos que -[f|EE[f|. Entonces (’3 | f|£ (Sf £ (5| fly

- (§|f|£(§f £Qb|f | y obtenemos ‘6f‘£6|f|.

PROP Seaf integrable riemann y seacl [a,b]. Si dado un escalar a, definimos:

if(x) xtc

f(x) =i
() ':‘a X=C

entonces esintegrable Riemann y 6F:6f.
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Dem

Como fl R[ab] P $pol O [ab] / S, po)-s(f, po) < €/2.

STprsfp) = MM - XD T M, - m X - X+

+(Mj -m )(xj - xj_l) £

siendo ¢l [x.-1,%] paraaginji {1,...,n}.
fel2+el2=e.

yaque (M;"-m,")(x; - x,_,) <e/2 eligiendo X.1 y X suficientemente cerca.

V eamos ahora que ambas integrales son iguales:

(5f:6f+(‘5f y 6?26F+(‘5f~
‘6?- éf‘ es igua a ultimo rectangulo, y se podra hacer tan pequefio como se
quiera, por tanto ambas integrales son iguales.

Andlogamente se demuestra que:

b ~ b
oT=0

llegando asi a comprobar que:

b ~ b
67=0

Este resultado nos viene a demostrar que dos funciones que se diferencien en un
punto y una de ellas sea integrable, la otratambién lo esy laintegral coincide.

El resultado puede extenderse a que s f es integrable Riemann y se modifica en un
numero finito de puntos, la nueva funcion también es integrable y ambas integrales son
la misma
PROP Sean f,d R[ab]p fg R[ab]

Dem

La demostracion la vamos a realizar en varios pasos.

1) Casof=g 0

12/21



S(7,p)-s(*,p) < s(f*,p)<e

Seaf: [a,b]® R acotada (por ser integrable Riemann)
entonces [f(x)[Ek.

Como f es integrable Riemann

dado e>0 $p1 O[ab] / S(f, p) - s(f, p) <e/2k

siendo S 9) - S (i p) =
a M =m0 - %) =a (M- m*)(x - X)) =@ (M, - m)(M, +m)(x - x.) £

Como 0 M;+m; £ 2k

£2Q (M, - m)(x - X.) =2(S(f,p)- (1.p) <2 =e

i=1
Luego f esintegrable Riemann siempre que 3 0. O expresado para cualquier f:
|| es integrable Riemann (ya que [f(x)]? 0).
2) Caso f=g.
2 esintegrable Riemann yaque =[f|f| = [f* vy [f|*l Rlab]
3) Caso (f+g)?

Como f,gl R[ab] b f+gl R[ab]y por el caso anterior (f+g)?1 R[a,b].
Pero s (f+g)?l R[ab] b podemos expresar f-g= %((f+g)2—f2—gz), y como 1 R[ab],

o1 R[ab] y (f+g)% R[ab] obtenemos que f-gi R[ab].

TEOREMA. Teoremade Lebesgue.

Sea f: [ab]J® R acotada y D e conjunto de las discontinuidades de f en [ab].
Entonces son equivalentes:

1) fl R[a,b].
2) D tiene medida cero.

Dem

13/21



)b 2)

Supongamos que D no tiene medida cero. Vamos a demostrar que f no es integrable
legando a una contradiccion.

n
Podemos escribir D como una reunion numerable de conjuntos D= U D, donde
Cc=1

Di={Xl [ab] / wi(X)3 1r} y Wi(X) = limhe o+f(x+)-limye o-f(x+h) llamada

oscilacion defenx. SiXi Db w;(x)>0 luego D es la union de los conjuntos D;

conr=12,...

S D no tiene medida cero P $ro / Dy, NO tiene mediad cero. Por tanto existe un
cierto e>0 para el que cualquier coleccion numerable de intervalos abiertos que recubra

Dy, tendra una suma de longitudes 3 e.

Dadapi O[a,b] tenemos que:
S.p)-s.p)= & (M, - m)(x - %) =8+, §

con S; que contine los términos que provienen de subintervalos que en su
interior contienen puntos D y S, contiene |os términos restantes.

Los intervalos abiertos de S; recubren Dy, excepto un subconjunto finito en Dy,
de medida cero, luego la suma de sus longitudes es por |o menos e. Pero en estos
interval os tenemos:

M(f) -m(f) 2 Ur b S;3 elr

y eso significa que

S(f, p)-s(f, p) 3 elr

paracadapl O[ab].

Por tanto f no es integrable Riemann.

Como llegamos a una contradiccion, nuestra suposicion es fasa y D tiene

medida cero.

2) P 1) Supongamos gue D tiene medida cero.

SeaD = UDr , siendo Dy los mismos que antes. Como Dyl D " r:1,.,n P D tiene
r=1
medida0 " r:1,...nP "r:1,..,n D, se puede recubrir por medio de intervalos
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abiertos cuyas longitudes sean <1/r.

Como D, es compacto, se puede recubrir mediante una cantidad finita de dichos
abiertos. La union de esos abiertos lallamaremos A;.

SeaB; =[ab] - Ar sucomplementario P B, esla union de un nimero finito de
subintervalos cerrados de [a,b].

Sea | un subintervalo tipico de B,. Si ¥ | P se verifica w(x) < 1/r entonces
$d.>0 tal que | puede ser subdivido en un nimero finito de subintervalos T de longitud
menor que d; que verifican Wi(T) < 1/r siendo Wi(T) sup{ws(x) / X T}

L os extremos de todos esos subintervalos definen p,1 O[ab].
Seap>p, b Sf,p)-sf,p)= A (M, - m)(X - x_,) =S, +S, donde S, contine
i=1

los términos que provienen de los subintervalos que contien puntos de D, y S contiene
los términos restantes. En €l k-ésimo término de S, tenemos:

M-me<lr b Sy <(b-a)r
Como A, recubre todos los intervalos que intervienen en S; tenemos:

M-m
r

S £

donde m= Inf {f(x) / xI [ab]} y M=Sup {f(x) / X [ab]}
por consiguiente
M- m+b-a
St p)-slf, p) < ——
Como esto escierto " r3 1 b La condicion de Riemann se verificay fl R[a,b]
c.q.d.

DEF Diremos que una propiedad se verifica "casi en todo" Al R s se verificaen todo
A salvo en un conjunto de medida cero.

El teorema de Lebesgue establece que dada f acotada en [a,b].
fl R[ab] U f escontinuacas en todo [a,b]
Ejemplos:

ios xI Q

1) fi(x)= (1 4 xi 0 £:[01] ® R
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Sabemos que fi(x) no es continua en ninglin punto. Entonces, € conjunto de
discontinuidades D=[0,1]. Como D no tiene medida cero b f; esintegrable.

2 1 (X)_‘!O s xI Q
27711/q s§ xT Qcon x= p/q irreducibl e

f,(x): [0,1] ® R. Sabemos que %(x) es continuaen Q°C[0,1]. Entonces, € conjunto de
discontinuidades D=QC[0,1] es numerable, y por tanto, es de medida cero.

f, esintegrable.
TEOREMA. Teoremadel valor medio.
Seaf continuaen [a,b] entonces $x1 [ab] / (5f(x)dx: f(X)(b- a).

Dem
Como f escontinuaen [a,b] b fl R[ab].
Sean M=max {f(x) / X [ab]} y m=Min{f(x)/x[a,b]}.

Entonces:

MEFEM b m(b-a) = (‘5m£ (3f £6M =M (b- a)

y tenemos rrﬁbiéf £M y como f es continua en [ab], acanza todos los
-a
vaoresentre M y m.

~ 1 b
Por tanto $x1 [ab] / f(X)= —@Af
(@bl /()= ===

4. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y REGLA DE BARROW.

TEOREMA. Primer teorema fundamental del célculo.

Seafl R[ab]. Paracadax [a,b] definimos:

F(X) = Q f
entonces se verifica

1) F escontinuaen [a,b].
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2) Si f escontinuaen ¢l [ab] P F esderivable en cy F (c)=f(c).

Dem

1) Para demostrar que F es continua en [a,b] 1o haremos comprobando que es continua

en un punto cuaquieracl [a,b].

IF(x)-F(c)| =

6f - 6f‘: 6f‘£6|f |£(§|v| =M (x- c)

Tomando d= e/M tenemos
"e>0 $d>0 / |x-c|<d b |F(x)-F(c)|<e
Luego F es continua en [a,b].

2) Si f escontinuaen c:

f(0) = limypo FC*M - F@ gy [Fle+h)- F(9) f(c)‘:o
h h®0| h
R LN [ SO I f-h-f(c)‘:(‘g - §'fO
h h ‘ h ‘ ‘ g

g f(c))‘ ‘6+hf- f(c)‘ ‘6+h|f- f(c)|‘ ‘thvl‘ M1 h

\Q |l TR T T
Siendo M=Sup{[f(x)-f(c)| / { [c,c+h]}.

Como f(x) es continuaen x=c

" e>0$d>0rx-c|<d b [f(x)-f(c)|<e

o lo que eslo mismo M£e.

Luego" e>0$d>0 / |hi<d b IF(CJ’hr)]' F(C)I

< ey por tanto F(c)=f(c).

DEF Una funcién g se dice que es una primitiva de f s g es derivable y su derivada

g =f.
TEOREMA. Segundo teorema fundamental del célculo.

Si f esintegrable en [a,b] y F es una primitiva de f, entonces
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éf(t)dtz F()-F@ " xI [ab]

Dem
Seaxl [ab] P fesintegrable en[ax] y seapl O[ax] con p={a=xo,.... %=X}
Aplicando el teorema del valor medio aF en [%.1,X].

F(x)-F(%i-1) = F (X{) (X~ %-1) con  Xil (%-1,%)

o lo que eslo mismo

F(6)-F(%i-1) = f(xi) (%-%i-1), con xil (X-1-X)
Entonces:
m(%-%-1) £ F6)-F(-1) £ Mi(%-%.1) " i:1..,n

por tanto sumando todas las desigualdades parai: 1,...,n
Sf.P)EFX)-F@ £S(f,p) " pl Olah]
y como fl R[a,b] se deduce que
Qf =F(X) - F(a)
COROLARIO. Reglade Barrow.
Seaf integrable en [a,b] y F una primitiva de f. Se cumple:
Of =F(b)- F(a)

Dem
Inmediata.

5. DERIVACION DE UNA FUNCION DEFINIDA MEDIANTE UNA
INTEGRAL.

Puede ocurrir que nos definan una funcion mediante una integral :

F(X) = (‘5(” f(t)ct

x)
y gue nos pidan que estudiemos las propiedades de esa funcion, extremos, crecimiento,

decrecimiento, puntos de inflexion, etc. En este caso nos veriamos en la obligacion de
tener que derivar F(x) y por lo tanto necesitamos saber como hacerlo.
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TEOREMA. Seaf: R® R una funcion real de variable real, tal que su primitiva viene
definida por T(x), es decir, T"(x)=f(x). Entonces si definimos.

F(X) = d()) f ()t
se verificaque:
F () = f(9(x))-g" (x)-fF(h(x))h" ().
Dem

93

F(x) = Q f(t)dt = [T®)]°® =T(g(x) - T(h(x)) entonces si queremos derivar

%) h(x)

F(x) setiene que:

F'(x) = (T(@())-T(h(x)))" = (T(9(x)))" - (T(h(x)))" = {aplicando laregla

de la cadena} = T"(g(x))-9"(x) - T"(h(x))h"(x) = {aplicando que T" (x)=f(x)} =

=f(9(x)) g'(x) - fF(h(x))h"(x).

Por lo tanto:

F (%) = f(9(x))g"(x) - f(h(x))h"(x).

Como hemos visto en el teorema anterior, podemos derivar una funcion definida

mediante una integral, sin necesidad de tener que hacer la integral, s no que lo Unico
que debemos hacer es evaluar la funcion en los limites de integracion y estos a su vez

derivarlos.

Ejemplo:

2

°F(x) = @X sentdt entonces tenemos que:

F(x) =sen-2x -sen0-0b F'(x) = 2xsenx®
© Calcular los extremos relativos de la funcion definida por:
F(x) = (5 e dt , derivando tenemos que:
F(x) =e”843-0= 43 b F(x)=0b 4x¢*®=0p x*=0b x=0 Punto critico
F (x) = 43e™® como 46*® >0" x b ¢ signo viene dado por X b F(x)>0 " x>0
y F(X)<0 " x<0 P tenmos un minimo en x=0.

6. SUMAS DE RIEMANN.
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Como ya hemos visto anteriormente la integral definida se define como la suma de
areas de rectdngul os cuando las bases de |os rectédngulos tienden a cero, es decir, cuando
la particion tiende a ser la més fina posible. Entonces s tenemos un limite cuando n
tiende a infinito de un sumatorio en € que la sucesién se puede expresar como €l
producto de una sucesion que tiende a cero () Y que representa a la base de los
rectdngulos, por otra que representa a las aturas de los rectéangulos (f(jn)) entonces
podemos transformar esa expresion en una integral de la funcion f(x), es decir:

lime & b f () :CSf(x)dx donde afj £b

=1

Ejemplo: calcular:

2 -2
=N
M s & = iMooy & T = limpp & £ & =
n® +¥ 2 2 ® +¥ S ., = n® +¥ — S .5
=N+ Fnnt+ mnnt gt
n*> n?
. o 1 1
= lime+« @ —— entonces tomando como b,=1/n la base de los
LB <Te)
1+c==
eng
. 2 0_ 1 .
rectangulosy como f¢=+=———- la atura de los rectangulos, tenemos que como
eng o0
1+c==+
eng

j/Inestaentre0y 1:

|imn®+¥§ n__2 1! dx =[arctg, = arctgl- arctg0=p/4.
= n®+j? Q1% ’

Por lo tanto:

: 0 n
lime+x g

_p
ant+j? 4

7. INTEGRALESIMPROPIAS.

No podemos terminar € problema del cllculo del area sin antes plantearnos la
siguiente pregunta: ¢qué pasaria S €l conjunto que encierra €l area que queremos
calcular no es acotado?

La respuesta a esta pregunta viene dada por la definicion de un tipo especial de

integrales que son las integrales impropias, y de las cuaes hay dos tipos que ahora
veremos. Con estas integrales lo que pretendemos ver es si e &rea encerrada es finita o
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infinita y en caso de que sea finita la calcularemos. Si € area es finita se diria que la
integral es convergentey s esinfinita que laintegral es divergente.

Tipos deintegralesimpropias:

1) Integral impropia de primera especie: se produce una integral impropia de
primera especie cuando queremos calcular laintegral alo largo de un rayo,es decir,
cuando alguno de los limites de integracion es +¥ 6 -¥.

Ejemplo:
o] . ¢ 1 . é 10 . el .0
A —dx=Ilm ., o—dt=lim,,, & —g =Im,,,¢c—+1r=1
sz t®¥QX2 - g XHl t®¥gt p

2) Integral impropia de segunda especie: se produce cuando la funcion presenta una
asintota vertical en alguno de los puntos del intervalo de integracion.

Ejemplo:

a1 , L
Qﬁdx =lim . [Z\R]t =lm _ .(2- 2«/f) =2.
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