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TEMA 39

GEOMETRIA DEL TRIANGULO

1. GENERALIDADES.

1.1. Conceptos Elementales.

DEF Triangulo es la figura del plano formada por tres segmentos rectilineos que
tienen, dos a dos, un extremo comun.

Como definiciones equivalentes de tridngulo tenemos | as dos siguientes:
DEF2 Triangulo eslafiguradel plano formada por una poligonal cerrada de tres lados.
DEF3 Tridngulo es un poligono convexo de tres lados y tres angulos.

Los angulos convexos formados por cada dos lados se Ilaman angulos del tridngulo,
0 angulos internos, y los adyacentes a éstos son los angulos externos. Los segmentos
que forman e triangulo son los lados del mismo. Todos los triangulos, por definicion,

estan compuestos por tres ladosy tres angulos.

Notacién. Los lados de un tridngulo se denotardn con letras minlsculas y los angulos
con mayusculas, teniendo un angulo y su lado opuesto la misma letra.

C
b a

A C B

Fig. 1.

DEF Llamamos Perimetro del triangulo ala suma de las longitudes de sus tres lados.

1.2. Clasesde Trianqulos.

Podemos readlizar dos clasificaciones diferentes de los triangul os, seglin nos basemos
en sus lados o en sus angulos.

1) Clasificacion de los triangulos en funcién de sus lados.

Equilétero. Tienen los tres lados iguales.
Isosceles. Tienes dos lados iguales.
Escaleno. Tienen todos los lados de diferente longitud.

2) Clasificacion de los Tridngulos en funcién de sus angulos.
Rectangulos. Tienen un angulo recto.
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Obtusangulos. Tienen un angulo obtuso.
Acutangulos. Tienen los tres angulos agudos.

1.3. Rectas Notables del Triangulo.

DEF Llamaremos Base del triangulo a uno cualquiera de sus lados.

DEF Llamaremos Altura de un triangulo al segmento perpendicular trazado desde el
vértice opuesto ala base o a su prolongacion.

DEF Llamaremos Mediana a segmento que une un vértice con € punto medio del
lado opuesto.

DEF Llamaremos Bisectriz Interior a la recta que divide un angulo cualquiera del
tridngulo en dos angulos iguales y queda limitada por €l lado opuesto.

DEF Llamaremos Bisectriz Exterior ala bisectriz de un angulo exterior.
Dado que un vértice del tridngulo tiene dos angulos externos, opuestos entre si, Sus
bisectrices son parte de una misma recta, la cua es perpendicular a la bisectriz interior

de dicho angulo.

DEF Llamaremos Mediatriz de un tridngulo a toda recta perpendicular a un lado
cualquiera que pasa por su punto medio.

1.4. Resultados inmediatos.

TEOREMA
Un triangulo esisosceles s y solo s tiene dos angulos iguales.
Dem.

1] p ”
Sabemos que un triangulo isdsceles tiene dos lados iguales. Demostraremos que 1os
dos angulos opuestos a los dos lados iguales son iguales.

Sea ABC un triangulo isdsceles, siendo b=c. Consideremos €l triangulo A’B’C’
simétrico de ABC respecto de la bisectriz del angulo A.

Este triangulo verificaque b’ =c’

S redizamos un movimiento de
forma que A’ coincida con A y A'C
con su igua AB, dado que A’=A, €
lado A’B’ también coincidird con su
igua AC.
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Por tanto, los dos triangulos isosceles coincidiran y BC'=bB. Y como BC=bC,
tenemos que BB=DC.

uU ”
Supongamos ahora que € tridngulo ABC dibujado verifica que BDB=DC. Sea

A’B’'C’ igual que antes y mediante un movimiento sittamos A’ sobre A y C'B’ sobre
BC. Larecta C'A’ tendra la misma direccion que BA ya que BDB=DC’ y larecta B'A’

tendraladireccion de CA por ser DPC=DB’.
Entonces AB=A"C’' y A’C'=AC luego AB=AC y por tanto ABC es isdsceles.
TEOREMA

La bisectriz del angulo determinado por los dos lados iguales de un triangulo
isosceles es ala vez la dtura, lamedianay la mediatriz del vértice que determina a lado
opuesto.

Dem.

Consideremos €l triangulo isosceles
ABC, donde AB=AC. La hisectriz de
PA forma con los lados AB y AC los
angulos a; y a» y corta a BC en €
punto D. Por construccion a=as.

La simetria con respecto a la recta
que contiene a segmento AD
transforma el triangulo en si mismo. De
este resultado podemos deducir:

1) BD=CD, luego D es & punto
medio de BC.

2) BDBDA=DCDA, luego AD" BC.
Por tanto AD es |la mediatriz.

15. Criterios de | gualdad de Triangulos.

DEF Dados dos triangulos ABC y A’B’C’, diremos que son congruentes s existe un
movimiento que transforma uno en otro. Obtenemos asi que los lados y éngulos
homaol ogos seran congruentes, pudiendo escribir

AB=A'B’ AC=A'C BC=B'C DA=DA’ bB=bDPB’ bC=bC
A partir de esta definicién podemos determinar la congruencia de dos tridngulos con
solo realizar un movimiento. El problema esta en que en gran cantidad de situaciones no

podremos realizar dicho movimiento. Es por ello que la congruencia se deducira
comprobando laigualdad entre los lados y |os angulos de ambos tridngul os.
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Para simplificar algo més €l problema de determinar si dos tridngulos son
congruentes, vamos a ver cuatro criterios (llamados criterios de igualdad) en los cuales
partiremos de menos igualdades y comprobaremos que se verifican e resto.

Dos tridngulos ABC y A’B’C’ son congruentes si verifican alguno de los criterios
siguientes:

a) Criteriol. Tienenigualesdosladosy € angulo que lo forman.
Supongamos que AB=A'B’, AC=A'C' y DA=DA’

El movimiento que lleva AB sobre A’B’ y e semiplano que contiene a C sobre €l
semiplano que contiene a C’, transformabA en DA’ y larectaACen A'C'.

Asi pues, los tres vértices se transforman en sus homologos y por lo tanto los
tridngul os son congruentes.

b) Criterio2. Tienen iguales un lado y los dos angulos contiguos.

SeaAB=A'B’, PA=DA’ y bB=DB’

El movimiento que lleva AB sobre A’B’ de forma que coincidan los semiplanos que
contienen a C y C’, transforma € primer triangulo en & segundo, por tanto son
congruentes.

c) Criterio 3. Tienen iguales, respectivamente, |os tres lados.

Sea AB=A'B’, AC=A'C y BC=B'C

Vamos a probar que uno de los triangulos es congruente con € simétrico del otro, y
de agui deduciremos la congruencia entre ambos.

Apliquemos a tridngulo A’B’C’ un movimiento tal que €l lado A’B’ coincida con
AB y € semiplano que contiene a C' sea distinto del semiplano que contiene a C. El
triangulo obtenido del movimiento es ABC’’, verificandose que

AC=A'C'=AC” y BC=B'C'=BC”
Asi pues, A equidistade Cy C'’, a igua que B. Por tanto AB es la mediatriz del

segmento CC'’ y la simetria respecto de dicha mediatriz hace coincidir € triangulo
ABC con ABC"".

Por tanto ABC es congruente con ABC’ y este con A’B’C’, Luego ABC es
congruente con A’'B’C'.

d) Criterio 4. Tienen iguales dos lados de diferente longitud y el angulo opuesto al
mayor de ellos.

SeaAB=A'B’, AC=A’C’ conAC>AB y BDB=DP’
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Apliguemos a triangulo A’B’C’ un movimiento que transforme A’B’ en AB y
el semiplano que contiene a C' en el semiplano que contiene a C. Como BDB=bDB’,
las rectas que contienen aBCy aB’C’ coinciden.

S6lo nos queda por demostrar que el punto C' se transforma en C. Supongamos
gue C' setransformaen C'’. Entonces

AC’=A’C'=AC

El triangulo ACC’ es isdsceles, verificandose que BC=bDC"’ y BC’'>DB por
sr BC’ exterior a triangulo ABC'’. Entonces AB>AC” y como AC’'=AC
obtenemos que AB>AC lo cual es una contradiccion.

En la demostracién hemos aplicado un teorema, que demostraremos mas
adelante, que dice que a angulos mayores se oponen lados mayores.

Si e punto C’, obtenido como transformacion de C', fuese exterior a BC,
llegariamos a deducir que BC'>bB’, entonces A'B’>A'C’, lo cua también
contradice la hipétesis.

Por tanto C'’=C y ambos tridngul os son congruentes.

Una vez vistos los cuatro criterios de igualdad, podemos particularizarlos para
triangul os rectangul os, quedando sus enunciados de la siguiente forma:

a) Criterio 1. Dos tridngulos rectangulos de catetos respectivamente iguales son
congruentes.

b) Criterio 2. Dos triangulos rectangulos que tienen, respectivamente, un cateto y
un angulo agudo (contiguo u opuesto), son congruentes.

c) Ciriterio 3. Dos triangulos rectangulos gque tienen, respectivamente, los tres lados
iguales, son congruentes.

d) Criterio 4. Dos tridngulos rectangulos que tienen, respectivamente, iguales un
cateto y la hipotenusa, son congruentes.

1.6. Relaciones entre Angulosy L ados.

TEOREMA

Dado un tridngulo, se verifica:
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1) Un éngulo externo es mayor que cuaquiera de los angulos internos no
adyacentes.
2) A mayor lado se opone mayor angulo.
3) A mayor angulo se opone mayor lado.
Dem.
1) Consideraremos € triangulo ABC de lafigura.

En primer lugar demostraremos que

\D\ / D el dngulo externo DAC es mayor que €
F A g interno ACB. Trazamos la recta BF que
SN corta a segmento AC en su punto
= E medio, E, y determinamos F como
A EF=BE. Posteriormente dibujamos

B c segmento AF.

Los tridngulos AEF y CEB son congruentes ya que tienen iguales los angulosen E 'y
los lados que los forman. Por tanto

DACB =bFAC
y COMo

PFAC <DBDAC
resulta

DACB < BDAC

En segundo lugar demostraremos que el angulo externo DAC es también mayor que
el angulo interno ABC

Readlizando un proceso similar obtenemos F como CE'=E'F siendo E' € punto
medio de AB. Y llegamos a que
PFAB<BD'AB

y COmo

PFAB=DABC
obtenemos

DABC<DPD’'AB
y siendo

PD'AB=DD'AC
resulta

DABC <bBDAC
2) Consideremos € triangulo ABC de lafigura.

Supongamos que € lado BC es
mayor que AC, BC > AC. Probemos
que e éangulo A es mayor que € angulo
B,DA >DB.

Como & segmento BC es mayor que AC, elijamos en é un punto D que verifique
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CD=AC

El tridngulo ACD es isosceles por construccion, siendo los angulos a y b iguaes.
Por €l apartado anterior, €l ahgulo b es mayor que B ya que b es externo al triangulo
ABD. Y como € angulo a es menor que €l angulo A tenemos

DA>a =b>bDB

Luego
DA >DB

3) Lademostracion de este apartado la realizaremos por reduccion a absurdo.
Consideraremos €l tridngulo del apartado anterior con DA > DB.
Supongamos que BC £ AC
Tenemos dos situaciones:
a) BC=AC. Entonces € tridngulo seria isdsceles 'y por tanto DA = BB, lo cua
es faso.
b) BC < AC. Aplicando € apartado anterior obtenemos DA < BB, lo cua
también es falso.
Por tanto BC > AC
TEOREMA
Todo lado de un triangulo es menor que la suma de los otros dos.
Dem.

Vamos aredizar la demostracion para el lado mayor.

Supongamos que AB es e lado

A c ___7@" mayor. Sobre la prolongacion del
rad segmento AC situamos un punto B’ que
/// verifiqgue CB=CB’.
B

Entonces el triangulo BCB’ esisosceles, y se verifica
DAB'B =bCBB’
y como
DCBB’' <BABB’

yaque C esinterior al segmento AB’, llegamosaque DAB’'B < DABB’
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Por tanto, en €l triangulo AB’ B, sabiendo que a menor angulo se opone menor lado,
setiene
AB<AB b AB<AC+BC
TEOREMA
Todo lado de un triangulo es mayor que la diferencia de los otros dos.
Dem.
La demostracién es inmediata Sin més que tener en cuenta el teorema anterior.

S AB<AC+BC b AC>AB-BC

2. PUNTOSY RECTASNOTABLESDEL TRIANGULO.

2.1. Circunferencia Circunscrita. Circuncentro.

Sabemos gue tres puntos no alineados, A, B y C, determinan una circunferencia que
los contiene. El centro de la circunferencia es el punto de interseccién de las mediatrices
de los segmentos AB, BCy AC.

TEOREMA

Las mediatrices de un tridngulo se cortan en un punto equidistante de los tres
vértices, llamado circuncentro.

Dem.

C Sea € tridngulo ABC, y los puntos
D, Ey F son los puntos medios de cada
uno de los lados. Como AB y BC no
son paralelos, sus mediatrices se cortan
en un punto, que llamaremos O.

A D B El punto O equidistade A y B, pues
se encuentra en la mediatriz del lado
AB.

Igualmente equidista de B y C por estar en la mediatriz del lado BC. Por tanto,
equidistade A y Cy eso significa que se encuentra en la mediatriz del lado AC.

Por tanto, O es la interseccion de las tres medianas, y esta a la misma distancia de
los tres vértices

DEF Llamamos Circuncentro de un tridngulo a punto interseccion de sus tres
mediatrices.
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DEF Llamamos Circunferencia Circunscrita de un triangulo a la circunferencia con
centro en € Circuncentro y que pasa por |os tres vértices.

2.2. Ortocentro.

TEOREMA

Las paraelas a los lados de un triangulo ABC que pasan por los vértices opuestos
forman otro tridngulo A’B’C’ de lados dobles de los del primero y cuyos puntos medios
sonA,ByC.

Dem.

. . Sea B’'C’ la paraela a BC que pasa
C A B por A, A’C’ la paraela a AC que pasa

por By A’B’ la paralela a AB que pasa

por C. Las tres rectas se cortan dos a

dos en los puntos A’, By C
B \/C determinando un triangulo.

Los vértices ABCB’ determinan un poligono de cuatro lados y como los lados son
paraelos dos a dos tenemos que AB=B’'Cy AB'=BC.

De forma analoga ABA’ C es otro paralelogramo y AB=CA’.

Entonces AB=B’C=CA’, luego 2AB=A'B’ y A es el punto medio de A’B’.

|gualmente, podemos demostrar para e resto de lados que € triangulo A’B’C’ tiene
los lados de longitud doble que los del triangulo ABC, siendo A, B y C sus puntos

medios.

La consecuencia gie obtenemos del teorema anterior es que las aturas del tridngulo
ABC se corresponden con las mediatricesde A’B’'C’

Debido a que las mediatrices se cortan en un punto, podemos afirmar que las aturas
del tridngulo ABC se cortan en un punto.

DEF Llamamos Ortocentro a punto donde se cortan las tres aturas de un triangulo.

2.3. Circunferencia Inscrita. | ncentro.

TEOREMA

Sea ABC un tridngulo. Las bisectrices de sus angulos internos se cortan en un punto
interior del mismo y equidistante de sus lados.

Dem.
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I

B C

Sean D, E y F los puntos de los lados del triangulo que se obtienen como
interseccion de las bisectrices de un angulo en e lado opuesto. Se verifica que:

DBAD + PABE=05DA +05DB <DA+bB <180°

Entonces, las bisectrices de los angulos A y B se cortan, ya que forman con la
secante comun AB angulos cuya suma es menor de 180°. Sea |l € punto de corte. Como
el punto | pertenece ala bisectriz AD, equidistade AB y AC, y por estar en la bisectriz
BE también equidista de AB y BC, luego esta en la bisectriz CF.

DEF Llamaremos Incentro al punto donde se cortan las tres bisectrices de un
triangulo.

DEF Llamaremos Circunferencia Inscrita de un triangulo a la Unica circunferencia
interior con centro en el Incentro y tangente a los tres lados.

2.4. Circunferencias Exinscritas. Exincentr os.

DEF Llamaremos Exincentros a los puntos exteriores de un tridngulo que equidistan
de las rectas que contienen a cada uno de los tres lados.

Para obtener los exincentros, que son tres, realizaremos el siguiente proceso:

Tomemos las bisectrices de los angulos exteriores A y C. Dado que son angulos
concexos, sus mitades suman menos de 180° y por tanto las bisectrices se cortan en un
punto Is que equidista de las rectas de los tres lados, por tanto pertenece a la bisectriz
del angulo interior B.

El proceso lo podemos repetir, obteniendo Ia elc.

Cada dos vértices exteriores de un triangulo se cortan en un punto con la bisectriz
interior del tercer vértice. Si, por giemplo, trazamos por Ig perpendiculares a los lados o
sus prolongaciones, cortaran a lado AC y alas prolongaciones de AB y BC.

DEF Llamaremos Circunferencia Exinscrita a aquella con centro en un exincentro y
tangente alos lados del triangulo o sus prolongaciones.
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2.5. Triangulo Ortico.

TEOREMA

Las alturas de todo triangulo ABC acutangulo son bisectrices interiores del triangulo
Ha, He ¥ Hc, cuyos vértices son los pies de sus aturas.

Dem.
A
Hs
He 7
/,/
'
/ -
e
\\a
c
B e Ha AN

Comprobemos que BDHcHAA =
DAHAHg, 1o cuad es lo mismo que
b=b’. Con eso demostraremos que la
recta AHa esla bisectriz del vértice Ha.

El triangulo BHcC es rectangulo, al
igua que BHgC, luego los cuatro
puntos estdn en una misma
circunferencia, dsiendo iguales los
angulos inscritos en dla a=a’.

De forma andloga, € triangulo CHgH es rectangulo, a igual que HHAC, luego los
cuatro puntos estan en una misma circunferencia, siendo iguales los angulos inscritos en
ella a=b. El punto H eslainterseccion de las tres dturas.
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Y repitiendo de nuevo € proceso demostrariamos que a’=b’. Por tanto llegamos a
probar que b=b’.

DEF Llamaremos Triangulo Ortico a tridngulo HaHgHc, siendo sus vértices los
puntos de corte de las aturas de un triangulo ABC acutangulo con sus lados.

La consecuencia de todo del teorema anterior es:

“Los lados de un tridngulo acutédngulo son las bisectrices exteriores de su tridngulo
ortico. Los vértices de un triangulo son los exincentros de su triangulo értico.”

De forma similar a la anterior demostrariamos que, s el triangulo es obtusangulo,
las aturas son una bisectriz interior y dos exteriores y los lados son las bisectrices
restantes del triangulo ortico.

En & caso de que  triangulo fuese rectangulo, no existe su triangulo ortico

2.6. Seis Puntos Notables de la Circunferencia Circunscrita.

La circunferencia cincunscrita a un
triangulo ABC contiene los puntos de
interseccion de la mediatriz de cada
lado con las bisectrices que pasan por €l
vértice opuesto.

Sean Gc y G¢' los puntos medios de
los arcos de la circunferencia con
extremos en A y B. Por dichos puntos
pasan alavez € didmetro perpendicular
a lado AB (la mediatriz de AB) vy las
bisectrices interior y exterior del dngulo
C (aplicando las propiedades de un
angulo inscrito en una circunferencia).

Consideremos € tridngulo de vértices I, Ig e Ic, siendo dichos puntos los
exincentros del triangulo de vértices ABC. El triangulo IsClc es rectanguloen C y €
triangulo IsBlc es rectdngulo en B. Ambos triangulos estan formados por bisectrices
cuyos lados pasan por |g € Ic. Por tanto, los cuatro puntos estan en una circunferencia de
didmetro Iglc, y cuyo centro esta en la mediatriz de BC, que llamamos Ga.

Andlogamente Ial es € diametro de una circunferencia que pasa por B y C por ser
rectos los angulos PICla y DIBIa. El punto de interseccién de la mediatriz de BC con
Ial es el centro o punto medio de lal. Por tanto:

La circunferencia circunscrita a un tridngulo contiene los puntos medios de los lados

del triangulo de los exincentros, asi como los puntos medios de |os segmentos que unen
éstos con el Incentro.
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2.7. Circunferencia de Fenerbach.

Sea ABC un triangulo no rectangulo (ya que éstos no tienen triangulo ortico). Si
aplicamos las propiedades que hemos visto a su triangulo Ortico obtenemos que la
circunferencia que pasa por los pies de las alturas de un triangulo contiene los puntos
medios de sus lados asi como los puntos medios de los segmentos de altura
comprendidos entre cada vérticey € ortocentro.

DEF La circunferencia anterior recibe e nombre de Circunferencia de los nueve
puntos, o Circunferencia de Fenerbach o Circunferencia de Euler.

2.8. Baricentro de un trianqulo.

TEOREMA

Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto que dista de cada vértice €
doble que del punto medio del 1ado opuesto.

Dem.

N Consideremos las medianas del
tridngulo que pasan por los vértices A y
B. La mediana que pasa por A
determina un punto Ma en € lado
opuesto, y la mediana que pasa por B
determina Mg en su lado opuesto.
Ambas medianas se cortan en G.
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S tenemos en cuenta los segmentos AG y BG, sean P y Q, respectivamente, sus
puntos medios. Demostremos que PG=GM, y que QG=GMs.

En € triangulo ABC, el segmento de extremos MaMg es la paraela media a AB, lo
cua significa que es paralelo a AB y de longitud mitad que AB. Si consideramos el
tridngulo ABG, deducimos algo similar. El segmento PQ es la paraela mediaa AB. Por
tanto, el cuadrilatero determinado por los puntos PQMaMg es un paralelogramo, ya que
tiene dos lados iguales y paralelos. El punto G es € punto donde se cruzan las
diagonales de dicho paralelogramo. Por tanto se verifica que PG=QMa y que QG=GMg,
por tanto PG=2GMp y QG=GMg.

Aplicando € mismo razonamiento para una de estas medianas y la tercera no
considerada, obtenemos que se cortan en e mismo punto G y verifica la misma relacion,
demostrando asi latesis del teorema.

DEF Llamaremos Baricentro al punto donde se cortan las tres medianas de un
triangulo.

2.9. LaRectadeEuler.

TEOREMA

Dado un triangulo ABC cualquiera, se verificaque el Baricentro esta alineado con €l
ortocentroy e circuncentro y a doble distanciadel primero que del segundo.

Dem.

Vamos a trazar la recta que pasa
por dos de ellos y comprobaremos
que también pasa por € tercero,
verificando entre ellos las distancias
que se indican.

Tracemos por A y B las aturas correspondientes, que sabemos que se cortan en €
ortocentro H, e igualmente tracemos las medianas, que se cortan en baricentro G. Sean
Py Q los puntos medios respectivamente de AG y BG. Si trazamos por P una paralela a
la altura de A y por Q una paralela a la altura de B, se cortan en un punto M’ de
GH,siendo ademas su punto medio, ya que son las paralelas medias de AGH y GBH.

Si ahora, de forma simétrica, trazamos por Ma otra paralela a la altura de A y por

Mg otra paralela a la adtura de B, se cortan en M, coincidiendo esas rectas con las
mediatrices del triangulo, y por tanto M es e circuncentro del triangulo.
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Por simetria se obtiene que M y M’ estan a la misma distancia de G GM=GM’ y
como M’ era el punto medio de GH tenemos GM’ = “35H, luego obtenemos que

oM =1GH
2

estando |os tres puntos alineados.

3. RELACIONESMETRICASEN UN TRIANGULO.

3.1. Rectas Antiparalelas.

Sean a y b dos rectas secantes,
cortandose en un punto O. Seanry r
otras dos rectas que cortan a las dos
anteriores, respectivamenteen Ay By
en A’ y B’, verificandose que los dos
pares AA’ y BB’ estén a un mismo lado
o adigtinto lado de O y que los angulos
DOAB Yy BDOB’A’ son iguales.

Verificandose todas las condiciones anteriores, diremos que las rectas r y ' son
antiparalelasdeay b.

Ademés se veifica que los angulos DOBA y BDOA’B’ son iguales, por ser
suplementarios de |os anteriores respecto de DAOB.

Por todo lo anterior podemos ver que la recta r forma con las rectas ay b angulos
iguales alos que forma larectar con by a Por tanto la relacion de antiparalelismo es
reciproca: las rectas ay b son también antiparalelasdery r'.

Si consideramos los triangulos AOB y B’ OA’, vemos que son semejantes por tener
iguales los angulos homdlogos, y entonces:

OA_OB' | también OAOA =OB OB’
OB OA'

Visto lo anterior, podemos enunciar la siguiente proposicion, la cual ya estaria
demostrada.

PROP Dos rectas concurrentes en O, ay b, son cortadas por dos antiparalelas respecto

dedlas ryr, enpuntos, Ay B ytambién A’ y B’, cuyo producto de distanciasa O es
el mismo en ambas rectas, OA-OA'=0B-OB'.

16/25



3.2. Triangulos Rectanqulos.

A

En € tridngulo rectangulo ABC, rectangulo en A, las dos rectas determinadas, una
de elas por los puntos de la atura AH sobre la hipotenusa BC y |a otra por € cateto
AC, son antiparalelas respecto de las rectas determinadas por la propia hipotenusa y €
otro cateto, ya que BPAHB=DCAB=90°

Por tanto, si lo anterior también lo aplicamos a los tridngulos ABH y ACH, los
cuales son rectangulos, se verificaque BA> =BCBH y CA’ =CH-CB

Asi pues, a partir de lo anterior podemos enunciar el siguiente teorema:
TEOREMA. Teorema del Cateto.

Cada cateto de un tridngulo rectangulo es medio proporcional entre la hipotenusa y
Su proyeccion sobre ella.

TEOREMA. Teoremade la Altura.

La atura sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo es media proporcional entre
los segmentos en que divide a ésta.

Dem.

De la semgjanza entre los triangulos ABH y CAH , que tienen iguales los angulos
homologos D ABH y BCAH se deduce:

B _FA N
HA HC ypo
TEOREMA

S s verifica que HA* = HBHC siendo ABH y CAH dos triangulos rectangulos,
entonces € tridngulo ABC es rectangulo.

Dem.

De laigualdad se deduce que los triangulos ABH y CAH son semejantes 'y por tanto
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DBAH=DACH=90°-BCAH P BBAC=90°

3.3. Teorema de Pitaqgor as.

TEOREMA. Teorema de Pitagoras.

El cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
las longitudes de los catetos.

Dem.
Si e tridngulo ABC esrectangulo en A se verifica que:
BA’ =BCBHU

CA’ =CBTH},
3.4. Generalizacion del Teorema de Pitagor as.

p BA’+CA’=BC{BH +HC)=BCBC =BC"

Vamos a tratar ahora de generalizar € teorema de Pitédgoras que acabamos de ver
para cualquier tipo de triangulo, no necesariamente rectangulo.

TEOREMA

El cuadrado de un lado opuesto a un angulo (agudo u obtuso) de un tridngulo
oblicuangulo es igua ala suma de los cuadrados de los otros dos mas 0 menos € doble
producto de uno de €ellos por la proyeccion del otro sobre é. El signo dependera del
angulo elegido.

Dem.

Sean los tridngulos 1-2-3 de la figura, numerados de izquierda a derecha.

B B
\ %m
m n n
H A H A H

m
C AC
n m
Llamemos a cada lado por la letra de su vértice opuesto, en mindscula. Sean my n

las medidas de los segmentos CH y AH, con H € pie de la atura sobre la base del
triangulo y h lalongitud de dicha atura. Entonces tenemos que:

C

Figuras1y 2: a®> =m? +h?=(b- n)*+c? - n>=b? +c* - 2bn

Figura 3: a?=m? +h?=(b+n)’ +c?- n? =b? +c? + 2bn
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+ SDA>9°

1

Esdecir a®=b?+c’+2n sendo | - s§DA<9®
I
|

COROLARIO

n=0 s BA=90°

Dadas las medidas de los tres lados de un triangulo, se verifica:

1) Sera acutangulo s e cuadrado del lado mayor es menor que la suma de los
cuadrados de |os otros dos.
2) Serarecto s e cuadrado del lado mayor es igua que la suma de los cuadrados

de los otros dos.

3) Serd obtusangulo s e cuadrado del lado mayor es mayor que la suma de los
cuadrados de |os otros dos

3.5. Sumay Diferencia de los cuadr ados de dos lados de un trianqulo.

PROP Se verifica:

1) La suma de los cuadrados de dos lados es igua al doble de la suma de los
cuadrados de la mitad del tercer lado y de la mediana correspondiente.

2) La diferencia de los cuadrados de dos lados es igual a doble del producto del
tercer lado por la distancia de su punto medio a pie de la altura correspondiente.

Dem.

Aplicando e teorema anterior para
expresar los cuadrados de los dos lados
ay b, con a mayor que b, de un
triangulo ABC, en funcion de la mitad
dd tercer lado ¢ y de la mediana
correspondiente, m, tenemos:

A

.2
End tridnguio BMC b a? —86—:9 +m? + 2SNH
e2g 2
2
En el tridngulo MCA b b? :ge_ig +m? - 2S5 MA
e2g 2

De ambas expresiones deducimos que

2
a’ +b? =2¢3§9 +2m?
e2g
a’ - b?=2cMH
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3.6. Teorema de Stewart.

Podemos obtener una  fécil
generalizacion del resultado del punto
) anterior aplicando calculos andlogos a
una oblicua cualquiera a lado ¢, CN=c
interior a triangulo y digtinta de la
mediana.

Si [lamamos ¢;=BN y ¢,=NA, tenemos que:

2=t e 2N | o8t =06 4o +266, N
b? =cZ+n”- ZCZNH% ch?=ccl+c¢n’- 2cc, NHE;
Cb”+c,a" =C,¢f +C6 +an’ +C,n° =G, (G +C) +n°(c +¢,) P

cb’+c,a® =(cc, +n’)c

Si asignamos signos a los segmentos sobre la recta AB y designamos por AB la
longitud de AB con signo, laigualdad se convierte en:

BN.CA’ + NACB’ + ABCN” + BN-NAAB =0
lacua se conoce como Teorema de Stewart.

3.7. Propiedad M étrica de las Bisectrices.

TEOREMA

1) Toda bisectriz interior divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los
lados que concurren con €lla.

2) S una bisectriz exterior de un tridangulo corta a lado opuesto, las distancias de su

pie alos extremos de dicho lado son proporcionales a los lados concurrentes con la
bisectriz y que pasan por €ellos.

Dem.

Sea e tridngulo ABC. Llevemos
sobre la prolongacion del lado a y a
continuacion de C, e segmento CM=b.
El triangulo ACM es isosceles. La
bisectriz v’ es perpendicular a AM y a
la bisectriz v de ACB, que es paralela a
AM.
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Por € teorema de Thales
BV _VA_ c

a b a+b

Por tanto, toda bisectriz interior divide a lado opuesto en dos segmentos
proporcionales a los lados que concurren con €ella, cuya expresion en funcién de los
lados es:
ac VA= bc

a+b a+b

Llevando sobre € lado a, y a partir de C, e segmento CN=b, ahora AN es paralelaa
la bisectriz exterior v’ y tendremos:

BV' AV' ¢
a b a-b

por tanto, s una bisectriz exterior de un tridngulo corta al lado opuesto, las distancias de
su pie a los extremos de dicho lado son proporcionales a los lados concurrentes con la
bisectriz y que pasan por ellos y una expresion en funcion de los lados es:

ac bc

BYV'=—
a-b

3.8. Radio dela Circunferencia Circunscrita.

El ahgulo BDBAC es mitad del
angulo central BBOC, y por tanto, igual
ad DBMOC, limitado por OC y e
diametro perpendicular a BC. De aqui
resulta la semganza de triangulos

" rectangulos MOC y HAC. Por tanto:
L :E p r= @
a2 h 2h

Sabiendo que la altura:

=2 Jo(p- 2P~ BX(p- O

siendo:
_atb+c
-2
resulta:
abc

a4l (p- a(p-bp- 9
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Demostremos ahora la expresion que hemos utilizado para la altura h.

Llevando los lados ¢ y b a la
prolongacion del lado a,
respectivamente, a partir de los vértices
B y C, obtenemos NM=at+b+c. Sea P &l
punto de corte de la atura del triangulo
ABC con la base BC.

Por ser AM y AN paradelas a las bisectrices interiores de C y B, € tridngulo ANM
es semegjante al IBC. Por tanto, sus aturas H=AP y h=IP son proporcionales a sus
respectivas bases MN=2p y BC=a. Luego:

y como:

h:\/(p- a)(p- b)(p- ¢)
p
tenemos:

H =2 [3(p- @)(p- B)(p- O

Ademés se verifica que h es € radio de la circunferencia circunscrita
Comprobemoslo:

Los tres puntos de contacto A’, B’ y
C' de la circunferencia inscrita en un
triangulo ABC divide a sus lados en seis
segmentos cuya suma es e perimetro
2p=atbt+c. Como AC'=AB’, CB’=CA’
y BA’=BC’, tenemos que:

p=BC +AC +CA’'=c+CA luego

CA’'=p-c AC=p-a y BA'=p-b
Considerando la circunferencia exinscrita tangente a lado AC en B'’, siendo A’ y
C"’ los puntos de tangencia con las rectas AB y BC, se tiene, and ogamente
BC’'=BA” b BA+AB’'=BC+CB”
y como la suma de ambos miembros es el perimetro, cada uno de ellos vale p. Por tanto
BA” =BC’' =p

de donde
CB’' =CA’ =p-a
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y analogamente:
CC’'=A'A" =p-(p-b)=b

B'B’’ =CB’-CB’’ = (p-¢)-(p-a) = ac

Por otra parte, los tridangulos IBA’ e IgsBA’’ son semgantes. Llamando r a radio de
lacircunferenciainscritay r a delaexinscrita, tenemos:
r_p-b
r p

Los tridngulos IA’C y CA’’lg también son semejantes por tener iguales los angulos
DICA’ y BCIgA’ . Entonces.

o]

=222 b rr=(p-a)(p- 0

sustituyendo en la expresion anterior tenemos que

r*-p=(p- a)(p- b)(p- c)
luego

. :\/(p- a)(p- b)(p- ¢)
p

4. AREA DEL TRIANGULO.

TEOREMA

Toda area de un triangulo es equivalente a un paralelogramo de igual base y mitad
de altura.

Dem.

A

N
SN

B H C

Sea ABC un triangulo cualquiera. Sean M y N los puntos medios de los lados AB y
AC respectivamente. El tridngulo MAN es congruente con M’CN, y por suma de aress,
el triangulo ABC serd equivalente a paralelogramo BMM' C de igual base y mitad de
atura
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Como € é&rea de un paralelogramo es igual a producto de su base y se altura,
obtenemos que € &rea del tridngulo es:

COROLARIO

El &rea de un tridngulo es equivalente a la de un paralelogramo de igua alturay
mitad de base.

COROLARIO

El érea de un triangulo es equivaente a la mitad del area de un paraelogramo de
igual dturaeigual base.

FORMULA DE HERON

El érea del triangulo ABC puede expresarse como suma de las éreas de los triangulo
IBC, IACelAB.

Agc = > —[2p- (b+c)]
[(IO' a)+(p- C)]-r
Anc = 5 = [2p- (a+c)]
o=l a)+2(p- ol - fop- (a+by)
Por tanto
AABC :L2[6p_ (za+2b+2C)]:%[6p- 4p] =r-p
y COmMO:
. =\/(p- a)(p- b)(p- ©)
p
resulta:

Asc =4/ P(P- @)(p- b)(p- ©)
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