TEMASDE MATEMATICAS
(Oposiciones de Secundaria)

TEMA 34

ANALISIS Y FORMALIZACION DE LOS CONCEPTOS GEOMETRICOS

INTUITIVOS:  INCIDENCIA, PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD,

ANGULO, ETC.

agkhwdPE

No

8.
9.
Bib

I ntroduccion.

Puntos, Rectasy Plano.

Propiedades de la division de conjuntos de puntos.
Axiomas y teoremas.

I ntersecciones de conjuntos de puntos en el espacio.
5.1.  Interseccion entre dos rectas.

5.2.  Interseccién entre dos planos.

5.3.  Interseccion entre unarectay plano.

5.4. Interseccion entre tres planos.

Angulos.

Mediday congruencia.

7.1. Mediday congruencia de segmentos de recta.
7.2. Mediday congruencia de angulos.
Perpendicul aridad.

Pruebas de paralelismo

liografia Recomendada

112



TEMA 34

ANALISIS Y FORMALIZACION DE LOS CONCEPTOS GEOMETRICOS
INTUITIVOS: INCIDENCIA, PARALELISMO, PERPENDICULARIDAD,
ANGULO, ETC.

1. INTRODUCCION.

En geometria nos podemos permitir no definir determinados términos y poder
usarlos como primarios, es decir, tomarlos como s fuesen una base para definir otros.
Estos términos por gjemplo son |os conceptos de punto, rectay plano.

Pero este concepto es totalmente moderno, pues Euclides s que intento definir estos
conceptos utilizando nomenclatura no geométrica. En € libro | de los Elementos de
Euclides, ladefinicion 1 dice que: “Un punto es aquello que no tiene parte”, aunque esta
definicion no degja totalmente claro 1o que es un punto, pues salvo que tengamos una
ideaintuitivade lo que es un punto esta definicion no nos lo aclararia.

La definicion 2 dice que: “Una recta es longitud sin anchura’. Pero Euclides en
ningun momento definié lo que era longitud ni anchura.

2. PUNTOS, RECTASY PLANO.

Aunque los conceptos de punto, recta y plano son términos que quedaran
indefinidos, podemos intentar definir un punto de una manera intuitiva como una
localizacion en el espacio.

A los puntos norma mente los denotaremos por lasletras P, Q, R, etc.

Igualmente podemos definir una recta, como una linea recta, es decir, aquella que se
prolonga infinitamente en cada direccion, o mejor dicho, en ambos sentidos.
Representaremos a la recta como una linea trazada en el papel con flechas en sus
extremos. Denotaremos alasrectaspor L,,L,, €tc.

Todos los conjuntos que hemos definido, a igua que cuaquier conjunto en
geometria, son conjuntos de puntos. Esto nos permite identificar una recta mediante dos
puntos que pertenezcan a ellas, por eso s tenemos unarectal, y dos puntosPy Q que
pertenezcan a ella, podemos representar aL, como PQ.

Podemos definir un Plano, de manera intuitiva, como una superficie plana que se

extiende hacia € infinito y en todas las direcciones. Para representar al plano
utilizaremos letras griegas como P,S, etc.

Por ultimo definiremos el espacio como el conjunto de todos los puntos, siendo €l
plano y la recta subconjuntos del espacio, y € punto son los elementos del espacio.
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3. PROPIEDADES DE LA DIVISION DE CONJUNTOS DE PUNTOS.

Dada unarecta L y un punto P que pertenece a dicha recta se dice que P divide a L
en tres partes, una de ellas es € propio punto P y los otros dos subconjuntos los
[lamaremos semirrectas y contienen cada uno a todos los puntos que estdn a cada lado
del punto P. S formamos un subconjunto en el que incluimos una semirrectay el punto
P tenemos lo que Ilamaremos un rayo, siendo P el llamado punto extremo del rayo.

Si tenemos dos rayos que verifican que su unidn es una recta 'y que tiene en comun
un punto (el punto extremo de cada rayo) entonces tenemos lo que llamaremos rayos
opuestos.

Dada unarecta L y dados dos puntos Py Q de la recta L, definiremos un segmento
como € subconjunto de larecta L formado por todos los puntos que se encuentran entre
Py Q. Denotaremos e segmento formado por todos los puntos que hay entre Py Q por

PQ, y este segmento o podemos considerar como la interseccion de los dos rayos.

Andogamente a la idea de que un punto divide a una recta en tres partes iguales,
podemos decir que unarecta divide en tres partes iguales a un plano, que son:

a) Lapropiarecta
b) Los puntos que hay a cadalado de larectay que los llamaremos semiplanos.

Si denotamos por P 1,y P 2 alos dos semiplanos que hay a cadalado de una recta
L, tenemos que s tomamos dos puntos cualesquiera Py Q talesque P estaen P11y Q
estaen P, entonces & segmento PQ tiene un solo punto en comun con L, mientras que
s tomamos dos puntos P y R que pertenecen ambos a mismo semiplano entonces el
segmento PR no tiene ningln punto en comin con larecta L.

En consonancia con todo o anterior tenemos que un plano divide a espacio en
dos partes. Estas divisiones estan relacionadas con la idea de dimensién. Por gemplo si
tomamos & espacio tridimensional, se tendra que un plano tendrd dimension dos, una
recta tendra dimension uno, y cada punto tiene dimension cero.

4. AXIOMASY TEOREMAS.

Vamos a ofrecer ahora un enfoque formal de la geometria enunciando las siguientes
axiomas, definiciones, teoremas, €etc.

Axiomal: Dos puntos diferentes determinan una Unica recta. Esto justifica nuestra idea
de que unarecta L se puede representar mediante dos puntos Py Q que pertenecen ala
recta. Y ademas debemos tener en cuenta que S tenemos una recta L y tres puntos P, Q,
y R que pertenecen alarecta L, se tiene que PQ=PR, es decir, |la recta representada por
PQ eslamisma que la representada por PR.

DEF Dada un rectaL y dos puntos Py Q que estan sobre L, se dice que Py Q son
colineales.
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DEF Dado unplano P vy tres puntos P, Q y R que estan sobre €l plano P, entonces se
dice que estos puntos son coplanares.

Axioma 2: tres puntos no colineales determinan un plano unico.

Axioma 3: si dos puntos pertenecen a un plano, entonces la recta que los contiene esta
en el plano.

Axioma 4: si dos planos diferentes se intersectan, entonces su interseccion es una recta.
Axioma 5: una recta contiene por |o menos dos puntos.
DEF Dadasdosrectasly, Lo, sedice que by L, son paralelas s estan en un mismo
plano y su interseccion es e conjunto vacio, es decir, S no tienen ningun punto en
coman.
Teorema 1: Dos rectas diferentes se intersectan alo mas, en un punto.

Dem.

Sean L; y L, dos rectas diferentes y supongamos gue su interseccion no es alo mas
un punto. Entonces su interseccion contiene dos puntos (o0 més), llamémosle Py Q. Esto

significa que tenemos dos rectas diferentes Ly, L,, ambas conteniendo a Py Q. Pero por
el axioma 1 esto es imposible ya que hay solamente una recta que contiene a los puntos

Py Q.

Teorema 2: S unarecta L intersectaa plano P y no esté contenida en €, entonces la
interseccion es un punto.

_
i
v

Dem.

Hay que probar que LCP es un solo punto, ya que LCP es distinto del vacio por
hipétesis.

Supongamos que LCP contiene mas de un punto, digamos Py Q. Entonces Py Q
estan ambos en L y por € axioma 1 PQ=L. Como Py Q estéan ambos en P, por €l
axioma 3, L debe estar en & plano P, lo cual contradice nuestra hipétesis, por lo tanto
LCP contiene exactamente un punto.

Teorema 3: Dada unarecta L y un punto P que no pertenece a ella, hay exactamente un
plano que contiene a ambos.

Dem.
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Sean Q y R dos puntos diferentes sobre L que existen por el axioma 5. Entonces Q y
R son puntos diferentes de P, ya que P no estéd sobre L. Por € axioma 2, los puntos P, Q
y R determinan un plano Unico P. Como Qy R estén en P, que contienea Py al, s
hubiera dos planos, ambos contendrian a los tres puntos P, Q y R y esto es imposible
por el axioma 2.

Teorema 4: S dos rectas se intersectan, entonces su union esta contenida exactamente
en un plano.

Dem.

Sean Ly y L, dos rectas que se intersectan, entonces por el teorema 1, LCL> es un
punto P. Por lo tanto P es un punto de Ly y Lo. Sea Q un punto de L, Q* P, que existe
por el axioma 5. Por e axioma 1 PQ=L,, ademés QI L; yaquesinoL; = L.

Consideremos €l punto Q y larecta Ly, utilizando € teorema 3 hay exactamente un
plano P que contieneal; y Q. Como P es un punto de Ly, P esta contenido en P y por
el axioma 3 PQ=L esta contenido en P. Luego L;E L, estan contenidos en P . Veamos
gue dicho plano P es Unico. Por el teorema 3 el plano es tnico.

Sean Py R contenidosen Ly y Py Q contenidos en L, con P, Q y R distintos (esto
ocurre por & axioma 5). Si existe un plano P’ que contiene a LLE L, entonces P’
contiene a P, Q y R, pero esto contradice e axioma 2 ya que hay un Unico plano que
contieneaP, Qy RqueesP.

Luego no hay ningin otro plano que contenga a LiEL, y € teorema queda
demostrado.

5. INTERSECCIONES DE CONJUNTOS DE PUNTOS EN EL ESPACIO.

5.1. Interseccion entre dos rectas.

Dadas dosrectas L1 y L, en €l espacio puede ocurrir que:

a) S su interseccion es un punto, entonces ambas rectas estan contenidas en un
mismo plano y se cortan en un punto, este caso se dice que son secantes.

b) Si su interseccién son dos 0 més puntos entonces tienen en comun todos sus
puntosy se dice que son coincidentes.

c) S suinterseccion es e vacio y pertenecen a un mismo plano entonces se dice
gue ambas rectas son paralelas.

d) S suinterseccién es el vacio y no pertenecen a mismo plano entonces se dice
gue ambas rectas son oblicuas, o lo que esigual, las rectas se cruzan.

5.2- Interseccion entre dos planos.

Dados dos planos P 1 y P2 en el espacio puede ocurrir que:

a) Ambos planos no tengan en comun ningln punto, y en este caso se dice que
ambos planos son paralelos.
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b)

c)

5.3.-

Ambos planos tienen una recta en comun, entonces se dice que los planos se
cortan en una recta.

Ambos planos se cortan en una rectay en un punto que no pertenece a la recta,
entonces se dice que ambos planos son coincidentes.

I nter seccion entre una recta y un plano.

Dados un plano P y unarecta L del espacio, se tiene que:

a)
b)

c)

9.4.-

Si e plano P y larecta L tienen un punto en coman se dice que son secantes.

Si e plano P y la recta L tienen dos 0 mas puntos en comun entonces se dice
gue la recta esta contenida en € plano y la interseccion entre ambos es la propia
L.

Si d plano P y larecta L no tienen ninglin punto en comun entonces se dice que
larectay e plano son paralelos.

I nter seccion entre tres planos.

Dadostres planosP 1, P2, P 3 en e espacio se tiene que:

a)
b)

L os tres planos son paralel os entre si, no tienen ningln punto en coman.

Dos planos son coincidentes y €l tercero es paralelo aellos.

Dos planos paralelosy € tercero los corta.

Los tres planos se cortan dos a dos.

L os tres planos se cortan en unarecta, siendo todas distintas.

Dos planos coincidentes y uno que los corta, de manera que los tres planos
tienen una recta en comun.

Los tres planos son coincidentes entre si.

Los tres planos se cortan en un punto.

6. ANGULOS.

Sean dos rayos PQ y PR tales que tienen € punto P en comun, y ademas se verifica
gue €l punto P es extremo en ambos casos, entonces puede ocurrir que su unidn sea una
recta, en cuyo caso diriamos que l0s rayos son opuestos, pero Si N0 son Opuestos,
definen lo que llamaremos angulo.

DEF

Sean dos rayos con € punto extremo en comun y tales que no forman una recta,

se define angulo como el conjunto de puntos en € plano que verifican esta propiedad y
lo denotaremos por DQPR.

Como claramente podemos observar un angulo divide a plano en tres partes:

a) Unaeséd propio angulo, es decir, e conjunto de puntos gue pertenecen a los
rayos que lo forman.
b) Otra es €l interior, que & conjunto de puntos que hay en comin entre los
semiplanos siguientes:
- El semiplano de larecta PQ que contiene a punto R.

6/12



- El semiplano de larecta PR que contiene a punto Q.

c) Y por ultimo el exterior que es e resto de puntos del plano que no son el
interior ni e angulo.

DEF DadosdosangulosDQPRY DSPT se dice que son opuestos por el vérticep si su
unién forma dos rectas.

DEF Dosangulos PQPRY DRPS se dice que son adyacentes si tienen el vértice en
comun y su interseccion es un rayo.

7. MEDIDA Y CONGRUENCIA.

7.1. Medida y congruencia de segmentos de r ecta.

Sea una recta L, s tomamos en ella un punto cualquiera y lo designamos con €l
valor “0”, a tomar otro punto cualquiera y denotarlos con e vaor “1” (sempre y
cuando sea distinto del anterior) podemos construir una recta numérica de manera que
podamos asignar a cada punto de la recta un nimero real y a cada nimero real un punto
de L, sendo la unidad de medida que tomamos la distancia entre los dos puntos
arbitrarios que hemos denotado por “0” y “1”.

Al poder identificar cada punto de L con un nimero real establecemos lo que se
[lama un sistema coordenado, y a partir de ahora a cada punto de la recta le asignaremos

un nimero real, dentro de la escaa elegida, y a este nimero real lo llamaremos
coordenada del punto, e identificaremos cada punto de la recta mediante su coordenada.

Esto nos permitira medir lalongitud de cada segmento PQ, simplemente tendremos

gue comparar este segmento con la unidad de la escala elegida siendo su longitud el
numero de veces que hay que repetir la unidad de la escala para ir desde P hasta Q o
viceversa.

Por lo tanto podemos suponer gque toda recta tiene asociado un sistema coordenado,
y aesto lo Ilamaremos axioma de laregla.

DEF Dada una recta L, que tiene asociado un sistema coordenado tal que asigna al

punto P & nimero real x y a punto Q € numero red y, tenemos que se define la
distancia o longitud del segmento PQ como:

PQ = ¥x-y2
Nota: Evidentemente la longitud de un segmento es un nimero rea positivo.
PROP S e segmento ABI PQP ABE£ PQ

PROP Si R es un punto que pertenece al segmento PQ entonces PQ = PR+ RQ.
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DEF Dado un segmento PQ se define & punto medio de dicho segmento como €
punto Py, que pertenece al segmento y tal que: PP»=PnQ

DEF Dados dos segmentos PQ y AB de una recta, no necesariamente iguales, se
dice que son congruentes, “ @, s tienen la misma longitud, es decir:

PO @ABU PQ=AB

7.2. Medida y congruencia de angulos.

Para medir &angulos usamos una semicircunferencia.  Consideremos la
semicircunferencia con centro en C. Supondremos que € arco de circunferencia, desde
A hasta B, puede ser dividido en n partes iguaes, por cualquier nimero positivo.
Podemos llamar a esta suposicién “Axiomadel Transportador”. Cogemos n =180.

Tenemos entonces una correspondencia de uno a uno entre los puntos sobre una
circunferencia'y los nimeros reales entre 0 y 180. Este es un sistema coordenado parala
semicircunferencia.

Podemos usar este sistema coordenado para medir cualquier angulo. Por gemplo
DPQR. Para ello colocamos nuestra escala de tal forma que € centro C de la
semicircunferencia quede sobre € vértice Q del angulo y el rayo QR sobre € rayo CB.

El rayo QP intersectard a arco en algin punto de coordenada t y decimos que la
medida del DPPQR est y se escribe mfDPOR = t.

Si dividimos la semicircunferencia en 180 partes iguales la unidad de medida se
denomina grado.

Otra medida de medir angulos consiste en usar la unidad [lamada radian.

PROPIEDADES DE LASMEDIDAS DE ANGULOS

1.- Lamedida de un angulo en grados es un nimero real positivo entre 0 y 180. Esto es
consecuencia de nuestra definicion de &ngulo como unién de rayos.
2.- Si P esun punto interior del ©® ABC entonces.
mBDABP<m DABC
3.- S Pesun punto en € interior del B ABC, entonces:
mBABP +m BPBC =m BABC

Clasificacion de angulos

Podemos clasificar 1os angulos de acuerdo con su medida.
Si un éngulo mide 90 se [lama recto.

Si un angulo mide menos de 90 se llama agudo.
Si un angulo mide més de 90 se llama obtuso.
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Dos angulos son complementarios si suma 90° y suplementarios si suman 180°.

Congruencia de angul os.

Dos angulos son congruentes s tienen la misma medida. Por lo tanto, todos los
angulos rectos son congruentes. Decir que dos angulos son congruentes no implica que
sean iguales ya que los angulos son conjuntos de puntos.

TEOREMA S dos angulos son congruentes entonces sus suplementos son
congruentes.

Dem.
(Vamos a representar 1os &ngulos Unicamente por su vértice)
Supongamos DA @PB. Entoncesm DA = m DB y esta medida es algin nimero n,

entre 0y 180.
Por lo tanto el suplemento de B a debe medir 180 — n. Y como tienen la misma

medida son congruentes.
TEOREMA Los angulos opuestos por € vértice con congruentes.
Dem.

Consideremos los angulos opuestos por e vértice DABCy BDPBR. Como AR es una
recta, D ABP es suplemento de DABC y como también CP es una recta BDABP es
suplemento de BPBR. Por tanto, DABC y DPBR tienen @ mismo éangulo
suplementario, el DABP; y como B ABP es congruente con é mismo, concluimos por €l
teorema anterior que BDABC es congruente con DPBR.

8. PERPENDICULARIDAD

DEF Decimos que dos rectas que se intersectan son perpendiculares s su unién
contiene un angulo recto.

Podemos también definir la relacion “es perpendicular & entre dos rayos, o entre
dos segmentos de recta. Se dice que dos rayos son perpendiculares s |as rectas que los
contienen son perpendiculares;, y en la misma forma, dos segmentos de recta son
perpendiculares s las rectas que los contienen son perpendicul ares. Consecuentemente,
dos rayos 0 dos segmentos de recta pueden ser perpendiculares ain cuando su
interseccion sea vacia

Utilizando angulos adyacentes podemos definir las rectas perpendiculares de otra
manera.

DEF Dos rectas que se intersectan son perpendiculares s su union contiene dos
angulos adyacentes congruentes.

El axioma de perpendicularidad, establece que, dado un punto y unarecta, existe una
y s0lo una perpendicular a la recta que pase por € punto.
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9. PRUEBAS DE PARALELISMO.

Al definir larelacion de paralelismo entre dos rectas, hemos dicho que dos rectas son
paraéas, s estan en e mismo planoy no se intersectan. Si Ly y L, son rectas paralelas,
lo denotamos por Ly // L.

Tal como hemos definido perpendicularidad entre rayos o segmentos de recta,
podemos decir que dos rayos o dos segmentos de recta son paralelos, s las rectas que lo
contienen |o son.

Pero esta definicidén no es muy Util ya que dos segmentos en el plano pueden parecer
paraelos, pero, puesto que las rectas determinada por ellos son infinitas en extension,
podemos no ser capaces de afirmar S estas rectas se intersectan o no.

Por lo tanto, necesitamos desarrollar algunas pruebas, ademéas de la definicion de
paraelismo.

TEOREMA Si dos rectas estan en e mismo plano y son perpendiculares a la misma
recta, entonces son paralelas.

Dem

Para demostrar este teorema hacemos uso del axioma de perpendicularidad que dice
gue dada una recta L y un punto P, no contenido en L, unay solo una recta puede ser
trazada pasando por P, y que sea perpendicular a L.

Sean Ly, Lo y T tres rectas pertenecientes al mismo plano, talesque L Ty LN T.
Queremos probar que Ly // Lo.

Supongamos que Ly no es paralela a L. Entonces L1CL, contiene exactamente un
punto P: es decir, hay dos rectas Ly y L» que pasan por Py son perpendiculares a T.
Pero esto contradice el axioma de perpendicularidad. Luego Ly // L.

DEF Dadastresrectas,
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los angulos B1 y B3 son opuestos por € vértice y B1 y B7 son angulos alternos
internos, entonces llamaremos B3y D7 éngul os correspondientes.

LEMA La medida de un angulo exterior a un triangulo, es mayor que la medida de
cualquiera de los dos angul os interiores opuestos.

Dem.

a 4]

Sea d triangulo de vértices DABC
Calculamos € punto medio m de CB y trazamos AE, tal que AM @ME .
Trazamos EB.

Ahora CM @MB por construccion, AM @ME por lamismarazény D1y D2 son
congruentes ya que son angulos opuestos por el vértice. Como DAMC @DEMB ya que
podemos establecer una correspondencia de igualdad de angulos y lados entonces
DCBE @C

Pero E esta contenido en el angulo exterior, DCBD, entonces por |as propiedades de
la medida de &hgulos MDCBE < mbCBD

Luego concluimos mbC < mbCBD y anaogamente mBDA < mbCBD.
TEOREMA S dos rectas en € plano son cortadas por una transversal de forma que
un par de angulos correspondientes sean congruentes, entonces estas dos rectas son

paraelas.

Dem.
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Seal; y L, dos rectas en e plano, cortadas por una transversal T en los puntos Py
Q respectivamente. Y supongamos que Ls@.7. Queremos probar que Ly // Ly.

Supongamos que L; y L, no lo son. Entonces se cortan en agun punto R que
podemos suponer aladerechade T. Por lo tanto PQR es un triangulo y B8 es un angulo
exterior adl. Pero D8 @2 (por ser angulos aternosinternosy ser B3 @b7y D2 es un
angulo interior, opuesto a 8. Esto contradice a lema, ya que la medida de un angulo
exterior debe ser mayor que la media de un angulo interior opuesto. Luego L; es
paraelo als.
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