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TEMA 11

CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS. ESTRUCTURAS
ALGEBRAICAS.

1. INTRODUCCION.

El precursor de la teoria de conjuntos fue George Cantor (1845-1918). La desarroll6
como una rama auténoma de la matemética y le dio e nombre de Mengenlehre (teoria
de conjuntos).

Cantor definid conjunto como “una coleccién de objetos determinados y
perfectamente diferenciables en nuestra contemplacion o en nuestro pensamiento, que
constituyen unatotalidad” .

Esta intuitiva definicion de Cantor dio lugar a la aparicion de paradojas, que fueron
solucionadas por Poincaré. Este puso en evidencia que la raiz de las paradojas que se
plantearon estaba en € hecho de que se definia un objeto en términos de una clase de
objetos que incluia al propio objeto definido.

Una paradoja famosa, planteada por Bertrand Russell fue: “Un barbero ha de afeitar
a todos aquellos y sélo a aquellos habitantes del pueblo que no se afeitan a S mismos
¢Hade afeitarse el barbero asi mismo o no?’. Cualquiera que sea larespuesta se llega a
una contradiccion.

2. CONJUNTOS.

L os conjuntos estan formados por col ecciones de objetos, atendiendo a la definicion
de Cantor, y alos objetos los Ilamo elementos.

Notacion. Nombraremos a los conjuntos mediante letras mayUsculas y a los elementos
con minusculas. Indicaremos que un elemento a esta 0 pertenece a un conjunto C y
mediante al C, y su hegacion se representa por al C.

OBS Un conjunto gueda completamente definido cuando se conocen todos sus
elementos. Y se pueden conocer de dos maneras diferentes:

1) Por extensién, cuando se enumeran todos sus elementos. Por gjemplo
A={ab,c}.

2) Por Compresion, cuando se da una propiedad gque define inequivocamente a los
elementos del conjunto. Por g emplo:

A ={n1 N/n mod 2 = 0}
DEF Sedefine e conjunto vacio, @, como un conjunto sin elementos. =}

DEF Diremos que el conjunto A estaincluido en B, o A es subconjunto de B, si todo
elementos de A esta en B. Lo denotaremos por Al B. Es decir:
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Al BU {"xI Ap xI B}

Todo conjunto A tiene dos subconjuntos especiales que llamaremos impropios. Son
el conjunto vacio, &, y € propio conjunto.

DEF Diremos que B es un subconjunto propio de A si no esvacio Bl A y BtA.
PROP Sean A, B y C conjuntos. Se verificanlas siguientes propiedades:

1) Al A

2) AIByBIAU A=B

3) AIByBICP AIC

Dem.

La demostracion es inmediata a partir de la definicion.

La propiedad uno recibe e nombre de Reflexiva y la tres de transitiva. La segunda
se llama antisimétrica y se utiliza para demostrar laigualdad entre dos conjuntos.

DEF Llamaremos conjunto de las partes de A, siendo A un conjunto, a conjunto que
tiene por elementos todos |os subconjuntos de A, y se denota por P(A). Entonces

Bl P(A)U BI A

2.1. Operaciones con conjuntos.

Sea u un conjunto, que Ilamaremos universal. Consideraremos P(u).
2.1.1. Interseccién.

DEF Sean Ay B dos conjuntostalesque A, BT P(u). Definimos la interseccion de A
y B como € conjunto formado por los elementos comunes a A y B. Se representa por U.

’I‘u
AUB={x /Xl Ayx B}

PROP La operacion de interseccion definida anteriormente, verifica las siguientes
propiedades " A, B, C1 P(u).

1) Idempotente: ACA = A

2) Conmutativac ACB =BCA

3) Asociativa  (ACB)CC = AC(BCC)
4) Elemento Neutro U: ACU = A

5) Elemento Absorbente @: ACO =0
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DEF Dados A y B gue pertenecen a P(u), diremos que son diguntos si su interseccion
esvacia Es decir, Ay B son diguntos si ACB = @.

2.1.2. Union.
DEF Sean A y B dos conjuntos tales que A, B T P(U). Definimos la union de A y B
como €l conjunto formado por los elementos que pertenecen a menos a uno de los dos
conjuntos. Se representa por E.

AEB={xl U/xi A6 B}

PROP La operacion de union definida anteriormente verificalas siguientes propiedades
"A,B,Cl P):

1) Idempotente:  AEA = A

2) Conmutativa: AEB =BEA

3) Asociativas  (AEB)EC = AE(BEC)
4) Elemento neutro, @: AE@ = A

5) Elemento Absorbente, U: AEU = U

2.1.3. Complementacion.
DEF Sea Al P(U). Llamaremos complemento de A respecto de U, y lo denotaremos
por A 0 A°, a conjunto
A®={xl U/xI A}
PROP La operacion de complementacion definida anteriormente verifica las siguientes
propiedades
"A,B,CI PU).
1)AEA°=U y ACA°=0
2F =Uy U'=0@
A=A
4HA1 Bb Bl A°

5) Leyesde Morgan: (AEB)*=A°EB® y (ACB)°=A°CB°

2.1.4. Diferencia.

DEF Sean A y B dos conjuntos tales que A, B T P(U). Definimos la diferencia de A
menos B al conjunto formado por los elementos de A que no estén en B.
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A -B={x A/Xl B}
DEF Sean A y B dos conjuntos tales que A, B T P(U). Definimos la diferencia
simétricade A y B a conjunto formado por los elementos que pertenecen a A o0 a B
pero no a ambos. Se representa por D
ADB={xI AEB/ xi ACB}

PROPADB=(A-B)E (B-A)

2.2. Algebra de Boole de las partes de un conjunto.

PROP Severifica
1) Leyesde Absorcion: " A, Bl P(U)

a AE(ACB)=A
b) AC(AEB)=A

2) Propiedades distributivas: " A, B, C1 P(U)
8 AG(BEC) = (ACB) E (ACC)
b) AE(BCC) = (AEB) C (AEC)

DEF El conjunto P(U) con las operaciones de uniodn e interseccion tiene estructura de
Algebrade Boole.

3. PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS.

DEF Definimos par ordenado como el objeto matemético formado por dos elementos
u objetos en un orden determinado. Se denota por (a, b). Los elementos ay b reciben €l
nombre de componentes o coordenadas del par (a, b).

@b)=(xyU a=x y b=y
Podemos generalizar la definicién anterior an e ementos.

DEF Definimos la n- tupla ordenada por (X1, X2,...., X,) sendo Xi, Xo,...X, M
elementos u objetos en un orden determinado.

DEF Sean A y B dos conjuntos cualesquiera. Llamaremos Producto Cartesiano de A 'y
B, y se representa por AxB, a conjunto formado por todos los pares ordenados (a, b)
talesqued Aybl B.

AxB ={(a b)/ al Aybl B}

Se puede observar facilmente que si el conjunto A tiene n elementosy el conjunto B
tiene m elementos, entonces e conjunto AXB tendra n x m elementos.
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|gualmente, podemos generalizar la definicion de producto cartesiano a n conjuntos.
DEF Sean A4, Az,....An N conjuntos cualesquiera. Llamaremos producto cartesiano de
A1, Ag,....An, Y Se representa por Aix Ax....xAn, d conjunto formado por todas las n-
tuplas (%, X2,...., Xn) talesque ) A
X1l A1, Xol Ag,.... Xl An.
A1xA....xAn = {(le XZ,---Xn)/XiT Ai M n}

Para poder representar €l producto cartesiano de dos conjuntos tenemos dos posibles
formas:

1) Mediante un diagrama cartesiano. Son analogos a los utilizados para representar
las coordenadas del plano cartesiano, con la diferencia de que ahora solo utilizamos el
1% cuadrante.

2) Mediante un diagrama sagital. Se representan los conjuntos por medio de
diagramas de Venn y se unen a los elementos del primer conjunto con los del segundo
conjunto mediante flechas.

PROPAXxB=0U A=@6B=0

Dem.

S AxB=@U No existe ningiin par ordenado (a, b)T AxBU A=@6B=0
PROPAXxBI A'xB U Al A" yBI B

Dem.

Seanal Aybl BP (a,b)T AxB P Porhipttesis(a, b)T A" xB b

b a A"ybl B

Luego Al A" y BI B

Sea(a,b)T AxBb a Aybl Bb Por hipdtesisd A"ybl B'P (a b)T A" xB

LuegoAXxB 1 A" xB
PROP Propiedad distributiva del producto cartesiano respecto de la interseccion:

1) Ax (BCC) = (AxB) C (AXC)

2) (BnC) x A= (BxA) C (CxA)

Dem.

1) El conjunto Ax(BCC) esta formado por
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Ax (BCc) ={(a, x)/al Ay xi BCC}
y{(a x)/a Ayx BnC} ={(a x)/al By X C} =
={@x)/(al Ayxi B)y (@ Ayxi C)} =
={(ac)al AyxiB} C{(ax)/al Ayxi C} =
= (AxB) G (AXC)
Luego Ax (BGC) = (AxB) G (AxC)
2) Andlogo a anterior.
PROP Propiedad distributiva del producto cartesiano respecto de la unién.
1) Ax (BEC) = (AxB) E (AxC)
2) (BEC) xA = (BxA) E (CxA)
Dem.
2) (BEC) xA ={(x,a)/ Xl BECyal A} ={(x,a)/(xXI BoOxI Q) yd A} =
={(x,a)/(x Byal A)6(xi Cyal A)} ={(x,a)/xI Byal A} E {x,a)/x Cy
al A} = (BxA) E (CxA)
1) Andlogo & anterior.

PROP Propiedades distributiva del producto cartesiano respecto de la diferencia.

1) Ax(B-C)=(AxB)—(AxC)
2) (B-C) xA =(BxA) —(CxA)

Dem.
DAXxB-C)={(ax)/ad Ayxd B-C)}={(ax)/al Ay(xXI Byx C)} =
={(ax)/ (@ Ayx B)y (@ Avyx C)} =(AxB) — (AxC)j

2) Andlogo &l caso anterior.

4. CORRESPONDENCIAS Y RELACIONES ENTRE CONJUNTOS.

4.1. Correspondencias.

DEF Llamaremos Grafo, G, atodo conjunto compuesto por pares ordenados.
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Segun la definicién, dados A y B conjuntos, un grafo es cualquier subconjunto de
AXB.

DEF Sean A y B dos conjuntos. Un subconjunto G de AxB, G AxB llamado grafo,
define una correspondencia entre A y B. El conjunto G recibe el nombre de grafo de al
correspondencia. La correspondencia se denota por laterna (A, B, G).

Dada la correspondencia (A, B, G), podemos definir:

1) El conjunto {al A/ $bi B con (a, b)i G}, subconjunto de A, recibe el nombre de
Dominio de la Correspondencia. Se denota por Dom (A, B, G).

2) El conjunto {bl B/$al A con (a, b)l G}, subconjunto de B, recibe & nombre de
Imagen de Correspondencia. Se denota por Im (A, B, G).

3) Dado a A, € conjunto {bl B / (a, b)l G} recibe & nombre de imagen de a. Se
denota por Im (a).

La correspondencia (A, B, G) se suele denotar por f, escribiéndose f: A ® B,
donde para cada (a, b)l G, b se puede escribir como b = f(a).

DEF Dada la correspondencia (A, B, G) definimos la correspondencia inversa como
(B, A, GY) siendo G* ={(b, @) / (a, b)] G}. También se suele denotar por f.

Es claro que e conjunto Dom (f) = Im (f) y que Im (f) = Dom (f*) por la propia
definicién del conjunto G

4.2. Relaciones.

DEF Sean A y B dos conjuntos. Llamaremos relacion entre d A y b B, y se denota
por aRb, atoda propiedad definida sobre AxB.

Toda relacion lleva asociado un subconjunto GI AxB siendo
G ={(a b)l AxB/aRb}.

DEF El conjunto G asociado a unarelacion R entre A y B recibe e nombre de Gréfica
de la Relacion.

DEF Llamaremos Relacién Binaria a caso particular de una relacion entre elementos
del mismo conjunto, (caso A = B).

Unarelacion binaria definida sobre A puede verificar las siguientes propiedades.
1) Reflexiva: "d A seveifica (aal G 6 aRa
2) Simétrica: "(@b)IG b (b,a)l G (" aRb P bRa).

3) Antisimétrica Si(a b)i Gy (b,al G b a=b(aRbybRa b a=h).
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4) Transitiva: S@biGy®mo G b (a0l G
5) Convexa: "ablA (abi G 6 (bal G
4.2.1. Relaciones de Equivalencia.

DEF Una Relacion de Equivadencia es una Relacion binaria que verifica las
propiedades reflexiva, simétricay transitiva.

DEF Sea A un conjunto y R una relacion de equivalencia definida en A. Para cada
al A definimos la clase de equivalencia de a como € conjunto de elementos ¥ A taes
gue aRx. Se representa por [a].

[a] = {xI A /aRx}

PROP Sea A un conjunto y R unarelacion de equivalencia definidaen A. Siay a son
elementos de A, son equivalentes:

1) aRa
2) d [d]
3) [a=[a]
Dem.
1) U 2) Esciertapor definicién de clase de equivalencia
2) U 3) Seaxi [a] P xRa
b xRd b X [d]
Por hipétesisal [a] P aRa’
Luego[a]1 [&]
S xl |[d|p xR .
T T [a]
Por hipdtesis aRa’'p aRag
Luego [a]1 [a]
Como[a]l [a]y [a]l [a] b [a] = [&]
)b 2
Como al [a] y por hipétesis[a] = [a] P a [a]
COROLARIO. Dos clases de equivalencia 0 son iguales o son distintas.

Dem.

Sean [4] y [b] dos clases de equivalenciacon al [a]y bl [b].
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S[a C[b* @, sea X [alC[b] P i):(: [[Z%E K}i{g}gp [a] =[b]

DEF El conjunto formado por todas las clases de equivalencia que resultan de una
relacion de equivalencia R sobre € conjunto A, se llama Conjunto Cociente de A por la
relacion de equivalencia R, y se representa por A/R.

COROLARIO. Laigualdad ”U [a]= A escierta

&l 7R
Dem.
Como  [a]={al A/arRa’}p [a]l AP ”Uy[a]i A
al /R
Paracadax A severificaque X [x]p xI U [a]p Al U [4d]
[a} 5% [l %,
Luego se dalaigualdad.
4.2.2. Relaciones de Orden.

DEF Una Relaciéon de Preorden es una relacion binaria que verifica las propiedades
Reflexivay Trangtiva.

DEF Una Relacion de Orden es una relacion binaria que verifica las propiedades
Reflexiva, Antismétricay Transitiva

DEF Una Relacion de Orden Total es una Relacion de Orden que ademés verifica la
propiedad Conexa.

Lasrelaciones de orden se suelen denotar por € simbolo £.

DEF Unelemento al A diremosqueesminimosi af£x " xi A. Esméaximo s
x£a" xl A.

DEF Unéemento a A diremos que es minimal s no existe x ! ata que x £ a
Diremos que esmaximal sl no existe x 1 a tal queat x.

OBS Elemento minimo, si existe, es Unico. Para que exista, debe ser comparable con
todos, y ser e mas peguefio. En cambio, elemento minimal es e més pequefio de todos
con los que se puede comparar. Puede haber més de uno.

DEF Llamaremos Cadena a toda parte totalmente ordenada de un conjunto con una
Relacién de Orden.

Si larelacion definida en € conjunto A es de orden total, existe una Unica cadena 'y
la representacion se puede realizar en linearecta (por giemplo N, Z, Q 6 R).
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5. APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS.

DEF Seaf una correspondencia entre los conjuntos A y B (f: A ® B). Diremos que f
es unaaplicacion de A en B si verificaque paracada al A existe un tnico bl B ta que
f(@ =h.

Por tanto, si f es una aplicacion, paracada a A e conjunto Im(a) tiene un Unico
elemento.

DEF Sea f.A® B unaaplicaciony AT A un subconjunto. La
aplicacionf: A® B  definidapor f'(x) =f(x) recibe e nombre de Restriccién
de fa A",y sedenotapor " =f/a.

DEF Dosaplicaciones A ® By gC® D sonigudess A=C,B=Dy
"a A f(@) =g(a). Sedenotapor f=g.

DEF Diremos que la aplicacion f: A ® B esconstantes " al A se verifica que
f(@ = b, parauncierto bl B.

PROP S f es una aplicacion constante, € conjunto Dom(f) estd formado por un solo
elemento.

Dem

Inmediata.

Una aplicacion importante es la aplicacion identidad. Es una aplicacién de un
conjunto en s mismo, f: A ® A, donde a cada elemento le hace corresponder como
imagen é mismo, f(x) =x' xI A.  Serepresentapor |a.

DEF Sean Ay B dosconjuntosy f: A ® B unaaplicacion:

1) Diremos que f esinyectivas de f(a) =f(a’) cona, &1 A sededucea=a’.

2) Diremos que f es suprayectivas " bl B $al A td que f(a) = b. El elemento
al A no tiene porqué ser Gnico.

3) Diremos que f es biyectiva s es simultdneamente inyectivay suprayectiva.
A lavistade a definicion podemos decir que una aplicacion f: A ® B es inyectiva
s elementos distintos de A tienen imagenes distintas en B. Y es suprayectiva si todo

elemento de B esimagen de alguno de A.

PROP Sean A y B dos conjuntos y f una aplicaciéon de A en B biyectiva. La
correspondencia inversa, 1, es una aplicacion de B en A.

Dem

Como f es biyectiva, en particular es suprayectiva. Entonces,
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"bl B $d A/f(@=b Yfib)=a
S $alA/fib)=4d tenemos:

Nftb)=ab f(a)=bu

b f(a)= f(d) ycomofesinyectiva a=4a.
At ity=ab f@)=b, @Y g

Luego acadaelemento bl B le corresponde un Gnico elemento al A ta que
f1(b) = a, que es ladefinicion de aplicacion paraf?.
PROP Seaf: A ® B una aplicacion biyectiva La aplicacion inversa fi: B® A es
también biyectiva, y (F1)* =f.

DEF Sean A, B, Cy Dconjuntos, f: A ® By g C ® D aplicaciones y Imfi C.
Llamaremos Aplicacion Compuestade f yga h: A® D definidapor
" xI A h(x) = g(f(x)). Se denotapor h=g6f.
PROP Sean A, B, Cy D conjuntosde f:A ® B,g.B ® Cyh: C® D aplicaciones.
Se verificala propiedad asociativa parala operacion de composicién de aplicaciones.
ho(g o f) = (h o g)of

Dem

"xI A (ho(gef) (x) = h((gef)(x)) = h(g(f(x)))

((heg) of) (x) = (heg)(F(x)) = h(g(f(x))
Luego ho(gef) = (hog) of

Si laaplicacion f esta definidade A en sumismo, f: A ® A, entonces fof =f y
F'=1f""of.

PROP Sean A y B dos conjuntosy f: A® By g B ® A dos aplicaciones. Se verifican
las siguientes propiedades:

1 lgof=folp=f

2) f eshiyectivab flof=la y fofl=lp

3)geof = Ian P fesinyectivay g suprayectiva

4)gof=Ip y fog=1lg b fy gson biyectivascong=f>.
Dem

1) (lgof) () = Is (f(x)) = f(x) = f(1a()) = (fola)(x) " xI A
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2) (Frof)(x) = F1(f(X)) = x = Ia(X) "xi A

Como f es biyectiva (FY)* =f b fof! = (F})1of* = Ig aplicando lo demostrado en
este mismo apartado.

3) Sean a &l A con f(a) =f(&) P g(f(a) = g(f(@)) P (go)(@ = (gof)(@) P
P Ia(@=1a(@) P a=d b fesinyectiva

Dado al A b f(@=b paraagin bl B b g(f(a) = g(b) b (gof)(@ =g(b) b
P Ia(@ =g(b) P g(b)=ab g essuprayectiva

4) Como gof=1a P fesinyectivay g suprayectiva.

Como fog=1g P gesinyectivay f suprayectiva

Luego f y g son hiyectivas siendo

ft=flolg=flo(fog) = (flof)og=lacg=g

COROLARIO. Sea A, By C conjuntos con f: A ® B, g B ® C aplicaciones
biyectivas. Entonces gof eshiyectivay verifica (gof)!=flog™.

Dem
(gof)o(ftog?) =((gof)of)ogt =golgeg’ =gog" =lc
(Frogho(gef) = ((Foghog)of = Flolgof = fof =,

Por el apartado 4) de la proposicion anterior gof esbiyectivay (gof)!=ftog?

6. LEYES DE COMPOSICION.

DEF Llamamos operacion entre los conjuntos A y B con valores en C a toda
aplicacion de AxB en C.

DEF Llamamos operacion interna, o ley de composicién interna, definidaen A a toda
aplicacion de AxA en A.

DEF Llamamos operacion externa, o ley de composicion externa, definida sobre A
por la derecha a toda aplicacion de AxB en A. Serd por laizquierda si la aplicacion es
de BXA en A. El conjunto B recibe e nombre de dominio de operadores.

6.1. Leyesde Composicion | nterna.

Una operacion interna definida sobre A, por definicidn, hace corresponder a cada
par de elementos de A, es decir, un elemento de AXA, un Unico elemento de A.
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S (x, y)I AxA, su imagen por la aplicacion que define la operacion externa se suele
indicar mediante alguno de los siguientes simbolos:

Xy, X+y, XMy, Xoy,€C.

Si se escribe x + y la operacion interna recibe € nombre de “suma’, y se lee “x mas

y.

Si se escribe x -y la operacion interna recibe el nombre de “producto”, y se lee “ x
por y” 6* x multiplicado por y”.

Veamos las propiedades que puede verificar una ley de composicion interna.
Sea S una operacion interna sobre A.

1) Diremos que S verificala propiedad asociativaen A s
"Xy, 4 A (xS)Sz=x8yS2)

2) Diremos gue S es conmutativa si
"x, yl A xSy = ySx

3) Diremos que S admite Elemento Neutro o Unidad si
$el A tdque "XI A eSx=xSe=x

4) Diremos que S admite elemento Simétricos " xI A
Por laizquierda $XTA tdque xXSx=e
Por laderecha  $XTA tdque xX =e
5) Diremos que S admite Elemento regular o Simplificablesi " x, i A
r esRegular por laizquierdaen A S rSx=rSy b x=y
r esRegular por laderechaen A S XSr=ySrb x=y
resregular s y solo s lo es por ambos lados.

6) Diremos que S admite |la propiedad idempotente s
"xIA XSX = X

7) Diremos que S admite la propiedad distributiva respecto de otra operacién interna
TdeA si:
Por la derecha: (xTx)Sz = (xSz)T(ySz)
Por laizquierda: xS(yTz) = (xSy)T(xSz)

Notacion Dado un conjunto A con una operacion interna S, se denotara por (A, S).

Como gjemplostenemos (N, +) 6 (R, +) 6 (Z, ).
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6. 2. Leyes de Composicion Externa.

Segun la definicion, en e conjunto A hay definida una operacién externa si tenemos
un conjunto B que sera el dominio de operadores y una aplicacion de AxB (o BxA) en
A.

Los elementos del dominio de operadores se suelen denotar mediante letras griegas.

Veamos algunas de las propiedades que puede verificar una ley de composicion
externa, que denotaremos por T.

1) Conmutativa.
"alB "x A aTx =xTa
2) Pseudoasociativa.
- i aT(bTx)=(aRbJTx
"a,bIB"IA| ()( )T
i (xTa)Tb = xT(aRb)

siendo R una operacion interna en B.
3) Elemento Unidad. A A

$ulB "xI A uTx=x=xTu

4) Distributiva respecto de S, operacion internaen A.

= (aTx)S(aTy)
(xTa)s(yTa)

5) Distributiva la operacion interra R de B respecto de T.

val By xyl Por laizquierda aT(xSy )_

Por la derecha  (xSy)Ta

- - jPorlaizquierda (aRb)Tx = (aTx)S(bTx)
"a,bl B "xI A
1 Por la derecha  xT(aRb) = (xTa)S(xTb)

7. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.

7.1. Estructuras Algebr aicas con una operacion inter na.

A lo largo de este punto vamos a denotar la operacion interna mediante el simbolo
* . Entonces, € par (A, *) denotaa conjunto A con la operacion interna* .

DEF El par (A, *) esun Semigrupo s la operacion interna es asociativaen A.

DEF El par (A, *) es un Semigrupo Conmutativo si ademas verifica la propiedad
Conmutativa.

DEF Diremosque (A, *) esun Monoide s es un semigrupo con elemento neutro.
Ejemplos:

1) (N, +) esun semigrupo conmutativo.
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2) (N, -) esun Monoide.
DEF Diremos que (G, *) es un grupo s se cumplen las propiedades asociativa,
existencia de elemento neutro y existencia de elemento simétrico. Si ademas se verifica
la propiedad conmutativa, diremos que es un grupo abeliano o conmutativo.
PROP En un grupo (G, *) & elemento neutro es unico.

Dem

Sabemos que el G es el elemento neutro.

Seael Gundementota que €*x=x*e =x "xI G

Entoncessedaque € =€*e=e y por tanto el neutro es unico.
PROP Cada elemento de G admite un Unico inverso.

Dem

"xXI G sabemosque $x G/xxt=e=x*x

Sea X 1 G otroinverso de x.

X t=xe=xYprxt) = (x ) xt = e xt =x?

Por tanto el inverso es unico.
PROP Dado (G, *) ungrupoy x,y, 24 G elementos cualesquiera, se verifica:

1S xy=eb x=y!, y=x?!
S xty=xtzb y=z
3)Siparaalgin i G x*y=ybP x=e (andogamente y*x =y)
4) (xy)yt =yt
Dem
Dxy=e b (xyyy =eyt b x(yy)=y b xe=y'b x=y’
x*y=e b x*(xy)=x*eb (x™x*y=x'p ey=x'b y=x'
xty=xz b x*(xy)=x*(x*2) b (x¥*x)*y=(x*x*zb ey=ezb
Py=z

Ixy=y b (¥ vy =yy'b x*(yy')=eb xe=e® x=e
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4) Oy (Yt = (¢ (yry ) X = gt =xext = e
Aplicando 1) y*x?!=(x*y)?
COROLARIO " xi Gcon(g, *) grupo, se verifica (x1)™* =x
Dem
Tomando y = x'y aplicando el apartado 1) de la proposicion anterior se obtiene.

DEF Llamaremos Orden del Grupo (G, *) a nimero de elementos de G, en caso de
gue sea finito.

DEF Sea(G,*) un grupo y HCG un subconjunto no vacio. Diremos que (H, *) es un
Subgrupo de (G, *) si

) "x,yiHP x*yl H
2) el H
3 "xiH $x'H

PROP Sea (G, *) un grupo y HCG un subgrupo no vacio. (H, *) es un subgrupo de
(g.*)sysolos " x,yi H x*y* H.

Dem.

“p ”
Como (H, *) essubgrupob " x, i H x, ¥y HP x*yl H.

“U ”
Sea x| H. Entonces por hipotesis x*x1 Hp €l H.

Seaxl Hy el H por hipétesis ex 1 Hp x* H

Seax,yl HP porloanterior y'I HP Aplicando la hipétesis x* (y*)'1 Hp
b xtyl H.

Como (H, * ") verificalas tres condiciones b (H, *) es subgrupo de (G, *).

7.2. Estructur as Algebr aicas con dos oper aciones inter nas.

A lo largo de este punto vamos a denotar las dos operaciones internes mediante
simbolos* vy o .

7.2.1. Anillos.
DEF Laterna(A,*, o) esun Semianillo si se verifican

1) (A,*) esun semigrupo conmutativo con neutro.
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2) (A, o) esun semigrupo.
3) Laoperacion o esdistributiva respecto de la operacion * .

DEF (A, *, o) esun Semianillo conmutativo si (A, *, o) esun semianilloy (A, o) es
un semigrupo conmutativo.

DEF (A, *, o) esun Semianillo con elemento unidad s (A, *, o) esun Semianillo y
(A, o) esun semigrupo con elemento neutro.

Ejemplo.

(N, +, -)es un semianillo conmutativo con el emento unidad.
DEF Llamamos Anillo alaterna (A, *,0) verificando:

1) (A, *) esun grupo conmutativo.

2) (A, o) esun semigrupo.

3) Laoperacion o es distributiva respecto de la suma.

S ademés, laoperacion o es conmutativa, € anillo es Conmutativo; si la operacion
o tiene elemento neutro, es un anillo unidad; y s verifica ambas, es un anillo
conmutativo con elemento unidad.

Ejemplo:

Los conjuntos Z, Q, Ry C con la suma y e producto forman Anillos
Conmutativos con elemento Unidad.

PROP Sea (A, +, ) unanillo. " x,y, 4 A se verifican las siguientes propiedades:

1)O-x=x-0=0

) (-x)-y=x-(-y)=-(xy)

3 x)-(y)=xy

Hx-(y-2)=xy—-xz y (X-y)-z=X-z2-y-2Z

Dem

1) x-O0=x-(0+0)=x-0+x-0b x-0=0
O-x=(0+0):x=0:-x+0:-x b O0-x=0

2) (x)-y+tx-y=(x+x)y=0-y=0b (-x)y=-(xy)
X-y+x-(y)=x-(y-y)=x-0=0P x-(-y) =-(xy)

3 (X)-(y=-K-Cy)=-(-K-y)=x-y
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) X-(y=D=X-(+ (D) =Xy +x-(D=X-y+(x-)=x-2-y-2

(=) 2= (+(-Y) Z=X-2+(y) 22X -2+ (Y ) =X 2=y -2

DEF Diremosquea, bl A, con (A, *,o) anillos, son Divisoresde Ceros al e, bt
ey ach =gy (con ey esneutro delaoperacion o.

OBS S utilizamos las operaciones habituales de suma y producto (a igua que en la
proposicion anterior), la definicion dice que las divisiones de cero son aguellas que
verifican at O,b! oya-b=0.

DEF (A,*, o) esun Dominio de integridad si es un Anillo conmutativo con el emento
unidad y no posee divisores de cero.

DEF Sea(A,*, o) un Anillo y SCA un subconjunto no vacio. Diremos que (S, *, o)
esun Subanillode (A, *, o) si

1) (S,*) esunsubgrupo de (A, *)
2) " x, yl Ssecumplequexoyl S.

Si ademés, (A, *, o) esun Anillo con unidad, (S, *, o) lo seras egl S
Ejemplos:
(Z, +, ) esun subanillo conmutativo con unidad de (Q, +, -).

DEF Diremos que un subconjunto no vacio Il A, con (A, *, o) anillo, es un Ided de
A s cumple

1) (I, *) esun subgrupo de (A, *)
20)"xI1 y "a A aox |
2B)"xI1 y "d A xod I

Si sdlo verifica 1y 2A diremos que esideal por laizquierday s solo verificaly
2B seraided por la derecha.

Ejemplo:
Todos los ideales de Z son los conjuntos | = (a) con (&) ={a-n/nl Z}
PROP Sea (A, *, o) un anillo. Todo ideal | del anillo es un subanillo.
Dem

Inmediatamente a partir de ambas definiciones.
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OBS El reciproco de la proposicion anterior no es cierto.

DEF Sea(A,*, o) un anilloy Bl a un subconjunto. Llamamos ideal engendrado por
el subconjunto B a menor ideal que contiene a B.

DEF Diremos que unideal | es principal s es un ideal engendrado por un subconjunto
con un solo elemento.

DEF Un Anillo (A, *,0) es Principal s es un dominio de integridad y todos sus
ideales son principales.

DEF Sea(A, *, o) un anillo conmutativo e | un ideal de A. Diremos que | es Ideal
Maximal s 11 A 'y no esta contenido estrictamente en un ideal propio.

DEF Sea(A,*, o) un anillo conmutativo e | un ideal de A con 1 * A. Diremos que |
esun ideal primo si lareacion xoyl | implicaquexi | o yi 1.

7.2.2. Cuerpos.
DEF Diremos que un anillo (K, *,0) es un Cuerpo s todo elemento no nulo de K
admite inverso para la operacion o. El Cuerpo es conmutativo si la operacion o es

conmutativa.

También podemos prescindir de la nocion de Anillo y dar como definicion de
Cuerpo la siguiente.

DEF Diremos quelaterna (K, *, o) esun Cuerpo s se verifica:
1) (K, *) es un grupo conmutativo.
2) (K—={o},o) esungrupo.
3) Laoperacion o esdistributivarespecto de *.

S ademas (K — {o},o) es conmutativo, diremos que (K, *,o) es un Cuerpo
Conmutativo.

DEF  Un subconjunto Kol K con (K, *, o) esun subcuerpo si (Ko, *, o) €s un cuerpo.
7.2.3. Reticulo.
DEF Llamaremos Reticulo alaterna (A, *, o) verificando:

1) Las dos operaciones internas son asociativas.

2) Las dos operaciones internas son conmutativas.

3) Las dos operaciones internas son idempotentes.

4) Las dos operaciones internas son absorbentes.

OBS Para que una operacion interna sea idempotente debe verificar que " al A
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ara=a 0 aca=a

Paraque * y o sean absorbentes (verifiquen la propiedad de absorcion) debe
cumplirseque "a bl A (a*b)c a=a y (ach*a=a

Ejemplo:
Dado un conjunto U, tenemos que (P(U), E, C) es un reticulo.

DEF Laterna(A, *, o) es un reticulo distributivo cuando, ademés de ser reticulo,
ambas operaciones internas verifican la propiedad distributiva de una respecto a la otra.

DEF Llamaremos Elemento Infinito del reticulo (A, *, o) y lo representaremos por i,
al elemento neutro de a operacion *.

DEF Llamaremos Elemento Universal del reticulo (A, *, o), y lo representaremos por
u, a elemento neutro de la operacion o.

PROP Sea (A, *, o) un reticulo con elemento infimo y elemento universal. Dado d A
se verifica

1) aci=i
2) a*u=u

Dem

Comoi es d elemento neutro de * severifica "al A a&i=a
Por la propiedad de absorcién
(Fa)oi=i P aci=i

Como u es e elemento neutro de o severifica "al A aou=a
Por la propiedad de absorcién
(ued*u=ub au=u

DEF Diremos que (A, *,o) es un reticulo Complementario s es un reticulo con
elementos infimo y universal y ademas verifica
"d A $dlAlard=u y acd =i

7.3. Estructuras Algebraicas con una operacion internay otra externa.

En este punto vamos a denotar por - a la operacion externa, teniendo como
subindice el conjunto sobre el que esta definida.

7.3.1. MAdulos.
DEF Sea(A,*,o) un anillo conmutativo con unidad y M un conjunto sobre el que hay

definida una operacion interna, *u, y una operacién externa -, con dominio de
operadores A. Diremos que (M, * v, - a) €sun A-Mdodulo s verifica
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1) (M, * ) €sun grupo conmutativo.

2) La Ley externa verifica la propiedad distributiva (por ambos lados) respecto de
*m, la propiedad pseudoasociativa y existe elemento unidad.

Si ademés, la operacion externa es conmutativa, diremos que (M, *, -a) €S un A-
Modulo Conmutativo.

DEF S (M, *\, -a) esun A-M6dulo y SI M es no vacio, diremos que S es un
submédulo de M s S, con las operaciones de M restringidas, es un A-Maédulo.

7.3.2. Espacios Vectoriales.

DEF Sea (M, *m, -a) un A-Modulo. Diremos que es un Espacio Vectorial s €
dominio de operadores A tiene estructura del Cuerpo.

Unadefinicion aternativa sin que aparezca el concepto de Modulo seria:
DEF Laterna(V, *v, - k) esun K-Espacio Vectoria s verifica

1) (K, *k),0) €s un cuerpo.

2) (V, *v) es un grupo conmutativo.

3) Laley externa verificala propiedad distributiva (por ambos lados) respecto de * v,
la propiedad pseudoasociativay existe elemento unidad.

DEF S (V,*v, -«) es un K-espacio vectorial y WI V es no vacio, diremos que W es
un subespacio vectorial de V s W, con las operaciones de V restringidas, es un K-
espacio vectorial.
PROP W es un Subespacio vectorial de (V, *vy, - k) S y solo s verifica

D"x, M Wb x*yvyTW

2"al K "xI Wb a-xxXI W
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