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TEMA 67

INFERENCIA ESTADISTICA. TEST DE HIPOTESIS.

1. INTERVALOSCONFIDENCIALES.

La estimacion puntual de un pardmetro no resulta de mucho valor s no se posee
alguna medida del posible error cometido en la estimacion. Toda estimacion g de un
parametro q deberia acompafiarse de cierto intervalo que incluyera a g, por g emplo,

de la forma (q-d, g+d), junto con alguna medida de seguridad de que el parametro
verdadero q fuerainterior a dicho intervalo. A menudo las estimaciones se dan de esta
manera. Asi la carga electronica puede estimarse que vale (4,770 = 0,005)10*°
unidades el ectrostaticas, dandose a entender con ello que es muy poco probable que €
primer factor sea exterior a intervalo 4,765 a 4,775. Un contable que se ocupe de los
costes de una editorial, y que quiera tener en cuenta todos los factores que intervienen
en le coste de produccién de cierto libro (costes efectivos de produccion, proporcién de
sostenimiento, proporcién de sueldos directos, etc.), podra estimar el coste en 83+ 4,5
centavos por volumen, 1o gque significa que es muy probable que € code correcto esté
comprendido entre 78,5 y 87,5 centavos por volumen. La Oficina de Estadistica del

Trabajo puede estimar €l nimero de parados en un momento dado en 2,4 + 0,3 millones,
teniendo bastante seguridad en que € nlimero verdadero estd comprendido entre 2,1y
2,7 millones.

A fin de precisar a estas ideas, consideremos un caso particular. Supongamos una
muestra (1,2; 3,4; 0,6; 5,6) de cuatro observaciones, extraida de una poblacion normal
de media desconocida 1y desviacion estandar conocida 3. La estimacién maximo-

verosimil de nr esla media de las observaciones maestrales,
X =27
Queremos determinar los limites superior e inferior entre los cuales queda
comprendido, con bastante seguridad, € valor verdadero del paréametro. En general,
para muestras de tamafio cuatro, procedentes de la distribucién dada, la cantidad
y= X-m
3
%
tendra una distribucion normal con media cero y varianza unidad; X es la media
muestral, y 3/2es s / \n. Por tanto, lacantidad g tiene por funcion de densidad

N
1 5V

f(y)= Fpe ©)

que es independiente del valor verdadero del pardmetro desconocido, y se podra
cacular la probabilidad de que g esté situado entre dos numeros elegidos

arbitrariamente. Asi, por gemplo,
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P(- 196 <y <196) = 6:’:6 f (y)dy = 095 (4)
En estarelacion, ladesigualdad -1,96< g, o bien

X-m
3/2

- 196 < (5)

equivale ala desigualdad

< X +3/ 2(1,96) = X +2,94

y ladesigualdad

0<196

esequivaente a

m>X- 2,96
cabe por tanto, volver a escribir (4) en laforma
P(X- 2,94< MK X +2,94) = 0,95 (6)
y sustituyendo X por 2,7
P(- 0,24 < mx 5,64) =0,95 7)

Podemos decir que estos limites obtenidos, -0,24 y 5,64, contendran e valor del
parametro verdadero, con una seguridad del 95%.

Debe examinarse cuidadosamente el significado de (6) y (7). La probabilidad de que
el intervalo aeatorio X-2,94 a X +2,94 cubra a la media verdadera - es 0,95. Esto es,
S se extraen repetidamente de la poblacion muestras de tamafio 4, y s se calcula para
cada muestra el intervalo aeatorio X -2,94 a X +2,94, es de esperar que le 95% de estos
interval os contengan la media verdadera . Tenemos, pues una gran confianza en que
el intervalo -0,24 a 5,64 cubra la media verdadera. La medida de nuestra confianza es
0,95, porgue antes de extraer la muestra, la probabilidad de que €l intervalo que
intentamos construir cubra la media verdadera es 0,95.

El intervado -0,24 a 5,64 recibe € nombre de intervao confidencia o, mas
concretamente, intervalo confidencial del 95%; la probabilidad, en este caso 0,95, se
denomina coeficiente confidencia o coeficiente de confianza.

Es posible obtener intervalos con cualquier grado de confianza que se desee. Asi,

puesto que
P(- 258 <y <2,58) = 0,99 (8)
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se obtiene un intervalo confidencia del 99% para la media verdadera considerando las
desigualdades como antes, y sustituyendo X =2,7, con lo que resulta

P(- 117 < M 6,57) = 0,99 9)

Debe observarse que hay muchos intervalos posibles con la misma probabilidad. Asi
, por gemplo, ya que
P(- 1,68<y<270) =095 (10)

tenemos otro intervalo confidencial del 95% para nr, dado por
P(- 1L35< nk5,22) = 0,95 (11)

Este intervalo es inferior a de antes obtenido, ya que su longitud 6,57 es superior a
la longitud 5,88 del intervalo dado en (7), por lo que procura una informacion menos
precisa sobre la situacion de nr. Dos numeros cuaesguiera a y b, taes que las
ordenadas que les corresponden incluyan el 95%. En general, se desea que € intervalo
confidencial sea o méas pequefio posible; esto se logra haciendo que a y b estén tan
préoximos como sea posible, ya que larelacion P(a< g < b)=0,95 da lugar a un intervalo

confidencial de longitud (s /«/ﬁ) (b-a). Ladistancia (b-a) se hace minima para un area
dada cuando f(a) = f(b), como se ve claramente en lafigura 1. s e punto b se desplaza
un poco hacia la izquierda, €l a debera moverse una distancia menor hacia la izquierda,
a fin de que @ area siga sendo la misma; esta operacion disminuye la longitud del

intervalo y continua disminuyéndola mientras f(b) < f(a). Como en este gemplo f(y) es
simétrica respecto ay = 0, € valor minimo de b — a, para un vaor prefijado del érea,
corresponde ab = -a. Por tanto, (7) da €l intervalo confidencial més corto del 95%, y (9)
da €l intervalo confidencial més corto del 99%, ambos para €l parametro .

En muchos problemas no es posible construir los intervalos confidenciales més
cortos para un coeficiente de confianza dado. En estos casos, resultara deseable hallara
un intervalo confidencial que tenga las méas corta longitud esperada, 0 que sea tal que
haga minima |la probabilidad de que € intervalo confidencial cubra un valor n*, donde

n*t m.

Fig. 1

El método genera que agqui exponemos es el siguiente. Se halla, si es posible, una
funcion de las observaciones muestrales y del parametro a estimar (la funcion y
anterior), cuya distribucion sea independiente del pardmetro y de otros pardmetros
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cualesguiera. Entonces, cualquier afirmacion probabilisticade laformaP(a<y<hb) =y.
en donde g es la funcion, dard lugar a una afirmacion probabilistica relativa al
pardmetro. Esta técnica es aplicable en muchos problemas importantes, pero hay
también otros muchos en los que no puede aplicarse, por ser imposible hallar funciones
de la forma deseada y cuya distribucion no dependa de pardmetros. Estos ultimos

problemas se abordan mediante una técnica mas general que describiremos en la seccion
5.

La idea de la estimacién por intervalos puede generalizarse de modo que incluya la
estimacion simultanea de varios parametros. Asi, los dos parametros de la distribucion
normal se estiman mediante una cierta region plana R, en el Ilamado espacio
paramétrico, espacio de todas las combinaciones posibles de los valoresde mry s?.
Una region confidencial del 95% es una region que se puede construir a partir de la
muestra, de tal forma que, S se extraen muestras repetidamente, construyendo una
region para cada unade ellas, el 95% (por término medio) de estas regionesincluiran €l
punto paramétrico verdadero (m,s/) . (véasefigura2)

Los intervalos y regiones confidenciales ilustran adecuadamente acera ce la
incertidumbre de las inferencias. En (7) se hizo la inferencia de que € intervalo -0,24
ab,64 cubre €l valor verdadero del pardmetro, pero no se establecié de forma categorica.
La medida 0,05 de la incertidumbre de esta inferencia constituye parte esencial de la
afirmacion.

d'?
o —~
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Fig. 2

2. INTERVALOS CONFIDENCIALES PARA LA MEDIA DE UNA
DISTRIBUCION NORMAL.

El método utilizado en la seccidn anterior no suele ser de posible utilizacidon para
estimar la media de una poblacién normal, pues lo corriente es que se desconozca la

varianza s . Lafuncion g toma la forma (para muestras de tamario n)

X-m
s/

y= )

By

y transformando las desigualdades:
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P(- 1,96 <y <196)=0,95 2
setiene

PEX - 1,96 < m< X +196—-2= 0,95 ©
g J/n ng

Para una muestra dada se conocen X y n, pero no s , de modo que no sera posible

cacular limites para r. Claro es que puede sustituirse s por una estimacion s ; pero

entonces la afirmacion probabilistica ya no seria exacta, y para muestras pequefias
podria ser muy errénea.

W. S. Gossett (que utilizé e seuddnimo de Student) indicd el camino para resolver
esta dificultad en una publicacion clésica en que introdujo la distribucion t. Se le
considera como fundador de la teoria de la inferencia estadistica exacta. La cantidad

X-m

t= 4
J& (- %7 /n(n- 1) @

comprende solo el parametro 'y tiene la distribucién t con n -1 grados de libertad, sin
incluir parametros desconocidos. Por tanto, sera posible hallar un nimero t, ., tal que

P(-ty o5 <t <tys) = d f(t:n- 1)dt = 0,90 (5)

convirtiendo después las desigual dades para obtener

-tOOS\/L__X)Z<m<x+t005 Mgzqgo (6)
’ n(n- 1) \J n(n-1

donde los limites se calculan para cada muestra dada, obteniendo asi un intervalo
confidencial del 90%.

P

D> 9) [N

=l : 0 tog
Fig. 3

El nimero t,,; recibe e nombre de nivel del 5% de t, y stla a los puntos que

separa un 5% del &rea limitada por f(t) en cada rama de la curva. Cabe obtener otros
intervalos confidenciales, empleando distintos niveles de t. Asi, se puede halar un
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intervalo confidencial del 98% usando € nimero t, ,,, que separa 0,01 del area en cada
ramade la distribucion. (véase fig. 3)

En este gemplo lalongitud del intervalo confidencial es

WER [ax- %’ R, EXCRESS o (& (x - %’
’ n(n- 1 ’ n(n-1) ’ n(n- 1)

Lalongitud es una variable aeatoria, ya que es funcion de las variables aleatorias x;. Es
también funcién del tamafio n de la muestra en que se basa € intervalo confidencia. Si

este es muy amplio, quizé resulta poco Util aunque sea alta la probabilidad de que cubra
al pardmetro desconocido. Asi, es preciso que e tamafio n de la muestra sea
suficientemente grande para que siendo la probabilidad ata, la longitud resulte 1o

bastante pequefia para ser Util.

3. INTERVALOS CONFIDENCIALES PARA LA VARIANZA DE UNA
DISTRIBUCION NORMAL.

Para muestras de tamarfio n de una poblacion normal la cantidad

u :w (1)

S

donde X esla media muestral, tiene la distribucion ji cuadrado con n — 1 grados de
libertad. Por tanto, puede construirse un intervalo confidencial con coeficiente
confidencial gamma, hallando dos niUmeros ay b tales que

Pla<u<b)=f(c?)dc’ =g %)
Transformando |as desigual dades, obtenemos

é3 (x - x)° 3 (x - X)°U
F,:a(x X oalk-%) g -
i

g b a

que proporciona un intervalo confidencial para s °.

T
.-"'.. "\-.\_‘_
& s

.- -

,"|-':|
|
[
!

-I"-'-. :
—_— & ——e

a [ x*

Fig. 5

Puesto que lalongitud de este es
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1060
2299 (x- %’ @
ga bg

el intervalo confidencial mas pequefio para una muestra dada se obtendria eligiendo a de
modo que [(1/a)-(1/b)] resultase minimo para el valor elegido de g. El calculo necesario

resulta muy laborioso. Las tablas ordinarias de la distribucion ji cuadrado proporcionan
nimeros c? tales que

P(u> c?) = 52 f(c?)dc? =i 5)

para valores elegidos de | . Al @nstruir, por gemplo, un intervalo confidencial del
95%, se sudle elegir a= Cgo,s Y D= Cyys, €10 €5, se eligen ay b de modo que quede

separado 0,025 del érea en cada rama de la distribucion. Esto da aproximadamente la
longitud minima del intervalo confidencial, a menos que e nimero de grados de
libertad sea muy peguefio (véase fig. 5).

4. REGION CONFIDENCIAL PARA LA MEDIA Y LA VARIANZA DE UNA
DISTRIBUCION NORMAL.

Al construir una region para la distribucion conjunta de la media my y la varianza
nj de una distribucion normal, cabria inclinarse a primera vista a utilizar las

estimaciones individuales dadas por las distribucionesty c?. Asi, por gjemplo, podria
construirse una region 0,9025 ( = 0,95%), como en la figura 6, haciendo uso de las dos
relaciones:

é 2 )2 2 <2 U
€ - X - X))

Pg)_(_ t0,025 M < na <X +t0'025 Mg: 0,95 (]_)
8 n(n- 1) n(n- 1) H

€4 (x - X)° a(x-x°u
Pé)i—<sg <)g2—u=0,95 2
é CO,025 CO,975 Q

y suponiendo que la probabilidad de los dos sucesos fuera € producto de las dos
probabilidades de cada uno. Esto no es correcto, puesto que las distribucionesdety c?
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Fig. 6

no son independientes. La probabilidad conjunta de que ambos pardmetros cubran los
vaores del pardmetro verdadero no es igua a producto de las probabilidades
correspondientes. Por tanto, la probabilidad de que la region rectangular de la figura 6

cubraa punto paramétrico verdadero ( n3,s ;) no es 0,9025.

Sin embargo es posible construir una region confidencia uilizando las
distribuciones de X y é_ (x, - X)?, que son independientes. Si, por ejemplo, se desea
unaregion confidencial del 95%, pueden hallarse nUmeros g, @ y b’ tales que

P2 X - o]
Pe- a< "™ < 47=./0,95 @975 (3
é so/Vn g
7 [o] <\ 2 ¥
e - X u
P@'<M<b'a:—do,95 (4)
2 So g

La probabilidad conjunta es

. _ o 2 N
e - X - X u

P& a<ﬂ<a’ a'<M<b'a: 0,95 (5)
6 S,/+n s g

debido a la independencia de las distribuciones. Las cuatro desigualdades de (5)
determinan unaregion en el espacio paramétrico, f&cil de determinar trazando las lineas
gue la limitan.




Basta reemplazar |os signos de desigualdad por otros de igualdad y representar
cada una de las cuatro relaciones resultantes como funcionesde Iy s? en e espacio
paramétrico. Resultara asi una region como la que aparece rayada en la figura 7.
Exactamente del mismo modo se obtendria una region confidencia para (m3,s,); la

relaciones se representarian como funciones de s en lugar de s ?, y la pardbola de la
figura 7 se transformaria en un par de rectas

as

Jn

=X+

que secortarianen X sobre el giedelas .

La regién que hemos construido no es la de aea minima, pero se construye
facilmente a partir de las tablas y difiere poco de la region de area minima, a menos que
sea pequerio € tamafio de la muestra. La region minima es, aproximadamente, de forma
elipticay dificil de construir.

5. METODO GENERAL PARA LA OBTENCION DE INTERVALOS
CONFIDENCIALES.

El método utilizado en las secciones anteriores para la determinacion de intervalos y
regiones confidenciales obliga a encontrar funciones de la muestra 'y de los parametros,
distribuidas independientemente de estos. No obstante, es posible establecer intervalos
confidenciales sin tener en cuenta la existencia previa de tales funciones.

Dada una poblacion por f(x ; ) y un estimador (x;,X,,...,X,) para muestras de
tamafio n (generamente, se usara e estimador de maxima verosimilitud),

determinaremos la distribucion del estimador, que vendra dada por g(d;q).
Supongamos, para fijar ideas, que se desea un intervalo confidencial del 95%. Si se

sustituye q , en g((i;q), por e nudmero arbitrarioq’, la distribucion de (i gquedara

completamente especificada, y seré posible dar enunciados probabilisticos relativos a c] .
En particular, seré posible hallar dos niUmeros hy y hy tales que

Pla<h)= ¢ a@anda =002 ®
PG> h,)= & o(Gandd=0025 @

Claro es que los nimeros h y h dependeran del nimero que sustituye a q en g(q;q).
En efecto, h y h son ciertas funciones de q, esto es h(q) y h(q). Los vaores de
estas funciones para cualquier valor de g vienen determinados por las dos ecuaciones
anteriores. Evidentemente,

P <d<h@]=§" sGadd=0ss @

a)
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Las funciones h(q) y hx(q) pueden representarse en funcion de q, como se ha
hecho en la figura 8. Trazando una vertical por cualquier valor ' de q, esta cortara a

ambas curvas en puntos que, proyectados sobre el ge de las d darén limites entre los
cuales caerd g, con probabilidad de 0,95.

Construidas las dos curvas (i h(q) vy (i hp(q), cabe obtener un intervalo
confidencial para q del sgwente modo: Se extrae una muestra de tamano nyse calcula

el valor del estimador q’. La horizontal trazada por € punto q del ge q (fig. 8)
cortara a ambas curvas en puntos que pueden proyectarse sobre € €e q y que
llamaremos ¢, y Q,, segun se indica en la figura Estos dos nimeros definen e
intervalo confidencial, pues se ve facilmente que

Plg, <q<q,)=095 (4)

Supongamos que estuviésemos extrayendo muestras de una poblacién en que €

vaor deq fuese q’. La probabilidad de que la estimacion o] guede comprendida entre
h(q’) y h(q’) es 0,95. Si la estimacion cae entre estos dos limites, dicho horizontal
cortara a la vertical trazada por Q' en cierto punto situado entre las curvas, y €
intervalo correspondiente (q,,q,) cubrirda a q’'. Se deduce, por tanto, que la
probabilidad de que un intervalo (g, ,q,), construido por este método, cubraa q’, es

exactamente 0,95. Esta afirmacion es cierta cualquiera que sea € valor de q en la
poblacion. A veces, es posible determinar los limites g, y g, para una estimacion dada,

s necesidad de hallar efectivamente las funciones hy(q) y he(q).

/,,.;.
/ /

L |

--——-f"
H_J-’l — |, S ! ,
f_.f"f v % :
1
Fig. 8

Con referencia a la fig 8, los limites para g son los puntos ¢, y ¢, tales que
h(q) = ci y hg(qz):ci’. Basandonos en la definicion de hy y hp, diremos que ¢, esd
valor de q parael cual

& 9(Gia)dd =0025 ®

y g, esd vaor de q parael cual
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Qu(@a)dq =0,025 )

S es posible expresar los primeros miembros de estas dos ecuaciones
explicitamente en funcion de q, y s las ecuaciones pueden resolverse univocamente
respecto a g, las raices son los limites confidenciales del 95%, para q.

Si h(q) y B(q) no son funciones mondtonas de q, d intervalo confidencial
puede ser, en realidad, un conjunto de intervalos. Asi, por gemplo, supongamos que las
curvas de la figura 8 se inclinaran mas hacia la derecha de modo que la horizontal
trazada por q’ volviera a cortarlas, por giemplo, en los puntos @, y q,. El intervalo
confidencial consistiria en dos intervalos (Q,,q,) vy (G;,d,). La afirmacion sobre q
seriade laforma

Pl <q<q,60,<q<q,)=095 (7)

Sin embargo, en la mayoria de las situaciones que se plantean en la préctica habra
un intervalo Unico, o sera posible elegir un intervalo Unico basandose en otros datos
disponibles relativos a experimento gque dio lugar alas observaciones maestrales.

El método aqui descrito para la obtencion de interval os confidenciales se extiende al
caso de varios parametros;, pero la representacion geométrica ya no es posible, ni
siquiera para dos pardmetros. Supongamos una distribucién que dependa de dos

parametrosq, y d, ; podemos hallar unaregion planaR en el plano (ildz tal que
Plq.d.enR)= p(@.4ia 4, )dg,da, =095 ®
R

Considerando todos los pares posibles de valores g, y g, limitaremos una region
cuatridimensional en e espacio,q,, C,, Q. C,, que es andoga a la region
bidimensional entre las curvas de la flgura 8. Supongamos ahora que se extrae una
muestray se calculan las estimaciones q1 yqz’ La interseccion de los dos hiperplanos
ql—q1 y qz—q2 con la region cuatridimensional determinara una region
bidimensional que, proyectada sobre el plano q,, q,, Sera una region confidencia del
95% para g, Q, .

e
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Este razonamiento se generaliza para abarcar €l caso de K parametros. El método
determinara una region confidencial para todos |os parametros de una distribucién. Si se
desea estimar algunos, pero no todos los pardmetros de un conjunto de ellos, dicho
método no podra usarse en general, pero en determinadas circunstancias s puede
modificarse para adaptarse a problema en cuestion. Por ahora, no hay solucién genera
del problema de construir regiones confidenciales para una parte del conjunto de K
parametros de una funcion de distribucién, excepto en el caso de muestras grandes.

6. INTERVALOS CONFIDENCIALES PARA EL PARAMETRO DE UNA
DISTRIBUCION BINOMIAL.

Aplicaremos el método general descrito en la seccion precedente a un problema que
exige su empleo. Si unamuestra X, X, ,..., X, procede de una poblacion binomial con

f(xp)=p - -~ x=0% O£ p£fl (D)

el estimador méaximo-verosimil de p es

2

ho))
I
S <

endonde y= é_ X puede tomar los valores 0, 1, 2, ..., n. La distribucion de p viene
dada por
R eno . oL 5 N 12
a(P; p)=§ PP (- p) p=0=,=..1 (3
np g nn
y no es posible halar una funcion de p vy p, cuya distribucion seaindependiente de p.

Volveremos a suponer, para fijar ideas, que € intervalo confidencial a construir es
del 95%. El primer paso consiste en determinar las funciones h, (p)y h,(p). Asi, parap
= 0,4, y de acuerdo con la seccion anterior, buscariamos un niumero h,(0,4), tal que

nh ..
P[b < h1(014)] = é__ gg(OA-) y(O,G)n' Y = 0’025 (4)

No obstante, por tratarse de una distribucion discreta, nhy deberd ser un entero, y
serd imposible lograr que la suma valga exactamente 0,025 para todo valor de p. Sin
embargo, no nos preocuparemos por esto, ya que no necesitamos una curva  h, (p)
definida para todo valor de p. Los Unicos puntos de interés son los que corresponden a
valores posibles dep. En efecto, es posble utilizar la técnica indicada por las
ecuaciones (5-5) y (5-6), por disponerse inmediatamente de una expresion explicita por
las probabilidades que figuran en e primer miembro de dichas ecuaciones. Suponiendo
gue tenemos una estimacion

S| x

Q)
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puede determinarse el limite superior confidencial de p,, del 95%, hallando €l valor de
p parad cua

a g”%py(l- p)"™ =0,025 ®)
Yo

y=0

siendo d limite inferior p, e valor de p parael cual

?gpy(l- )" =0,025 (7)
Yo

Qo

y=k

Si es k = 0, se toma cero como limite inferior, y s k = n, se toma 1 como limite
superior.

Para valores pequefios de n, las ecuaciones (6) y (7) pueden resolverse por tanteos, a
fin de obtener lasraices p, y p,; pero este cllculo se hace méas prolijo a medida que

aumenta n. Un método sencillo consiste en utilizar las tablas de Pearson para la funcion
beta incompleta. La forma acumulativa de la distribucion beta es

F(xa,b) 2%6?(1- £)° dt 6

y por integracion reiterada por partes se obtiene

3 +b+10 . .
F(X,a,b) =- é C I gxl(l_ X)a+b+1-| +1 (9)
2

i=0

Se deduce que las sumas binomiales parciales vienen dadas por la tabla de F(x;ab).
Podemos escribir |a ecuacién (6) del siguiente modo:

§ ano )
ag =p’'(y- P’ =1- F(p;k,n- k- 1)=0,025 (10)
y=08Yg

hallando inmediatamente en |la tabla € valor de p que corresponde a F =0,975 para los
valoresdados de k y n —k -1. Andlogamente, puesto que

& anog lan 0
=p’(1- p)"’ =1- p'A- p)™’
ak g)ﬁa ao gyg
se obtendra el limite confidencial inferior escribiendo (7) en laforma
o
a g';%oy(l- p)"™" =F (pik- Ln- k) =0,025 (11)
n 1]

Para valores de n que excedan de los tabulados, puede emplearse la aproximacion
normal a la distribucién binomial, y obtener intervalos confidenciales de p, tal como se
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indica en la seccion siguiente, o bien utilizar las Tables of the Binomial Probability

Distribution (National Boreau of Sandards, Applied Mathematics Series 6, Washington
DC, 1950).

7. INTERVALOS CONFIDENCIALES PARA MUESTRAS GRANDES.

Para muestras grandes, € estimulador g méximo-verosimil para el parametro g de
una distribucion dada por f(x; ) tiene, bgo condiciones bastante generales, una
distribuciéon aproximadamente normal respecto de . Cuando se satisfacen taes
condiciones, se obtienen facilmente intervalos confidenciales aproximados. La varianza
del estimulador en las muestras grandes es

-1
nE[f1? log f (x.a)/To’]

s?’@) = (1)

en donde s ?(q) indica que es una funcién deq, porque ordinariamente dependeré de
este parametro. Para muestras grandes, por tanto, puede determinarse un intervalo
confidencial con probabilidad g, convirtiendo las desigualdades en

é "- ~
Pe d, <494 <dgg@29 2
& s@ g

en donde d, se ha elegido de modo que

1,
\dg 1 _Et

—e? dt=2
Qo 9

8. INTERVALOS CONFIDENCIALESMULTIPLES.

En la secciones anteriores hemos indicado que la interpretacion frecuencia-
probabilistica de los intervalos confidenciales es la siguiente: En repetidos muestreos,
100(1-a )% de los intervalos confidenciales construidos contendran el pardmetro

desconocido q, donde 1 - a es @ coeficiente confidencial. Para ilustrar esta
interpretacion con mayor precision, supongamos que se extrae una muestra aleatoria de

tamafio k de cada una de 3 poblaciones normales de medias m, M y m,
respectivamente y varianzacomin s ?.

Construiremos un intervalo confidencial del 95% @mra m-m, mM-my
Para hallar un intervalo confidencial para m-m tenemos en cuenta que X
normal, con media 0 y varianza s ?/k; ¥- m) es normal con media Oy varianza s ?/k;
y-my X-m son independientes luego

m-m.
-m s

w=(X-m)—(y-m)=(X-y)-(m-m)
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es normal con mediaOy varianza 2s */k y , por tanto,

W
2%/k

es también normal, con media O y varianza 1. Si hacemos

2= L 2 (x. %2
S = gal-X

1 o,
S, = 7a -y
=8z

entonces

3k-Ds® _ (k- D' +(k-Dsy +(k-Ds;
—be - = @)

se distribuye segtin una ji cuadrado con 3k -3 grados de libertad, y & es independiente

de w. Por tanto,
w(<ks) _ w/k
J2ss /2

se distribuye segin una t de Student con 3(k -1) grados de libertad. Un intervalo
confidencial del 95% para m-m es

t=

¢ o 2s? U
PgX -Y)- to,ozs ——<Mm-m< (X-Y) +to,025 Tg: 0,95 (3)
8 B

Por un proceso semejante se deduce que un intervalo confidencial del 95% para m-
m es

é 2
Pé(>_<- Z)- to,ozs Zi < ni]' I’Q<(7- z)"'to,ozs 25 U 095 (4)
8 | k I kg

y, andogamente, un intervalo confidencial del 95% para n)- m es
e 2s° o fZS2 u
ng' Z) - to,ozs T <m-m< (y‘ Z) +to,025 TL;':O’QS (5)
e ¢!
S se toman repetidos conjuntos de observaciones (1), y se calcula (3) para cada

conjunto de 3k observaciones, entorces, para un nimero grande de repeticiones, € 95%
de losintervalos confidenciales cubriran a m- m.
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Si para cada conjunto de 3k observaciones se calcula € intervalo confidencia (4),
para un nimero grande de repeticiones el 95% de estos intervalos cubriran a m- M.
Andlogamente, si para cada conjunto se calcula € intervalo confidencial (5), en un
nimero grande de repeticiones, e 95% de los intervalos contendran a m-m.
Deseamos calcular intervalos confidenciales para m)-m, m-my m-m, tales que la

probabilidad de que los tres intervalos confidenciales resulten simulténeamente
verdaderos sea, por gemplo, € 95%. S los tres intervalos dados por (3) a (5) fuesen
independientes, en un niimero grande de repeticiones, para e (0,95)° de los conjuntos,

(3) cubririaa m- M, (4) cubririaa M- M, y (5) cubririaa - m. Sin embargo, puesto
que (3), (4) y (5) no son independientes, esta probabilidad no es (0,95)3. Para resolver
este problema definiremos el coeficiente confidencial experimentativo. Un conjunto de
observaciones tales como (1) recibira € nombre de experimento; puede haber t
poblaciones en lugar de 3. En cada experimento, se calculan intervalos confidenciales

para las t(t-1) diferencias m- m. S en e 95% de los experimentos la totalidad de los

t(t-1) intervalos confidenciales cubren a sus diferencias respectivas (m-m), diremos
gue el coeficiente confidencial experimentativo es 0,95.

Enunciaremos € siguiente teorema aungue no daremos su demostraci on.

Teorema.
Sea v,,V,,...,v, una muestra aeatoria de tamafio n de una poblacion normal de media

0y varianza s ?, y designaremos por R € recorrido de estas variables aleatorias; es
decir, R = méx v, -minv, . Supongamos que vs’/s ? esindependiente de las v, y esta
distribuida segiin una ji cuadrado con v grados de libertad. La variable aeatoria

R
q=—
S

se distribuye como el recorrido studentizado, con n y v grados de libertad en el
numerador y en e denominador, respectivamente.

La funcién frecuencia de g es bastante complicada y no se dard agqui, pero la
cantidad q, , definida por P(g< g, )=1-a , puede obtenerse en para varios valores de n, v
y a=0,01, 0,05y 0,10.

Para ilustrar como puede emplearse este teorema, hallaremos un conjunto de
intervalos confidenciales con un coeficiente confidencial experimentativo del 0,95.
Consideremos las variables aeatorias (nos limitaremos al caso especial de 3)

3(k - 1)s?

.Uy, U,,U,
S

en donde $ esta4 dada por (2), y u,,u,,u,son los estadisticos ordinales de las tres
variables aleatorias v, V,,V,; con
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v, =(®- mWVk v, =(y- mWVk v, =(z- m)vk

Puesto que las v, son variables normales independientes, de medias O y varianzas

s 2,y dado que 3(k -1)s*/s ? es una variable de ji cuadrado independiente, con v = 3(k
-1) g. de |, utilizaremos el teorema 1 para demostrar que q se distribuye como €
recorrido studentizado, con n =3 g. de |. en e numerador y v =3(k -1) g. de |. en €

denominador, siendo

U;-u, _maxv, - mny,
S S

q= R
S

También
5

1-a=P(q<qa):P8eu<qa+_
e S a

ax V. - mnv, 5
:Pgm Y V'<qa9:
e S [7]

= P(maxv, - mnv, <sq,) (6)

Peros max v, - minv,<sq, , setienen las tres desigual dades siguientes:

(- m)- (y- rrg)|<jq§

(X- m)- (z- na)|<3q§
y
|(y-re)-(z-r@)|<%
lo que implica
_ﬂa - - - Sqa
<= 9)- (m-m) <k
-7&<(X-Z)-(m- n@)<5j§ W
e sq,

Jﬁ<(Y-2)-(m- na)<ﬁ

Si utilizamos (7) con (6), la probabilidad de que las seis desigualdades (8) sean
verdaderasesl1-a:
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(X_y)_JF rm-na<(X-V)+JF

(V- %)- jq§<na- M <(y- %)+

Ha e - m<(x- 7)+ %

(X-2)-

o cmm-m<(z- x)+ %

(Z- %) -

(7-2)- 7 <m-m<(y- 2+ k

(z- 9 <m-m<(- 9+ 2k

En e caso de haber mas de tres poblaciones, serian vdidas las mismas férmulas,
salvo que variarian los grados de libertad para q, y que existirian t(t-1) intervalos

confidenciales.

9. INTRODUCCION AL CONTRASTE DE HIPOTESIS.

Lainferencia estadistica comprende dos partes principal es, a saber: |a estimacion de
parametros y los contrastes de hipotesis. En este capitulo estudiaremos la segunda de
ellas, con el objetivo de desarrollar métodos generales para los contrastes de hipotesis y
su aplicaciéon a algunos problemas corrientes. Estos métodos también se utilizaran en
capitul os posteriores.

En la investigacion experimental se pretende a veces simplemente estimar un
pardmetro; por gemplo, puede que interese estimar la produccién de un nuevo hibrido
de maiz. Muchas veces, € objetivo fina es la utilizacion de dicha estimacion. Asi
ocurre cuando se quiere comparar la produccion del nuevo hibrido con la
correspondiente a una variedad conocida, a fin de recomendar |a sustitucion de esta por
aquel, en caso de que parezca superior. Esto sucede corrientemente en la investigacion;
puede ocurrir que interese determinar s un método nuevo para cerrar |amparas aumenta
la vida de éstas; s un nuevo germicida resulta més efectivo en el tratamiento de cierta
infeccion; s un método de conservacion de aimentos es preferible a otros, en lo que se
refiere ala conservacion de vitaminas, etc.

Utilizando como ejemplo €l caso de las |amparas, supongamos que la vida media de
las fabricadas por medio de un proceso conocido es de 1400 h. Se desea contrastar un
nuevo procedimiento para la fabricacion de lamparas. En este caso, € modelo
estadistico es € siguiente: se trata de dos poblaciones de |lamparas, |a constituida por las
correspondientes al proceso que se propone. Sabemos (en virtud de numerosas
investigaciones anteriormente realizadas) que la media de la primera poblacion es
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aproximadamente 1400. Se desea averiguar s la media de la segunda poblacion es
superior o inferior a 1400. Tradicionalmente, para resolver este problema, se establece
la hipotesis de que una medida es mayor que la otra. Basandose en una muestra de las
poblaciones se aeptara o rechazara la hipétesis. (Naturalmente, se confia en que €
nuevo proceso es mejor y que la hipotesis sera rechazada).

Para contrastar la hipétesis se fabrica cierto nimero de l&mparas mediante € nuevo
procedimiento, midiendo después su duracion. Supongamos que la media de esta
muestra de observaciones es de 1550 h. Esto parece indicar que € nuevo proceso es
mejor; pero supongamos que la estimacion de la desviacion esténdar de la media es
d/+/n , igua a 125 (sendo n @ tamafio de la muestra). Por tanto, e intervalo
confidencial del 95% para la media de la segunda poblacion (suponiendo la poblacion
normal) es aproximadamente de 1300 h a 1800 h. La media muestral 1550 podria
proceder facilmente de una poblacion cuya media fuese 1400. No tenemos, pues,
motivos suficientes para rechazar la hipotesis. Por otra parte, S d/+/n fuese igual a 25,
podriamos rechazar la hipodtesis con gran confianza y afirmar la superioridad del nuevo
proceso de fabricacion.

Se ve, pues, que los contrastes de hipétesis esta relacionada intimamente con el
problema de la estimacion. No obstante resulta instructivo desarrollar la teoria de los
contrastes independientemente de la de la estimacion a menos en principio.

L os contrastes de hipétesis puede integrarse en la estructura del problema general de
decision de la siguiente forma: existen dos acciones finales posibles, a y &. La accion
apropiada a tomar depende del valor del pardmetro desconocido q, llamado algunas
veces estado de la naturaleza, que es un elemento del espacio paramétrico W. El

conjunto W puede descomponerse en dos conjuntos, v, yV,, tales que se elige la
accibna 9§ q perteneceav ,,y laaccion a9 g perteneceav , . Lapérdida asociada a
laaccion ay a estado de la naturaleza q viene dada por 1(a;q), donde I(a;q)2 0 y

l(a;;q)=0 Sigestaenv,

e o (1)
l(a,;q)=0 Sigestaenv,

Sea s= (X, X,,...,X,) una muestra aleatoria procedente de f (x;q),y S, €l espacio
muestral n-dimensional. Una estrategia (funcion de decision) es una funcion d que
asigna a cada posible muestra una accion de A, donde

A={a:a=a 0a,}.
Laaccion que setomaes
a=d(X,%,..X)
En este problema en e que existen solo dos acciones, cada estrategia d (funcion de

decision) puede representarse por una particién del espacio muestral rdimensional en
dos conjuntos diguntos, $; y S, siendo
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S,=5=5S-5

tales que se toma la accién a s e punto muestral scaeen S,y lag s scaeen S. E
riesgo (pérdida esperada) correspondiente a la estrategia d esté dado por

R(d;q) =I(a;a)P(sT Sa)+I(a,;;:a)P(sl S,[q) 2

donde P(sl Sl|q) denota la probabilidad de que el punto muestral s caigaen S; cuando
el valor del pardmetro (estado de la naturaleza) es g, y andogamente para P(si Sz|q) :

Puesto que setomalaaccién a; siscaeen S, y laa Si caeen S, las probabilidades
en la ecuacién anterior son las correspondientes a adoptar las acciones & y &,

respectivamente, cuando q es el estado de la naturaleza. Se denominan probabilidades
de accion.

DEF Sea S un espacio muestral n-dimensional, y S y S,, una particion del espacio
muestral, tal que s un punto muestral

S= (X, Xy, X,,)
caeen S, setomalaaccién a, y si scae en S se adopta la accion &. Las siguientes
probabilidades se denominan probabilidades de accion:

P(sT Sa) P(sT S,[a)
donde P(sT S|q) esla probabilidad de que s caiga en S (probabilidad de que se tome
laaccidn a) cuando el verdadero estado de la naturaleza es q.

S en la ecuacion (2) calculamos €l riesgo cuando q pertenece a v ,, € cua
designaremos por R(d;qgi v ,), se obtiene:

R(d;ql v,) =I(a,;ql v,)P(sT Slal v,)+(a,;:ql v,)P(sl Saiv,) (3
Utilizando la ecuacion (1), resulta
R(d;al v,)=I(a,;ql v,)P(sT S[al v,) (4)

Por un procedimiento andlogo, calcularemos el riesgo cuando q esta en v ,,
obteniendo

R(d;al v,) =1(a;ql v,)PGT Sjal v ,) (5)

Es decir, puesto que una de las dos pérdidas I(a;;q) y I(a,;q) es igua a O,
escribiremos €l riesgo en la ecuacion (2) en laforma

R(d;q) = I(@)e(d;q) (6)

donde
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I(a) =I(a,;0) =0 Sigestaenv, @
l(a,;q)=0 Sigestaenv,
siendo 1(g) la perdida asociada con la accion incorrecta cuando € estado de la
naturalezaes q,y €(d;q) en la ecuacion (6), es la probabilidad de error definida a
continuacion.

DEF Probabilidades de error.-La probabilidad de error, designada por €(d;q) en la
ecuacion (6), es la probabilidad de adoptar la accidon incorrecta. Es decir, es la
probabilidad de tomar la accién & 9 q estaen v ,, 0 bien tomar laaccion & S q esta
env,.

S ql v, estaprobabilidad se expresard asi:

&(d:q) =P|(x,..x,)T Sfal v,|=P(sT sjal v,)
que es la correspondiente a tomar la accion & erréneamente; y s gl v,, la
probabilidad de error puede escribirse:

e,(d:q) =Pl(x,...x,)T Sjal v,|=P(sT sfal v,)
gue es la probabilidad de adoptar la accién a; erroneamente.

DEF Contrastes de hipotesis.- Los conjuntos v 1y v 2 en la formulacion anterior del
problema de decision pueden asociarse ala hipétesis o afirmacion Hy: “ g estden v " y
alahipotesis alternativa Hy: “ g estaen v ,”, respectivamente. La accion a consiste en
aceptar la hipotesis (aceptar Hy) y la accion & en rechazar la hipotesis (rechazar H;). La
funcién de decision d que, aplicada a los datos, conduce a la aceptacién o rechazo de la
hip6tesis se denomina contraste de la hipotesis.

El objetivo es encontrar € contraste (la funcién de decision d) que hace minimo €l
riesgo para cada valor de g en W. Sin embargo, esto no es generalmente posible, sino
gue una funcién de decisién puede dar un riesgo minimo para ciertos valores de q,
mientras que otra funcion de decision puede hacer minimo el riesgo para otros valores
de q, etc. Por tanto, puesto que q es desconocido, hay que contar con la posibilidad de
gue no exista un método definido para determinar qué funcion da riesgo minimo en un
problema particular.

Otradificultad inherente ala utilizacion de las ecuaciones (4) y (5) se debe a que en
gran parte de los problemas de aplicacion, donde un experimentador desea utilizar
contrastes de hipoétesis, la funcion de pérdida es totalmente desconocida, o bien no se
conoce con la funcion acuracidad para garantizar su empleo. Si la funcion de pérdida no
es conocida, parece que un procedimiento razonable consistira en utilizar una funcién
de decison que, en cierto sentido minimice las probabilidades de error. El
procedimiento tradicional es elegir una probabilidad a , usualmente en el entorno de
0,01, 0,05, 0,10, 0,20 y halar la clase de funciones de decision (0 sea, determinar los
conjuntos S) tales que se satisfaga
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P(sT Slai v, £a (8)

Entonces, de la clase de contrastes que satisfacen a (8) se considera como “mejor”
contraste aguel paralacual

P(sT Sfal v,) ©

es minimo. En esta formulacion, la cantidad P(si S,|qi v,) de (8) se llama
probabilidad de rechazar una hipétesis verdadera (rechazar la hipétesis H; cuando de
hecho es cierta), y a veces se la denomina probabilidad de un error de tipo |, y (8) se
escribe en la forma P(l)£a. La cantidad P(sl S|qf v,) de (9 se llama

probabilidad de aceptar una hipétesis falsa (aceptar Hi cuando no es cierta), pero
algunas veces se denomina también probabilidad de un error de tipo |1, se escribe P(11).
Obsérvese que

e(da)=prP1) vy &,(d;q) = P(Il)

Laregion S, recibe e nombre de region de rechazo o de region critica, y S, region
de aceptacion. Si la afirmacion de (8) es verdadera, se dice que la extension de €

contraste es a . En lugar de la cantidad P(sT Sjqf v,) de (9) es a menudo més

conveniente utilizar P(sT S,|qT v ,), donde, evidentemente,

1- P(st sfal v,)=P(sT Sal v,) (10)

gue es la probabilidad de rechazar |a hipétesis H; cuando de hecho es falsa. La cantidad
P(sl Sz|q) se denomina potenciade el contraste, designandose por b(q), y es funcion

de g. Obsérvese que b(qg)=P(I) cuando g1 v ,. También b(g) =1-P(1)s ql v,.

A primera vista puede parecer que eda formulacion del problema de los contrastes
de hipétesis no tiene en cuenta la funcion de pérdida. En realidad, no prescinde de ella
completamente, puesto que llegar a un vaor razonable para a requiere que €
experimentador sopese bs consecuencias de cometer errores de los tipos | y II. La
anterior formulacion del problema ha recibido una atencion preferente por parte de los
estadisticos matematicos y se emplea extensamente por |0s experimentadores.

10. CONTRASTE _DE___UNA HIPOTESIS SIMPLE _CONTRA __UNA
ALTERNATIVA SIMPLE.

Una hipétesis H :ql v sellamasimples v contiene un punto Gnico. Asi, S Vv 1
constadel punto g, ys v 2 esd punto g,, € problema se denomina contrastar una
hipdtesis simple contra una alternativa simple.

Aqui lafuncion de riesgo para una estrategia d toma dos valores

R(diq) =1(q)P(1) R(d;q,) =1(@,)P(I);
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por tanto, para cada funcion de decision d, € riesgo R(d;q,) puede representarse por
un punto en un grafico cuyas coordenadas sean R(d;q,) y R(d;q,). Andogamente,
e(d;q) podra representarse en un gréfico cuyas coordenadas son las probabilidades de
error P(1) y P(Il). Este Ultimo grafico no implica la funcién de pérdida y es Util en
aquellas aplicaciones donde esta funcién no se conoce perfectamente y P(l) y P(l1)
pueden utilizarse como se explico en la seccion anterior.

DEF Unaestrategia (funcién de decision o contraste) d es admisible si no existe otra
estrategia d* tal que

R(d*;q) £ R(d;Q) paratodoqdeW
y
R(d*;q) < R(d;q) paradgin gdeW

Como se indico anteriormente, no hay en general, una funcién de decision que dé
riesgo minimo para todos los valores de g en W; por tanto, se comprende que 1o mas
razonable consiste en hallar la clase de las funciones de decison admisibles y
seleccionar una de ellas.

Para ayudar a encontrar la clase de estrategias admisibles, probaremos que toda
estrategia admisible es una estrategia de Bayes, y que toda estrategia de Bayes es una
contraste de la razdén de verosimilitud. Por tanto, toda estrategia admisible es un
contraste de la razon de verosimilitud. En consecuencia, s es posible hallar la clase de
contrastes de la razén de verosimilitud, esta incluira todas las estrategias admisibles; la
obtencion de la clase de contrastes de la razén de verosimilitud es, frecuentemente,
bastante féacil dedicaremos e resto de esta seccién a desarrollo de estas idess.
Recordemos que nos limitamos a considerar una hipétesis simple y una aternativa
smple.

DEF Estrategia de Bayes.- Una estrategia d es una estrategia de Bayes
correspondiente a probabilidades “a priori h, yh, =1- h, (h 3 0) s hace minimo B(d),
donde

B(d) = E[R(d;q)] = hR(d:q}) + ,R(d;cx,)
Esbozaremos la demostracion con el siguiente teorema.
TEOREMA

Para contrastar una hipétesis simple contra una alternativa simple, toda estrategia
admisible es una estrategia de Bayes.

Dem.

En primer lugar, observamos que la estrategia de Bayes correspondiente ah y h
puede representarse geomeétricamente dibujando la recta

hR+hR, =c
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y desplazandola mediante la variacion de c, paralelamente a si misma, hasta que toque a
T. El punto (o puntos) donde toca a T corresponde a la estrategia de Bayes. Como h
varia desde 0 hasta 1, la pendiente de larecta lo hace, desde O hasta - ¥ . Una propiedad
de los conjuntos convexos es que, dado cualquier punto del contorno, existe una recta
gue pasa por ese punto en la que se apoya € conjunto. Luego para toda estrategia
admisible, es decir, para cuaquier punto de contorno inferior a T, existe una recta de
apoyo que pasa por dicho punto. Por tanto, puede trazarse esta recta con pendiente no
positiva, y expresarse en laforma

hR +hR, =c

donde h y h son probabilidades posibles a priori (0 sea, O£ h, £1). Por consiguiente,
la estrategia admisible es una estrategia de Bayes.

El caso especial de contrastar una hipétesis simple contra una alternativa simple nos
Ileva a un resultado interesante; es decir, toda estrategia de Bayes es un contraste de la
razon de verosimilitud.

DEF Contraste de la razén de verosimilitud.- Un contraste basada en una muestra
deatoria x,,...,x, deladensdad f(x;q) paracontrastar H,:q =q, contra H, :q =0,

es un contraste de la razon de verosimilitud, s existe un nimero k tal que e contraste
permite

Aceptar H1  (accibna;)) s | >k
Rechazar H; (accibna) S| <k

una de las dos acciones sil =k

donde & es larazén de verosimilitud dada por

I =t(X,... X,) = f(xpq) f(x;q)---f(X,;0)

= . _ (1)
F0ia) T (%50) f (%10,

TEOREMA

Para contrastara la hipotess smple H,:q=q, contra la aternativa smple
H, :q =q,, toda estrategia de Bayes es un contraste de |a razon de verosimilitud.

Cabe interpretar que larazén de verosimilitud € es una medida de como la evidencia
confirma H;. Asi, es razonable aceptar H; cuando & es suficientemente grande.
Obsérvese que d ser “suficientemente grande” puede depender de factores tales como
las pérdidas debidas a error y e grado de confianza previa, si la hay, en la hipdtesis.
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11. HIPOTESIS COMPUESTAS.

En la préctica, la mayor parte de los problemas de contrastes implican hipétesis
compuestas. Estas hipotesis son de laforma H, : gl v ,, conlaaternativa H, :ql v ,,

endonde v , y/o v , contienen mas de un elemento.

En los contrastes de hip6tesis compuesta la situaciéon resulta mucho més compleja
gue cuando las hipétesis son simples. En el caso compuesto, |os contrastes admisibles
son dificiles o imposibles de obtener. En este caso, nos contentaremos, en general, con
un andlisis de las probabilidades de error P(1) y P(Il), e intentaremos hallar contrastes
gue de cierta manera las controlen.

TEOREMA

La region critica R de extension & que hace maxima la potencia de el contraste de
la hipotesis H,:q =q,, contra la aternativa H, :q=q, donde xi, ..., X, €S una
muestra aeatoria de tamafio n de f (x;q), se obtiene halando la regién R (S existe)
gue satisface a

_ FOa) F(%Giq)--F(%:9) <k @)
FOGR) T (X3 @) T (%,50,)

| = (X X,)

para un numero fijo k y tal que
00, Of (x1;a) F (%3 k). f (Xo @) Ay x,..dx, =@ (€©)

Esto, evidentemente, constituye una aplicacion de larazon de verosimilitud.

A primera vista no parece claro cdmo (3) implicak, pero laregién en que se verifica
(2) cambia d variar k, y cuando esto ocurre puede haber una regién (un valor de k) que
satisface a (3). Es importante insistir en que este teorema proporciona una region critica
mas potente (de extension &) para contrastar solo que e es también un Unico punto. El
teorema no da necesariamente un método para hallar una regién critica mas potente de
extensdna cuando U 1 0 p contienen mas de un punto. Veremos méas adelante que
algunas veces puede utilizarse en tales situaciones, que, evidentemente, son los casos
mas Utiles. Es decir, un experimentador puede desear contrastar que la diferencia de
rendimientos medios de dos variedades de trigo es cero contra la alternativa de que es
positiva. O un fabricante deseara quiza contrastar la hipotesis H, : mE O contra la

aternativa H, : m> 0, donde i esla diferencia de eficacia media de dos medicamentos.

En estos casos, 4 0 b (0 ambos) contienen mas de un punto. Existen cuatro casos
distintos:

1) Uy contiene un punto y U, contiene un punto.

2) U contiene un punto y tp contiene méas de un punto.
3) U contiene méas de un punto y U, contiene un punto.
4) U3y U contienen més de un punto.
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En general, e lema de NeymanPearson se aplica Unicamente al caso 1, pero
veremos que algunas veces es también Util en otros casos.

12. CONTRASTE DE E[JE; CONTRA E>E; PARA DENSIDADES CON UN
PAREMETRO UNICO E.

En estadistica aplicada existen muchas densidades que contienen un parametro
anico desconocido, tales como la binomial, la de Poisson, la normal de media conocida,
la normal de varianza conocida, la exponencial, etc. Muchas veces un experimentador
desea contrastar la hipétesis H, :q £q, con la hipdtesis alternativa H, :q>q,, siendo
e conocido donde ladensidad es f (x;Q).

DEF Un contraste de la hipotesis H,:ql v ,, contra la dternativa H, :ql v ,, se
dice que es un contraste UMP de extension a si su region criticaR estal que

P(l)Ea paratodo qdev ;

1
b(@) =1- P(Il) esmaximo paracadaqdev, @

En laformulacion de los contrastes de hipotesis dada en (12-3-1), un contraste UMP
esla“meor’ contraste.

A continuacion daremos un teorema bastante Gtil para determinar un contraste UMP
de H, :q £q, contralahipotesis alternativa H, :q>q;.

TEOREMA

Sea x=(x, ..., %) Una muestra aeatoria de una densidad con un Unico parametro g
en un intervao W,y sea f(x;q) la densidad conjunta de las variables aleatorias.

Supongamos que f (x;q) puede escribirse asi:

(D) = QU (e @

donde t(€) es una funcion estrictamente creciente de g en W. S existe una constante ¢
tal que P[v(x) > c|q] =a paraun adado y comprendido entre 0y 1, R es entonces una

region critica UMP de extension a para contrastar H, :q £q, contra H, :q £ g, donde
R={x:v(X) >c. S t(q) es una funcién estrictamente decreciente de qen Wy s

existe una constante c tal que P[v( X) < c|ql] =a para un adado y comprendido entre O

y 1, R es una region critica UMP de extensiona para contrastar H, :q £¢, contra
H,:q£q,donde R={x:v(x) <c}.
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