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TEMA 15

ECUACIONES DIOFANTICAS

1. INTRODUCCION.

PROP Sea V un K-espacio vectoria de dimensién n. Sea B = {uw,.....,n} base de V.
Dados a, @,...., al K, definimos f: V ® K donde ViV con V=(x,%,..X)

coordenadas respecto de B, f (V)= § ax . Entonces f es una aplicacion lineal.

i=1
Dem.

fOV+rm)=f(-(xu, +. t XU )+ Py, +... ¥ y U )) =

Dada una aplicacion lined f: V ® K con V' K-espacio vectorial, nos planteamos la
necesidad de conocer que vectores de V, X1 V verifican f(X)=c siendo d K un

elemento fijo.

DEF Bagjo las condiciones anteriores, la expresion f(X)=c recibe e nombre de

ecuacion lineal. Cada X1 V que verifique la ecuacion anterior es una solucion de al
ecuacion. Los elementos (xlx2 ...... ,xn), coordenadas de X respecto una base B de V,
se llaman incognitas y 1os &, @, ....., al K coeficientes,

OBS Aungue sean vectores, es usual representarlos sin la flecha superior, por o que
escribiremos f(x) = ¢, para simplificar la notacion.

DEF Unaecuacion diofantica es una ecuacion algebraica con coeficientes enteros y de
la que interesan Unicamente | as soluciones enteras.

Veremos como resolver |as ecuaciones diofanticas, dividiéndolas en diferentes tipos.

Nos centraremos méas en ecuaciones lineales, aunque también veremos ecuaciones
diofanticas no lineales.

2. ECUACIONESDIOFANTICASLINEALES.

2.1. Ecuaciones con una I ncégnita.

Este caso no presenta ninguna dificultad en su resolucion, pues una ecuacion
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ax=c
con a, ¢l Z tiene solucion entera alc (c es un multiplo de a).

2.2. Ecuaciones con dos|ncognitas.

2.2.1. Laecuacién ax—by=c
PROP Sealaecuacion Ax—By =C,sendo A1 0,B* Oy D =mcd (A, B).
Si Ax — By = C admite solucion entonces D/C.
Dem.
Como D=mcd(A,B) P A=a-D y B=b-D
La ecuacioén se puede escribir como aDx —bDy = Cy D(ax —by) = C.

Como Ax — By = C tiene solucion, laigualdad D(ax — by) = C es ciertay por tanto
D/C.

OBS Teniendo en cuenta la proposicion anterior, basta con resolver la ecuacion
ax—by =cconmcd (a b) = 1.

DEF Sellama sistema completo de nimeros incongruentes modulo a, a todo conjunto
de anumeros cuyos restos a dividir por a son todos distintos.

Dado d N, el conjunto {0, 1,....., a— 1} forma un sistema completo de nimeros
incongruentes modulo a.

PROP Sea ax — by = ¢ una ecuacion diofantica con med(a, b) = 1. SeaS={0, 1,., a— 1}

un sistema completo de ndmeros incongruentes médulo a. Entonces el conjunto
T ={bxx+c/xI S} esun sistema completo de nimeros incongruentes médulo a.

Dem.
Realicemos |la demostracion por reduccion al absurdo.

Sean bi+c y bj+c con i,jl S(eslomisnoqueO £i,j £a—-1),i ! j, dos
elementos de T tales que a dividirlos por a dan € mismo resto.

Redlizando la division euclidea:
$q,11Z bi+c=ag+r
$q,r1 Z/ bj+c=ag +r

Restando ambas ecuacionesb(i —j) =a(g—q)
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Ycomomcd(a b)=1 i-j/a
Entoncesi y j son congruentes médulo a, lo cua es una contradiccién.
PROP La ecuacion diofantica ax — by = ¢ con med (a, b) = 1 tiene solucion.

Dem.

Como {0, 1, 2,....,a— 1} esun sistema completo de nimeros incongruentes médulo
a, por la proposicion anterior tenemos que {c, b+ c, 2b +¢c,...., (@a—1b + ¢ es
también un sistema completo de nimeros incongruentes modulo a.

Entonces existe un Gnico b + ¢ con 0 £b £ a— 1 tal que a dividir por a
obtengamos de resto 0.

bb+c=a-q conq Z
Llamemos al cociente g por laletra a quedando
bb +c=aa
Y aa-bb=c
Siendo (a, b) unasolucion particular de ax —by = c.

PROP Seala ecuacion diofantica ax —by =c con mcd (g, b) =1y sea (@, b) una
solucién particular de la misma. Entonces la ecuacion tiene infinitas soluciones enteras.

Dem.

Dada la ecuacién diofantica ax —by = ¢ con (X, y) solucién. Como (a, b) esuna
solucién particular aa - bb =c.

Restando ambas expresiones a(x -a) —b(y -b) =0

a(x -a) =b(y -b)
Alsermed(ab)=1 P ay-b b y-b=a contl Z.
Sudtituyendo a(x-a)=b-a P x-a =Dt
Por tanto, la solucion completa de la ecuacion diofantica es

Xx=a+bti .
tl Z
y:b+mg

2.2.2. Laecuacion ax + by =c.

PROP Sealaecuacion Ax+By=C, con A1 0, Bt 0y D=mcd (A, B).
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Si Ax + By = C admite solucion entonces D/C.

Dem.
Esigual a laprimeraproposiciéon del punto 2.2.1.

OBS De nuevo consideraremos la ecuacion ax + by =c¢ conmcd (a, b) = 1.

PROP Sea ax + by = ¢ una ecuacion dioféanticacon med (a, b) = 1. Sea S={0, 1,...a— 1}

un sistema completo de numeros incongruentes médulo a. Entonces el conjunto
T ={c- bx/x1 S} esun sistema completo de niimeros incongruentes médulo a

Dem.
Realicemos la demostracion por reduccion al absurdo.

Sean c—ib,c-jbl T con i, S it j,taesquea dividirlos por a se obtiene el
Mismo resto

$q,11Z c—ib=agq+r
$q,el ZI c—jb=ag +r

Restando ambas ecuaciones b(j —i) = a(g—q")

Ycomomed(a b)=1 j—ila

Entonces i y j son congruentes moédulo a, lo cual es una contradiccion.

PROP Laecuacion diofantica ax + by = c con mcd (a, b) = 1 tiene solucién.

Dem.
Sabemos que {c,c—b,c-2b,...., c—(a— 1)b} esun sistema completo de nUmeros
incongruentes médulo a.

Entonces existe un unico ¢ -t con 0 £b £ a— 1 tal que a dividir por a
obtengamos de resto 0.

$alZ/ c-b=a-a
Entonces aa + bb =c y (a,b) essolucién de la ecuacion.

PROP Sea la ecuacion diofantica ax + by = ccon med (a, b) =1y sea (@, b) una
solucion particular de la misma. Entonces la ecuacion tiene infinitas soluciones enteras.

Dem.
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Sea (X, y) unasolucion genera delaecuaciony (a, b) lasolucion particular.

ax+by=c
aa+bb= cg

b a(x- a)+b(y- b)=0pb a(x-a)=b(b- vy)
Como med(a,b)=1 b ab-ypP b-y=a tl Z
Sudtituyendo a(x-a)=bat b x-a =bt

La solucion generd tiene laforma

X=a+hbt
y=b- at

con tl Z

2.2.3. Formasde hallar la solucién particular.

Hemos visto en los dos puntos anteriores que una ecuacion delaforma ax + by = ¢
con mcd (a, b) = 1 tiene solucion particular. Y a partir de ella hemos encontrado todas
las soluciones.

La proposicion que nos afirma que existe solucién particular nos describe una forma
de encontrarla.

12 Forma:
Consiste en despegjar la incognita de menor coeficiente (supongamos que es a). Eso
nos proporciona un conjunto S = {0, 1,...., a — 1} mas pequefio. Y probamos

secuencialmente los valores de S, siendo solucion aquel que a realizar la operacion
indicada nos da un nimero entero.

Ejemplo.

Sealaecuacion 39x —5y =13

13+5y

S despgamos x= hemos de ver cua de los numeros {0, 1,...,38} es

solucion.

En cambio s despgamos  y = 39x- 13 el conjunto sereduce a{0, 1,..., 4} solo5

elementos.

Para x=2 y:6—55:13

Lasolucién particular seria (2, 13).
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. ., I X=2+5t
Siendo lasolucion general
T1Yy=13+3%

Este método que hemos descrito no se puede utilizar en € caso de que ambos
coeficientes de la ecuacion tengan un vaor elevado. En caso de que suceda esta
situacion, primero hemos de reducir la ecuacion a otra con menores coeficientes.

22 Forma

Al encontrarnos con una ecuacion con coeficientes altos,

ax—by=c

despegjamos aquella incognita acompafada de menor coeficiente

= by +c
a

Hacemos ladivision euclideaentre by a y entre cy a
$9,bT2Z1 b=ag+b
$q,c1Z/ c=aq +¢

Y sustituimos

ag +b)y +(aq +c)
a

o By+c

=qy+q+

Obtenemos la ecuacion dioféntica
ax' -by=c¢
donde @ coeficiente de la incognita no despegjada ha sido reducido. En caso de que esta

nueva ecuacion todavia tenga coeficientes altos, se repite € proceso tantas veces como
Sea necesario.

Ejemplo.
Sea la ecuacion
5184x — 625y = 2001
que claramente tiene solucién ya que med (5184, 625) = med (3* - 28, 5% =1
Despejamos la incdgnita afectada de menor coeficiente:

y= 5184x - 2001 _ 8x- 3+ 184x - 126 (1)
625 625
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yaque
5184=625-8+ 184
2001 =625 -3+ 126

. 184x- 126

Sea y b 184x - 625y=126
625

Repetimos el proceso despegjando ahora

(- 126%625y . 73y126 o
184 184
Sea x=1V*126\ eax-73y=126

Repetimos, despejando

/= 184X- 126 38X - 53

=2X-1+ 3
73 ®)

Sea y'= 38X - 53

p 38X-73y =53

Aplicamos ahorala 12 forma de resolucion para resolver esta ecuacion

o 53+ 73y
38

Y escietapara X’ =11 y y’ =5
Sustituyendo en (3)
y=2-11-1+5=26
Sustituyendo en (1)
Y=8-89-3+26=735
Siendo una solucion particular
X =89 y=735

Y la solucion genera es:
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X=89+625 {j -
con tl Z
y:735+5184t¥)C

3 Forma

Dadalaecuacion ax = by = ¢, como mcd (a, b) = 1, tenemos que por e Algoritmo
de Euclides

$I.mMzZ latnmb=1
Y a multiplicar esa expresion por ¢
ca+cnb=c
a(lc)+b(nt)=c
gue también se puede escribir como
alc)xb(xnct)=c
sendo x=1c e y=4nt solucion particular de la ecuacion.
OBS Elegiremos € signo dey segun sead de la ecuacion.

2.3. Ecuaciones con méas de dos incognitas.

PROP Sealaecuacion Ai;xp + Aoxe +....+AX, =C con At 0 "i:l,...,n
Sea D =mcd (A1, As,..., An). La ecuacion tiene solucion U D/C.
Dem.

Vamos a demostrar €l teorema por induccién en el nimero de incégnitas.
Paa n=1 y n=2 yahemos visto que es cierto.
Para n—1, por hip6tesis de induccion, o suponemos cierto.
Veamos paran.

Sealaecuacion Aixg +.....+AX =C

Laecuacion

Aixg +....+ An-1Xp1 = Dy

con D = med (&, &,..., a-1) tiene solucidn, por hipotesis de induccion.

Consideremos la ecuacion
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Ay +Anx, =C
El med (D, An) =mced (Ag,...., An-1, An) quedividea C.
Entonces, esa ecuacion con dos incognitas tiene solucion.
Hemos encontrado solucion parala ecuacion inicial con n incognitas.
Esta proposicién que acabamos de demostrar nos proporciona un método practico

para hallar la solucion de una ecuacion con n incognitas, reduciéndola a otra con una
menos hasta llegar a une ecuacion con solo dos incognitas.

Ejemplo.

Sea 18x; + 45x — 20%3 + 49x4 = 11

Sabemos que tiene solucion porque med (18, 45, 20,49) =1y 1/11.
Sea 18x; + 45% —20x3 =1 -y; yaque mcd (18, 45,20) =1
Entonces y; + 49x4 = 11 con solucion particular (60, -1)

Siendo la solucion general

Volvamos a reducir la ecuacion con tres incognitas:
Sea 18x; + 45% = 9y» yaquemcd (18, 45) =9
Entonces 9y, —20x3 =y, con solucion particular (9yi, 4y1)

Y, =9y, +20([ Y, =540+ 441t + 2000
X, =4y, +Of | X, =240+196t + 0t }

Y nosqueda 18x; +45x; = 9y, quees 2x +5x2 =y,
Con solucion particular (3yi, - y1) y la genera

X, =3y, +5t7( % =1620+1323t + 6045
yb N /4
X, =-y,- 2] X, =-540- 44lt- 20{- 2"

Siendo la solucién fina
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X, =1620+1323+ 60t +5 " ij
X, =-540- 441t- 20t- 21
Tt Z
X; =240+196t +9t°
X, =-1-t b

3. SISTEMASDE ECUACIONES DIOFANTICASLINEALES.

De nuevo, cada ecuacion diofantica del sistema de ecuaciones debe verificar que el
maximo comun divisor de los coeficientes ha de dividir a término independiente. No lo
vamos a demostrar, por no reiterarnos en exceso.

En los casos anteriores, esta condicion era necesaria y suficiente para garantizar la
existencia de solucion. Pero en e caso que ahora nos compete, vamos a ver mediante
un gemplo que ya no es suficiente.

Sea el sistema

2x+y+3z=710
8x - 5y- 3z=11)]

Aplicando e método de resolucion de Gauss, es equivalente a

2X+y+3z=T0 _ 2x+y+3z=7Q
10x- 4y=18}  5x- 2y=9 }

L a segunda ecuacion es resoluble ya que med (5, 2)/9

X=1+2t ( "
scon tl Z
=-2+5t)

Sustituyendo en la 12 ecuacion
21+ 2t) +(- 2+5t)+32=7
2+4t-2+50+3z2=7
Ot+3z=7

Y resulta que mcd (9, 3) = 3y 3 no divide a 7, por lo que la ecuaciéon no tiene
solucién, y e sistema tampoco.
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4. ECUACIONES DIOFANTICASNO LINEALES.

4.1. Ecuaciones con dos | ncognitas.

4.1.1. Laecuacion x>—y?=a.

Dada la ecuacion

X -y’ =a
con al Z, puede escribirse como
(x+y)(x-y)=a

Si tomamos m=x+y
n=x-y

Entonces m-n=a

Y acada solucion posible le corresponde una descomposicion factoria de a.

Al resolver laecuacion m-n=a en Z podemos deducir que simultaneamente my

N son pares 0 son impares. Para ello basta tener en cuentala definicion de my n.

Esoimplicaque s al Z tiene un factor 2 con multiplicidad 1, no puede haber una
descomposicién como la indicada en € parrafo anterior. Por tanto la ecuacion no tiene

solucion.

Ejemplos.

1) x*—y* =98

Como 98=2327° b m-n=2.7°

Posibilidades:
i Xx+y=2 . .

am=2 n=49 b j p 2x=51 xI Z Nosdrve
1X-y=49
ix+y=14 ~ .

b)m=14 n=7 b iy y_7b 2x=21 xI Z Nosrve
P X-y=

Como vemos, no hay solucion.
2) ¥ -y =36
Como 36=2°-3> b m-n=22.3°

Posibilidades
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X+y=2{

m=2 n=18 b Y
3 x-y:18[V)

P x=10 y=-8
b) m=4 n=9 b No puede ser

) m=6 n=6 b
d m=9 n=4 b No puede ser

e m=18 n=2 p .'.x:10 y=8

Lassolucionesalaecuacion X —y?* =36 son
(10,-8) (6,0)  (10,8) ytambién (-10,8) (-10,-8)
4.1.2. Laecuacion de Pell.
Laecuacion de Pell es
X2—dy’=N

Esta ecuacion tiene gran importancia ya que cualquier ecuacion cuadrética de dos
variables se puede reducir aella.

Veadmoslo:
aC+bxy+cf+dx+ey+f=0 conab,cdefl Z
Si la escribimos como un polinomio en x tenemos
aC+(by+dx+(cf+ey+f)=0

Yy €S una ecuacion de segundo grado en x. Tendra solucion s e discriminante es un
cuadrado perfecto

(by +d)?—4a(cy’ +ey+f)=w? con wiZ

(b? — 4ac)y? + (2bd — dae)y + (02 — 4af —w?) =0
Sea p=b’-4ac
g=2bd—4ae
r=d® —4af

Y entonces podemos escribir
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Py +ay+r-w'=0

e iguamente es una ecuacion de 2° grado en y, que tendra solucion s su discriminante
es un cuadrado perfecto

o —4p(r —w?) = 7 con 4 Z
y la ecuacion anterior, escrita como
Z —4pw? = o — 4pr
esunaecuacion de Pell con d=4p y N =qg*—4pr

En 1768, Lagrange demostré quesi N =1y d no es un cuadrado perfecto con d > 0,
la ecuacion tiene solucién no trivial (distintade x =1 e y =0).

La solucién no trivial la cacul6 mediante fracciones continuas de «/E . Veamoso
mediante un g emplo.

Ejemplo.

X2-17y*=1

A7=4+1p z=—1 —‘/ﬁ+4:4+«/1_7

z A7-4 1
7=8+1p Ji7=4+_>
z g+t
Z

A partir de aqui, es facil comprobar que es periddica. La fraccion reducida de
segundo orden es

133

17 @4+===2
J17 @ ==

Unasoluciones x=33 y=8

Para halar todas. Se verificaque

ho+6.17) = x+ 17y

Basta desarrollar la potencia y tomar como x los sumandos sin V17 y como y los
factores que acompafian a J17.

Como (19+6J1_7)n:x+ﬁy
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(19- 6«/?)” =X- «/1_7y
Multiplicando ambas expresiones
19 —17 - 6> = X2 — 17y
Y como 19° —17 - 62 = 1 tenemos que (X, y) es también solucién de la ecuacion.

4.1.3. laecuacion P(x) —by =ccon P(x) polinomio.

La ecuacion P(x) —by =c con P(x)=§ ax" polinomio, no siempre tiene
i=0
solucién.

El método para resolverlas es muy similar a visto para dos variable, sempre que
tengan solucion.

Despglando en la ecuacion lavariable y

Si [lamamos Q(X) = ¢ — P(x) nos queda

Qlx)

y:b

Sean m y n dos nimeros enteros tales que dan € mismo resto al dividirlos por b (son
congruentes). Entonces

m=n+b-s con sl Z

S Q(x):én bn' entonces

i=0

Q=3 bn

i=0

Q(m)=4 bm = § h(n+bs) =& b +sxK =Q(n) +sK

i=0 i=0 i=0

Vemos que Q(n) y Q(m) también son congruentes médulo b. La implicacién
contraria no es cierta.

Para hallar la solucion paray, basta probar { Q(0), Q(2),....., Q(b-1)} y ver cua de
ellos, a dividirlo por b, da como resultado un entero.
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Supongamos que Q(a) con 0 £ a£ b — 1 es & mlltiplo de b. Entonces la solucién
general seria:

Xx=a+bt { R
Q a+bt)ycon (/4

b b

Ejemplo.

Sealaecuacion 4X —3x° +x -3y =3

4% - 3x°+x- 3
3

Q0 =-3, Q1=-1 Q@=19

Entonces
x=3 P )
y:4(3t)3- 3(3t)* +3t- 3_108°- 271> +3t- 3y 1l Z
3 3 b
x=3 U

il Z
y=36°- ot +t- 1§

4.2. Ecuaciones con mas de dos incognitas.

4.2.1. Laecuacion Pitagéricax® +y? = 7
La definicion completa de la ecuacion pitagoérica es
XC+y =2 con x,y,2 N-{0}

Esta ecuacion surgi6 al estudiar € tridngulo rectangulo de catetos 3 y 4 e hipotenusa
5. Al ser un tridngulo rectangulo verificaba el teorema de Pitagoras

F+4=5
Entonces se planted la posibilidad de hallar mas conjuntos de 3 nimeros que
correspondiesen a medidas de un tridngulo rectangulo, para lo cua habia que resolver la
ecuacion
X +yr =2 con x,y,24 N

Esclaro que si X, Yo, Z €S una solucion de la ecuacidn, entonces | Xo, | Yo, | Z, con
I 1 N también es solucién. El reciproco también es cierto.
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Entonces, para su resolucion, podemos suponer que los tres nimeros X, y, Z son
coprimos tomados de dos en dos. Las soluciones que verifiquen esta condicién reciben
el nombre de soluciones primitivas, ya que no son multiplos de ninguna otra solucién.

Teniendo en cuenta lo anterior, los nUmeros representados por X e y no pueden ser
ambos pares, ya que entonces también lo seria z, y hemos excluido esa situacion.

Supongamos entonces que X es impar, y vamos a tratar de resolver la ecuacion.

X2 =72 \P
X2 =(z+y)z-y)

Sea u>=z+y y V'=z-y P x=uv

Ut +V
z+y=u'l, T
z-y:\/zg _UZ-V2
/7

Los factores u 'y v deben ser impares. Si u y v tuviesen un factor comun, entonces z

ey también lo tendrian y no serian coprimos, luego u y v ademas de impares, deben ser
Coprimos.

X 3=31 5=51 7=7-1 9=91 | 11=111 | 13=131 | 15=151 | 15=153 | 17=17-1 | 19=19-1 | 21=7-3

y 4 12 24 40 60 84 | 112 8 144 | 180 | 20
z 5 13 25 41 61 85 [ 113 | 17 | 145 | 181 | 29

4.2.2. LaEcuaciondeFermat x" +y" =7".
La ecuacion pitagorica dio lugar aintentar resolver
X+y'=Z con xvy, 4N
Y posteriormente a
X*+y*=72 con xvy,4N
Y en generd a
X"+y'=72" con xvy,znN

[lamada ecuacion de Fermat por ser este quien laresolvio.
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Desde € siglo XVII se ha ido demostrando que para n = 3 la ecuacidon era
irresoluble y luego se no para n = 4. Un dia dijo Fermat que habia demostrado que la
ecuacion erairresoluble para n 3 3, pero nunca dio la demostracion.

En 1993, d matematico A. Wiles, publicd la demostracion de lairresolubilidad de la
ecuacion para n 3 3, pero pronto se vio que habia cometido un fallo.

Hoy en dia es uno de los problemas clésicos de la matematica que sigue sin ser
demostrado.

5. ECUACIONES DE CONGRUENCIAS.

Recordemos que dos nimeros ay b son congruentes médulo n si a dividirlos por n
(mediante la division euclidea) obtenemos el mismo resto. Se representa por

a° b (mod n)
y esequivaenteaque a—b=n-t con fl Z.
Podemos plantearnos la resolucion de este tipo de expresiones cuando uno de los

miembros lo sustituimos por una expresion, que bien puede ser lineal (con una o varias
incognitas) o polindmica. Entonces recibe el nombre de ecuacion de congruencias.

Ejemplos.
1)2x° 5 (mod?7)
2)2¢+x+1°3  (mod11)
3)2x—-3y° 7  (modb5)

Toda ecuacion de congruencias puede reducirse a una ecuacion diofantica con una
incognita mas, y tratar asi de resolverla

Ejemplos.
D2x°5 (mod7)pP 2x-5=7y P 2x—-7y=5
) 2¢+x+1°3 (mod1l)p 2% +x+1-3=1lyb 2xX*+x+1—-11y=3

3)2x—3y° 7 (mod5) b 2x—3y—7=5zb 2x—3y—-5z=7
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