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TEMA 19
DETERMINANTES. PROPIEDADES. APLICACION AL CALCULO DEL RANGO
DE UNA MATRIZ.

1. INTRODUCCION.

El concepto de determinante es posible introducirlo de diferentes formas. Por medio
de aplicaciones multilineales aternadas, por induccion o mediante sumas de n!
sumandos para un determinante de orden n.

El tema se va a desarrollar utilizando la primera forma, ya que es |la mas rigurosa de
las tres. Tiene como ventgia sobre las otras que nos permite relacionar diversos
conceptos y presentar de forma sencilla pero rigurosa las propiedades de los
determinantes.

Hemos de destacar que a lo largo del tema la letra K denotara un cuerpo
conmutativo con caracteristica de dos.

1.2. Resultados Previos.

En este apartado vamos a refrescar una serie de resultados sobre permutaciones que
necesitaremos para desarrollar € tema. Para encontrar las demostraciones y evitar
reiteracion, remitimos al lector al tema 3 del temario.

DEF Llamaremos S, a conjunto formado por todas las permutaciones posibles de los
elementos del conjunto {ay, &,...., &}.

1® 3
Sea {1, 2, 3} un conjunto. Una permutacion de dicho conjunto puedeser 2® 1

3® 2
que se puede expresar como

@ 2 3¢
1 25

El conjunto S, podemos definir como una operacioén como sigue (la representaremos
en )

ad 2 30a 2 306_ad 2 30
8 1 228 3 25 & 1 3

PROP El conjunto S, junto con la operacion de producto de permutaciones tiene
estructura de grupo.

DEF Unatransposicion es una permutacion en la que todos los elementos quedan fijos
menos dos que intercambian su posicion.
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Las trasposiciones se pueden representar mediante una matriz de orden 1x2,
indicando los dos Unicos elementos que intercambian su posicion

. N . 2 2 30
S (2,3)] Ss sepuede escribir como x
& 3 2

PROP Toda permutacion se puede escribir como producto de trasposiciones.

PROP Si una permutacion se descompone de dos formas distintas como producto de
trasposicién, ambas descomposiciones verifican que tienen un nimero par (o impar) de
trasposiciones.

DEF Diremos que una permutacion es par S se descomponen como un nimero par de
trasposiciones (e impar en caso contrario).

|
n | _ . .

1E(s)=-1s s esimpar

DEF El nimeo E(S) con si S, recibe e nombre de signatura o signo de la
permutacion.

PROP" s1 S, con s unatrasposicion se verificaque E(s) = -1.

n

Dada una aplicacion f :C,..(..C® G siendo C un conjunto cualquieray G un
grupo, podemos definir

"STS, (X)X X,) = TG s X )
DEF Diremosquef essiméricas " sl S, severifica sf=f
DEF Diremosquef esantismétricas " s1 S, severifica sf=E(s) - f
PROP"s,sTS, (s-s’)-f=s-(sf)

OBS Para saber s una aplicacion es simétrica o antisimétrica, teniendo en cuenta la
proposicién anterior y que toda permutacion se descompone como producto de
trasposiciones, s0lo es necesario conocer su actuacion ante las trasposiciones.

PROPDada f:C ., C® Gy"t1 S trasposicion:
1) f essimétrica U tf = f
2) f esantismétricaU tf =- f

DEF Diremos que f es no degenerada si es una aplicacion antisimétrica no nula.

3/26



2. FORMASMULTILINEALESALTERNADAS.

Sea V un K-espacio vectorial dedimension n y V" :VX.LC xV. SeaW otro
K-espacio vectorial.

DEF Diremosque f: V'® W n-linea s eslineal en cada una de sus componentes.

V) =af M) ()

S W =K entoncesf esunaforma n-lineal sobre V.

PROP Sean V y W K-espacios vectorides. S f: V' ® W es n-lined, se verifica
NS 1y T KP F(Lv, 0Vl V) =1 T (Vo)

i)S il {L..n} v, =4 x,u, (4 escombinacion lineal de {u,...,L}) P
j=1

J

28 4
P (Vs Vy) = A @ g Ay, e - F (Ut )
h=1 j2=1 in=l

Dem.

DA (VAR ISVASS IRVA ES3 S (VAN VAU BAVAS S Y IO i (VAR VAU IRVA) S

n "rT n'n

Por ser lineal respecto de cada una de las variables.

i) Como v, =g Iu, "il {L...,n}

j=1

_ & S g 0
[ VAVSRVA g Jo7- T UNRTRRY- 1) VI I IO THG
in=1

In =+
=1 2=l

h=1 j2=1 in=l

P g 4

Y RO IO P U § TNTRIRTIY
=1 =L il

DEF Sea f: V' ® W n-linea. Diremos que f es aternada (antisimétrica) s
f(vi,..., \n) =0 cuando v =\ paraalgun i,j con i ' j. A estas aplicaciones se las
I[lama n-lined adternada.
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PROP Sea f: V'® W n-lined alternaday t 1 S, unatrasposicion (t =(ij)).

Entonces
f(vt Ve @) reeer Ve (n)): = f (v, Vv ) " (v v )T VT

Dem.
Supongamos que i <.
f (\/t (1),....,vt(n)) =f (vl,....,vi_l,vj Nisgreeea VsV, ,vjﬂ,....,vn)

Por haber dos vectores repetidos (v + vy en los lugares iy j) y ser f aternada se
verifica

0= f(vl,....,\4_l,\4 A V/ VAV VAR VAR Ve ,vn):
=f(v1,....,vi_l,vi,vi+l, ..... ,v]._l,vi,vj+l,....,vn)+

+ f(vl,....,vi_l,vi,viﬂ,....,vj_l,v].,vj+l,....

+ f(vl,....,vi_l,v viﬂ,....,vj_l,vi,vj+l,....,vn)+

j’

VsV )=

+ f(vl,...,vi_l,v Vigreea Vg,V

N i

SRR 1 \VASRVASRRVARRIRVA E § \VASSRRVARNSRYISRIRYA Eo
Entonces
f(vl,....,vj,....,vi,....,vn):- f(vl,....,vi,...,vj, ..... ,vn)
PROP Sea f: V"® W n-lined anternada y si S,. Entonces " (v,..., Vo =1 V"
f(vS )+ Vs (n) =e(s)f(v1,...,vn))
sendo e(s) lasignaturade la permutacion.

Dem.
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PROPSea f:V'"® W ndined y s1S, " (Vi,...., o)l V' severificaque

Dem.
Sea (Vi,..., Vo)l V" con vi=vy it (i<j) ysea tl S, con t =(jj)

t-f (vl,....,v )= f(vt (1),....,\4(n)): f(vl,....,v].,....,vi,....,v )= f(vl,...,\/i,...,vj,...,v)

n

yaque v =V,

Por hipotesis f(\4(1), ..... ,vt(n)):-f(vl,....,vi,....,v. ..,vn)

joe

Luego f (v, )=~ f (Vv )P 2F(V,e v, )= 0P £(V,..v,) =0

110001 Vp

PROP Sea f: V' ® W n-linea aternada. Si {vi,..., W) €s un conjunto linealmente
independiente de V, entonces f(w,..., vy) =0

Dem.

S {Vi,...,Vn} es L.D b $il {1,..., n}/v escombinacion lineal del resto.

v,

<
I
Qo

1
i

Il

2 o 0
f( )= & X =
Viree Ve Vo ) = F eV V@ 1V Vg e V=
j=1 -
& 111 o
n
-2 I ( )_
> LTS A\ VISR VAR VIR YA
=

En todos los sumandos aparecen repetidos los vy y como f es aternada, los
sumandos son cero.
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COROLARIO S V es un K-espacio vectoriad con dimV = p < n, entonces
cualguiera que sea e espacio vectorial W se verifica que toda aplicacion n-lineal
dternada f: V' ® W esnula

LEMA Sea f: V' ® W n-linea aternada, (wi,..., W) V" y supongamos que

"il {1,....,n} v escombinacion lineal de {uw,...., b}, V :é I';v; . Entonces

j=1
& 0
f(vl,....,vn)zésée(s)l15(1)- ..... 1 (2 (U uy)
s, (%]

Dem.
Sabemosque f (Vo V, )= & @ oo alyd,, Imnf(uh,ujz,.. .,ujn):

i1=1 jo=1 in=1
Si en € conjunto de indices {ji,....., jo} tenemos js=jk con S ! K entonces

Luego los sumandos en donde se repita algin u; son cero y los podemos eliminar
de lasuma. Al fina nos queda j, =s(1), j, =s(2),...., j, =s(n) con sT S,

TEOREMA SeaV un K-espacio vectorid de dimension n. Sea B = {u,....,u} base
de Vy dew W (con W K-espacio vectorial). Existe una Unica aplicacion n-lineal
dternada f: V' ® W tal que f(w,...., Uy) = w.

Dem.

- Unicidad.

Sean f,f: V,® W n-lineales alternadas/ f(w,...., Uy)) =w = (W,...., U).

n
N [*]
Sea (v1,...., o)l V" con v, =g | "

j=1

= é, e(S)I ls(l)l hs (n).f,(ul’""’un): f,(V:L,____’Vn)
sTs,

Como tienen igual dominio y rango y actlan igual sobre todos los elementos, son
iguales. f=1
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Por tanto, de existir la aplicacion, éstaes Unica.

- Definicién def.

Seawl W, f:V'® W " (Vi Vo)l VP y" il {1,....,n}, v, =§ | U,

SSllm $i/S(i)1i P dis(i):O
Entonces f (u,,...,u,)=(d,,-d,,...d, Jw=w yaque d, =1"i

- f esn-lineal (elegimos la 12 variable para comprobarlo y es andlogo para € resto).

on n
Seav, = all,u, yw=amu b v+y=3(,+m,
j=1 =1

f (v, +V, \Vy eV, ia s )i 2) e ns(n))jw=

0 e oY
gsa e(S 15 (1) e | ns (n) :+ éé_ e(S)IT]l(l) | 1s(2) " | ns (n) :L:j'W:
g &is, 28]
F2 &) 0 e 0
:éé.e(s)lls(l) ----- | s () SW _é.e(s)”]l(l)hs(z) ----- I s (n) 2W =
s 7] s, (%]

De forma andloga se demuestra para el producto por un escalar. Por tanto f es lineal.

- f esdternada.

Sea (V. )T V" con vi=v itj. Sea t =(ij)
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"sTs, elst)=els)elt)=-els)

Como vi=v b 1, =1, "KI{1..n}. Tenemos

Loty =lis oy =1 s )

existen varios sumandos. ¢COmo podemos demostrar que para cada sumando existe su
opuesto?

Pues definiendo la siguiente biyeccion

T A® Iy t(s) =st
siendo A, € conjunto de las permutaciones pares e |, las impares. Luego
&, 0]
f(Vl,....,Vn):éé e(S)Ils(l) ..... | ns (n) +é_ e(S)|1S(1) ..... i ns(n)iW:O
A (7]

yaque efs)=0 s s1T A v €s)=-135 sl I,
Por tanto f es alternada.

3. DETERMINANTES.

3.1. Determinante de N vector es.

DEF Sea B={u,..,u} una base del K-espacio vectorial V. Se define d
determinante respecto de la base B como la Unicaforma n-lineal aternada

9/26



detB: V'® K
tal que detg(uy, Wp,...., th) =1

DEF Si (v, Va,...., o)l V", d determinante de los n vectores respecto de la base B es

detB(Vl’V21""’Vn): é e(S)I ]W(l).l 2 (2) " .| ns (n)
sTs,

Podemos definir e conjunto de todas las aplicaciones n-lineales como
L,(v.w)={f/ f:v"® W n- lineal}

Este conjunto o podemos dotar de estructura de K-espacio vectoria de la siguiente
manera:

S fi, fol La(V, W)
suma: (f,+ f,)(V, VoreooonV, ) = £, (Vo VeV, )+ £, (V0 VeV, )

n

Producto escalar: (I f,)(v,,V,,.....v, ) =1 xf,(v,,V,,.....v, )
PROP Sea B={u,,Uu,,....,u,} unabasedeV. Se verifica

i)S f:V'® K esunaforma n-linea alternada, existe a K tal que f = a:detg

i)S f:V'® K esunaforma n-lined dternaday f(u, W,...., U)) = 0 entonces
f=0.

Dem.

) Sea (vi, Va,...., )l V"

FV Y V) = QS gyt ooy (U U) = Bt (Ve v, )} £ (U, ) =
sl S,

Si llamamos a= f(w,...., W)

= a>det, (u,,u,,....,u, ) = (a>det, )(u,,....,u, )
Luego f = adets

i) s f(uw,...., ) =0 P f(w,....,H,)=a=0
ycomo f=adegsbP f=0

PROP Sea B={u,,...,u,} basedeVy sea {v,...,v,}1 V. Los vectores {v,.....,v,} son
linealmente independientes s y solo s detg (Vvi,...., Vn) =0
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Dem.

13 b ”
S {vl,...,vn} es un conjunto linealmente dependiente entonces existe una aplicacion
n-lineal aternadatal que f (v,,....,v,)=0.

Luegos f =axdet, b axdet, =0 siendo a un escalar no nulo.

Entonces detg (vi,....,Vn) =0

uUn
Sea det,(v,..,v,)=0 y supongamos que {v,...,v.} fuese lineamente
independientes.

Entonces {V,,....,v,} serianbasedeV b $al K/det, =a>det, y como det, =1
tenemosque a =det4(v,,...,v,) =0

n

Pero esto es una contradiccion con el hecho de que el determinante de una base es 1,
det, (u,,....,u ) =1.

Luego nuestra hipétesis de que los vectores {v,,..,v,} son lineamente
independientes es falsay por tanto son dependientes.

3.2. Deter minantes de un endomor fismo.

DEF SeaV un K-espacio vectorial de dimensionn, sea B ={u,,....,u,} una base de V
y j :V® V unendomorfismo. LIamaremos determinante de un endomorfismo a

det’, :V" ® K n-lineal alternada
definidapor det(v,,V,,....v,) =dety (i (v,).j (V,)emj (V)

Puesto que j es lined, la funcién det’; es n-linea. Y como dets es aternada
también loes det,, (recordemosquesi vi=Vv P j (w) =j (V)

Por un resultado anterior, a ser lafuncién n-linea y aternada, sabemos que
$I T K/detl, =1 xdet,
sendo!| el determinantede j con respecto alabase B.

Como | n va a depender de la base del espacio que tomemos la llamaremos
determinante de un endomorfismo que tomemos.
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PROPS ByB sonbasssdeVy j 1 L(V)b det,(j )=det,( )
Dem.
Seean B={u,,...,u} vy B={u,..,u} dosbasesdeV.

Como detg y deg  son n-lineales alternadas, son proporcionales
$m K/ det, = mdet,

deth, = detB(l )detB (I = detB(l ))

DEF Sj1L(V) con dimV = n, llamamos determinante de j , det(j ), a detg(j ) para
agunabase B s V.

PROPS j,Y 1 L(V)P det( oY)=det(j )det(Y)

Dem.

PROPS j i L)
j esautomorfismoU det(j ) O

Dem.

“p ”
Sea j automorfismoy B={u,,...,u } basedeV-
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det(j ) = det, (j ) = dety (..., u,) = detj (u)...j (u,)* O

Es distinto de cero ya que a ser B base de V vy automorfismo b
{i (U)o (u,)} esbasedeVv b {j (u),....j (u )} eslinealmente independiente.

0t det(j )=dety(j (U)o (u)) P {j (u)..j (U )} es linealmente independiente
ycomo dimV =n b {j (u,)...j (u )} esbasedeV b j es auttomorfismo, ya que

transforma una base en otra.

PROPS j 1 GL(V)P Sdet( -1)=$_)

Dem.

det(1,)=det of *)=det(j )det( )

3.2.1. Aplicacién Adjunta de un Endomorfismo.

NOTACION Laexpresion det,(Vi, ,Vy e, U, ooV, )

Equivalea detB(v; Vi, Ve Vi s Visgseenns vn)

|U

Vamos a distinguir dos casos, segin sea € conjunto {vl ...... vn} linealmente
independiente o dependiente.
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= é (-2) 8 1 K-detB(vK SVASR AR TA )gvj =
j=1 eK=1 a

Si K =] nos encontramos con dos vectores iguales y € determinante es cero por ser
una aplicacion alternada.

(' 1)j'l'| ,--detB(v. (VA ,O.,....,vn)-vj =

7 So-

Realizamos j — 1 trasposiciones y situamos €l vector \ en su lugar

=8 (-0 () dety (v, v v =8 (F )7 ety (v, )y, =
= j=1

=4 |, dety (V.o v, )V, =detg (Ve v, )}Q 1V, =detg (Ve v, )V
= j=1

b)S {v,...,v.} esL.D.b dety(v,...,v,)=0P

n

b det,(V,,...v,)v=0

n

Comprobemos pues, que € primer miembro es nulo

(- )" dlet 4(V, Yy ¥ 1oV bV, =0 (Comprobar)

Qo-

j=1

Como {v,...,V,} L.D.P $v que es combinacion lineal del resto.

Supongamos queesel primerop v, = é I Vi
K=2

3 () det vy eV Y, =

=1

n n n A\
_ o o) j-1 X o ~ o _
= detg (V, U, Voo Vo ) T Vi +Q (- 1) 0t g8V, @ 1 Vi serenr ¥ eV 7V, =
K=2 j=2 e K=2 ﬂ
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= én_ | -detg (V,V, Ve, V)V, +§ (- l)j'l-gaa?‘ |, det,y (Vv ... A vn)(-:)ﬂ.vj =
K=2 j=2 €k=2 9

S K =] nos encontramos con dos vectores iguales y e determinante es cero por ser
una aplicacion aternada.

Vamos a construir ahora la aplicacion adjunta.

Sea V' un K-espacio vectorial con dimV =ny B={u,,...,u} basedeV.

PROP @ eslaunicaaplicacion n-linea aternada que llevala base a un endomorfismo.
Dem.

- Comprobemos que @ esta bien definida (9 (vl ..... vn) es un endomorfismo)

"V v )TV "M K vV
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- @esn-lined.
(Veamodo parala 12 variable, ya que € resto es andlogo).

Ui K tvvd VoV

- @ es Alternada.

Seavi=w conit K yi<K

= (- 0 deta (Vi (Vb (0 ) (v )} + (- D et (v ()

Ahoradesplazamos j (vi) a lugar j (vk). El nimero de trasposiciones es K-(i — 1)

y ambos determinantes son iguales.
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Veamos € signo

Y ads(j )T L(V)
PROP adg(j ) no depende de la base tomada

Dem.

Por tanto adg (j ) = adg(j ) y no depende de la base elegida.

DEF Sea j1L(V). Se define la aplicacion adjunta de j , ad(j ), como adg(j ) para
algunabasede B de V.

PROP Sea j T L(V), con dimV = n. Se verifica:

1)j oad(j )=det(j )Jolv
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2) ad(j )oj =det(j )olv
Dem.

1) "vi Vv

(i oad(j )Xv) =i (ad(j )(v))=

Sea B={u,,...,u,} unabasedeV.

Aplicando € dltimo Lema

=det, (j (uy).nj (u,))v=det,(j )det,(u,,...,u,)v=det(j )v=

= (det(j )av)(v)

Entonces j oad(j )= det(j )olv

2) (ad( )oj ) =ad( ) () =] (Ut ) (V) =
=4 (- 1) ety O (Whord (@)d (0, =

j=1

= égl ( l)j'l-deth(v,ul ...... GJ. ..... un)-uj =§; (- 1)j'1-det(i )-detB(v, ul,...,l]j,..., .
= j=1

= det(j )det, (u,,...,u, )(v) = det(j )-v=(det(j )odv)(v)
Entonces ad(j )oj =det(j )olv

COROLARIO Sj esunautomorfismo entonces

j =2 = ) an)
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3.3. Determinante de una matriz.

DEF Sea Al Mn(K). Se define e determinante de la matriz A, |A, como e

determinante de las filas de A consideradas como elementos de K" y respecto de a base
canonicade Kp.

S A=(a,) lafila i-smaes a = (a,.a,,..a,)

A= ey, 03, )= B elS)a gy

sT s,
sendo B={g,e,....€}

En € caso de una matriz cuadrada de orden 2

3, ¢

Sz = {152 ' (172)} P ga;': azz% =a,8, - a,a,

y en &l caso de unamatriz de orden 3

s, =1, (12).(13).(23).(123). (132} P

&y, ap,
¢
P lcay @

1= Q418,853 = Qyph Qg3 = QygBorBgy - 418385, T 848385, T A8,
gy, Ay,

PROPS Al My(K) P |A=|A|
Dem.

Sea A=(a)y A =(h) con b,=a, "1£i,j£n

1]

W =4 ds )als (1) Qs (2) " s (n) =

sT s,

1

Sabemosque $s'T S /s 'os =1,

-3 e( ) . _ -
- siash S a(s s Xl)s (6] a(s s XZ)S (2) " a(s s Xn)s (ORE

Podemos establecer una aplicacion biyectiva
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SHORS

s®st

y severifica efs)=¢ls "}

=8 elsa..a ., ., =
s, s Y1 s M) T s Y(n)n

Sea b=s!

= é e(b)ab(l)lab(z)z ......... ab(n)n = é e(b)blb(l) 'be(z)' ...... 'br‘b(n) = |At|
bi S, bi S,

PROP Sea Al Mp(K). Se verifica
1) Si un determinante tiene dos filas o dos columnas iguales & determinante es cero.

2) S se multiplica una fila o columna por un escalar, queda e determinante
multiplicado por ese escalar.

3) S a una fila o columna se le suma una combinacion lineal de resto, €
determinante no varia

Dem.

Inmediatas, sin més que tener en cuenta que las filas (0 columnas) de A se
consideran vectores de K" y que € determinante es unafuncion n-lineal alternada.

PROP Seaj 1 L(V), B={u,,...,u} basedeV y A lamairiz asociadaaj respecto de
B. Entonces

det( )=|A
Dem.

det(j ) =det, (j (w)...j (u,)) = & els )b, by (o =

s1s,

Sendo (b1, bz, ....., bjn) las coordenadas de j (4) respecto de B y la fila j-ésima de

=IA

OBS S en lugar de escribir j (y) por filas lo hiciésemos por columnas tendriamos
queesigud, det(j ) =|A|=|A
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COROLARIO S A, Bl My(K) P |AxB|=|A/{B|
Dem.
Sean j,Y 1 L(V) con A matriz asociadaaj yBaY
|A1B| = det(j )-det(Y ) = det(j oj ) =|AB]
COROLARIO |A* 00U A esinversible

Dem.

Sea j T L(V) con A matriz asociada
A esinversible U | esautomorfismo U det(j ) 00 |A/* 0

COROLARIO Si A esinversible, entonces |A'1|: 1

>

Dem.
Sea j T L(V) con A matriz asociada

APAE | ¥
A eslamatriz asociada aj '

3.3.1. Maitriz Asociada a Ad(j ).

Seaj T L(V), A la matriz asociada a j y denotemos por A(ad(j )) a la matriz
asociadaa Ad(j ).

Vamos a obtener A(ad(j ))

Sabemosque j oad(j )= det(j )v

Luego A-Alad(j ) =|Al,

Sea V un K-espacio vectoria de dimensiénny B ={u,,...,u,} base de V. Sabemos
e 2 )=0(s,...0) y . Al )= 3
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Por una lado tenemos  ad(j )u;)= & b,y (escribiendo por columnas) y por otro

i=1

Hemos obtenido dos expresiones del mismo vector, y como B es base, han de ser
iguales. Entonces

b, = detyj (W) (U)o Uyd () (U,))  "1£0,j£n

Ahora vamos a desarrollar e miembro de la derecha para obtener una expresion mas
operativa par by;.

Definimos un endomorfismo auxiliar j i L(V) " 1£i,j £n como

donde por A(j j;) representamos la matriz asociada ala aplicacion j j; .
Sea A:(a,.j) lamatriz asociada dej .
Lamatriz A( j) es:
ggt\(] ) AG: . AG 1)©
) Sa) ) e A

1]
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El determinante es

1 a; .. Qi Qg e a,
. ‘ O all """ a1,i—1 ai,i+l """ ain
T L
O a'nl """ an,i—l a‘n,i+1 """ ann
Renombremos |os elementos de la matriz A(| ) ( ' )Ei’jgn

I+]

gﬂ s 0 © ;:

c . -i0's (1)1
st Tl s(1)=1
R e
_( 1)I+]Q é. e(S)Cs (n+= (_ 1)I+J éé e(S )Cs (2)2 Cs (n)n
€ o
=(- 9" {Djil

siendo Dj lamatriz que se obtiene de A eliminando lafilaj y columnai

Portanto b, =(-

1]

)" p,|

DEF Sea Al Mp(K) con
determinante de Dj;.

A = (gj). Llamamos menor complementario de &; al

DEF Sea Al My(K) con A = (g). Llamamos adjunto de a;a b, =

1]

(' 1)i+j '|Dii|
DEF Llamaremos matriz adjuntade Al M,(K) a A= (hj)

Con esta nueva terminologi a tenemos que
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Alad(j ))=

OBS Sj esunautomorfismoy A es su matriz asociada, sabemos que A esinversible
y

—

ST =

3.3.2. Desarrollo de un determinante por los adjuntos de una linea.

A'yaquej = ad

PROP Sea Al Mqy(K) con A =(a;).Si (bj) eslamatriz de adjuntos se verifica

1) |[A=34 a,b, (desarrollo por los adjuntos de lafilai)
j=1

2) |A=a ab, (desarollo por los adjuntos de la columnaj).

Dem.

Vamos aredlizar la demostracion para 2) pues son analogas ya que H = |At|

2) W = <':°l e(S)a]s(l)'azs(z)'----'ah(s h =

sT s,

Llevando e elemento que queremos sacar factor comun a la fila 1 y columna 1
tenemos que

:alj '(- 1)j_l' é. e(S )aZS(Z)'-'-'ans n +a2] ( ) a e(S) 1) a35 "ot (n) ot

ghs S
+ay ( )n+] . é.e(s)ajs Qs (2) e+ AQn1s(n1) =
zl(nsyﬂ
is(K) K1i
Definimos s, 1 S,, como s,(K)={ el
| =

=a,{(-1"-a &V )ae o) B (5) ooreBs () + By - 1) a €S, ). 0 8, @) ) *

sT Sh1 sd Sh1

+ "'+anj -(- 1)n+j . é dsn)ajsn(l)'azsn(z)'"-"an-l,sn(n»Z) =

sd S,

:aljblj +a2jb21 +"'+anj nj :é aﬂhj
i=1
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COROLARIO Lasumade los productos de unafila por los adjuntos de una paraela
vale cero.

4. APLICACION AL CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ.

Sabemos que las columnas de una matriz (o filas) de M,(K) son linealmente
independientes (consideradas como vectores de K") s y solo S su determinante es no
nulo.

DEF Dada una matriz AT Mmxn(K) con A =(aj)y m?2 n se verifica
rangA =nU A tiene a menos un menor de orden n no nulo.
Dem.
113 p ”
S rang(A) =n P En A existen n filas linealmente independientes y por tanto su
determinante es no nulo.
i U ”
Supongamos que A tiene un menor de orden n cuyo determinante es no nulo. Como

el intercambio de filas no atera el rango, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que

Por tanto las n primeras filas son linealmente independientes y rang (A) 2 n

Pero como A tiene n columnas P rang(A) £ n

Entoncesrang(A) = n
DEF Sea A una matriz de orden m x n'y D un menor de orden p obtenido de dicha
matriz. Llamamos orlados del menor D a todos los menores de orden p + 1 que
contienen aD.

PROP Sea Al Mmxn+)(K) con A = (a)).

Atiene un menor D de orden n no nulo

~
Rang(A)=nU j
0 Todos los orlados de D son nulos

Dem.

13 b ”
Si rang(A) = n, por la proposicién anterior A tiene un menor D de orden n no nulo.
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Como A tiene n + 1 columnas, la Unica columna que no esta en € menor D es
combinacion lineal de las otras. Y como esa columna estara en todos los orlados de D,
éstos seran nulos.

“U ”

Por hipotesis, d ser D un menor no nulo de orden n, A tiene n filas linealmente

independientes.

Como todos los orlados son nulos, las demas filas serdn combinacion lineal de esas

Luego rang(A) = n.
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