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TEMA 31

INTEGRACION NUMERICA. METODOS Y APLICACIONES.

1. INTRODUCCION.

Dada una funcién de forma analitica, sabemos por temas anteriores calcular su
integral definida entre ay b siempre que conozcamos una primitiva de ella. El problema
surge cuando no sabemos una primitiva de ella. Esa situacion es muy norma en
problemas practicos de Fisica, Quimicay otras ciencias.

El problema de la integracién numérica de una funcion consiste en calcular el valor
de unaintegral definida sobre la base de una serie de valores del integrando.

2. INTEGRACION CON ABCISASDADAS.

2.1. Formulasde | ntegracion | nterpolatoria.

Sean a £ x,<x,<...<X, £b una particion en m+1 abcisas del segmento [a b] y
consideramos €l polinomio P, (x) de grado menor o igual que m verificando:

P (x.)=f(x.)conkl A={0,1,...,m}
entonces, aproximaremos laintegral buscada por:
b b
Of (X) = P (X)dx
Asi, integrando la férmula de interpolacion de Lagrange, que viene dada por :

P )= & I, (x),dondel, =)=

K =0 itk Xg = X

obtenemos la férmula de integracién numérica
b b

Of ()dx @a W, f, donde W, = (j (x)dx conki A.
a K=0 a

Debido a que esta férmula se halla por integracién de un polinomio interpolador,
recibe e nombre de férmula de integracion interpolatoria de m+1 abcisas.

Los elementos W, los llamaremos pesos, y hay que tener en cuenta que no
dependen de f, aunque s del intervalo [a, b] y delas abcisas X, ,..., X

m*

Para cualquier polinomio de grado menor o igua que m, la formula es exacta por la
unicidad del polinomio interpolador. Esto nos permite calcular los pesos W, sin tener
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que integrar | _(x), es decir, para los monomios 1, X, x?, ..., x"la formula es exacta
resolviendo €l sistema resultante.

2.2. Error delas Férmulasde I ntegracién | nterpolatoria.

El error de la aproximacion viene dado por la integral del error de interpolacion,
utilizando como error de interpolacién la expresion:

) (o

(00 Po(9= — 2

- %)X %) (X Xy)

Porlotantos f1 C™!([a b)), setiene que & error de la formula de integracion
interpolatoria de m+1 abcisas es:

b

b m m+1]
.= Of (k= AW = W(x- X)X~ X)... (X~ %)

conx (x)1 (a, b)

Si tomamos la constante k1 R, como la cota superior de la derivada (m+1)-ésima de
f, |f("‘*l) (x)| £k " kT [a b], tenemos que:

b

0O (X- %)(X- %)...(x- x,,)dx

a

Enl£

(m+1)!

2.3. Formula de Simpson.

S tomamos polinomios de grado menor o igua que 2, usamos g, = g(k) (k = -1, 0,
1) y laformula de integracion interpolatoria de m+1 abcisas, podemos calcular 1os pesos
de integracion W ,, W, y W, para que laformula

1
P ®dt @V.,g.,+W,g,+W, 9,
-1

Sea exacta.

I nterponiendo la exactitud de laformula para g(t) = 1, t, t* obtenemos que
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Por lo tanto tenemos que la férmula buscada la podemos expresar como:

et @%(g.1+4go+gl).

Aunque esta formula podemos expresarla para cualquier intervalo [a, b] solamente
con el cambio:

t=22"2_10lo0queeslomismox = b-a, ath
b- a 2 2

resultando asi una formula nueva de integracién numérica para una funcion f(x) sobre
unintervalo [a, b] que recibira el nombre de férmula de Simpson:

b
N b-a a+b
of (x)dx @T [ (@) +4f(——) +f(b)]
: . _atb _b-a .
aunque haciendo €l gjlustec= —— y h= — tenemos que:

b

Of (x)dx @g [ f(c-h) + 4 f(c)+ f(c + h)].
gue también es validay recibe e mismo nombre.

Nota: Estas férmulas resultan también exactas sobre polinomios de grado menor o igual
que 3.

2.4. Error dela Férmula de Smpson.

Para poder calcular € error que cometemos en la integracion numérica mediante la
formula de Simpson vamos a definir:

c+h

E.(h) = of (x)dx- 2 [ f(c-h) + 4 §(Q)+ f(c + h).

c-h

donde se verificaque E,(0)=E,'(0)=E®(0)=0 vy
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EO ()=~ 5 [19(cH)- 9 (ch),

Si la funcion f(x) verificaque f T C*( [c - h, ¢ + i ) definimos una funcion F(x)
gue viene dada por:
1 f@(c+h)- f@(c-h) s htO0
F(x) = | 2h
ISISIE) s h=0

y donde se verifica que F(h) es continua, ya que Ihi(gnoF(x): F(0) y ademés por €

teorema del valor medio " x1 [0, h], F(x) = f ¥ (t ) paraagin t 1 (c—h, c +h).

Si utilizamos la férmula del error de interpolacion de Taylor:

R (X) = % dx 9" £ (9ds

obtenemos que:

E, ()

11
N
Wk

h h
ah- t)° EQ(t)dt= = cfh- t)* t* F(t)at
0 0

pero como H(t) = (h- t)? t* es una funcidn estrictamente positiva y continua en (0, h),
el teorema del valor medio para integrales nos asegura que:
1 " f @) -
E.(h) =- 3 F(x) (fh- t)°* t?dt=- Thscont | (c-h,c+h)
0

2.5. Formula del Rectangulo o del punto medio.

Haciendo el mismo proceso que hemos hecho paralaférmula de Simpson y con h =
b —a, obtenemos la férmula del rectangulo, que se basa en la interpolacion en la abcisa
media Unicamente, y que viene dada por:

b

) 2 R
9f (x)dx= h (2 2a) i zf‘) h®con x1 (a,b)

2.6. Férmula del Trapecio.

Igualmente gque antes con b = b — a, pero interpolando en las abcisas extremas
obtenemos la férmula del trapecio:
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" _hes s £90) g o
aof(x)dx— 2[f(a) f(b) ] o h*con x1 (a,b)

2.7. Regladel Trapecio Corregida.

S tomamos la formula de integracion interpolatoriade 4 abcisascon X,=x,= a Yy
X, =X, = b, entonces:

7 e)b- a)°
720

Of (x)dx @% fVY(x) ¢fx- a)*(x- b)*dx=

Como m + 1 = 4 entonces tenemos un polinomio cubico, P,(X), es decir,
P" (x) = 0. Por lo tanto, usando la regla de Simpson:

Of (X)dx @% [P,(a) + 4P, (aT”’) + (0],

pero como P, (x) esta interpolado a f(x) en x,=a, x=a X,=by Xx,= b entonces

P(a)= @, P,(b) = f(b) y Pg(%b): %[f(a)+f(b)] + (béa)[f’(a)—f’(b)]
entonces:.
(‘)f(x)olx@@[f(awf(b)]+ %[f'(a)—f'(b)]

siendo su error:

FY()b- a)°
720

E=

2.8. Formulas de Newton-Cotes

Si tomamos ahoram +1 abcisas equidistantes sobre el intervalo [a, b], es decir:
X, =a+khconkl A, h=P-2
m

obtenemos la férmula de Newton-Cotes de m+1 abcisas

b m
~

m t_' n
Of (x)dx @né a f, ,cona, :ka—lidt conkl Aydonde f, = f(a+kh)

k=0 0 itk
Los coeficientes a, solo dependen del grado m, es decir, ni del intervalo [a b] ni de

la funcion f(x).
El error de laférmula de Newton-Cotes de m +1 abcisas esta dado por
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b f(p+1)( )hp+2

E,.=Of (x)dx- haa f = con x1 (a,b)

9 2 (p+D)!
y donde:

17 . .
iP.td p=m s mesimpar

K =10
Im
16P (hdt p=m+ls mes par
lo

sendo P _(t) =t(t- D-..(t- m)

3. REGLASCOMPUESTAS.

Las formulas de integraciébn numérica anteriormente expuestas no se aplican
normalmente a intervalo | = [a, b] sobre el cual queramos calcular laintegral, sino que
se aplican sobre subintervalos de |, obteniendo asi las reglas compuestas de integracion
numérica.

3.1. Regladelos Trapecios.

Si partimos € intervalo | = [a, b] en M partes iguales, y sobre cada una de €llas,
aplicamos la formula del trapecio, obtendremos la regla compuesta que llamaremos
“Regla de los Trapecios’

T(h) = 2 [f(a) + 2f(a+ h) + 2f(a+ 2h) + ... + 2f(b —h) + f(b),

gue se forma como suma de la integracién numérica sobre cada uno de los M intervalos
en los que hemos descompuesto €l intervalo | = [a, b], siendo cada una de esas M partes
de longitud h = 22

b Ml b XK +1

of (X)dx= a Of (x)dx Of (x)dx con x, =atkh con kT AT {0,... M}

K=0 a Xk
y puesto que:
X +1 (2)
of(x)dx-—[f(xk) f(X) ] - ) e

12

donde X, T (X,,X,.,) , entonces tenemos que:
b

N _ 1% 2 _(b a) "% 2 2.
f(x)dx-T(h)= - =g O )h° =- f” h
9(X) - T(h) 12ko (x)h o ko (%)
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donde si tenemos quefl C?([a b] ), utilizando € teorema del valor medio para sumas,
existe x| (a,b) tal que:

b
OF (0= T = - 22 £2g ),

que eslaformula del error de laregla de los trapecios.

3.2. Regla de Smpson.

Si ahora lo que hacemos es dividir € intervalo | = [a, b] en 2M partes 'y aplicando la

formula de Simpson en cada uno de ellos, que de longitud %, y sumandolos

obtenemos la “Regla de Simpson”.

S(h) = g[f(a)+ 4f(a+ h)+2f(a+ 2h)+ 4f(a+ 3h)+...+2f(b — 2h)+ 4f(b —h)+ f(D)]

y ademés tenemos que si fl C*( [a, b] ) obtenemos la siguiente expresion para el error
de laregla Simpson:

b
A Cgh =2 272 <@ p i
aof (x)dx- S(h) 180 f*(x)h* con xI (a,b)

3.3. Regla ddl punto medio.

Siguiendo un proceso andlogo a los vistos hasta ahora, se obiene:

of ()dx @3 f(a+(i- %)h)

donde €l error obtenido viene dado por:

f'(x)h?(b- a)
24

E=

3.4. Regla del Trapecio Compuesta.

Utilizando laregla simple del trapecio y dividiendo €l intervalo | = [a, b] en N partes
iguales obtenemos la siguiente expresion:

b

Of ()x » h%ilf(a+ih)+g(f(a)+ f (b))

i=l
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sendoh= b-a
N

Laexpresion del error paralaregla del trapecio compuesta viene dada por:

_f'(x)h*(b- a)
12

E=

3.5. Regla del trapecio corregida.

Utilizando la regla del trapecio corregida simple y dividiendo € intervalo | =
[a, b], en N partes de manera que definamos h = % se tiene que la expresion de la

regla del trapecio corregida viene dada por:

b N-
[¢]

Of (x)dx » half(a+ih)+gf(a)+ f(b)+%[f'(a)- f'(b)]

i=l
siendo €l error que se comete en la aproximacion el siguiente:

fV (x)h*(b- a)
72

Debemos darnos cuenta que todas las derivadas interiores f( x,) se anulan entre si
una con otra a sumar las formulas de todos los intervalos (como s fuese una suma
parcia de una serie telescopica).

Por lo tanto la regla del trapecio corregida anteriormente expuesta, es una regla
compuesta del trapecio corregida, que a igual que la simple, obliga, para poder
utilizarla, a que conozcamos la derivada de f(x) o la calculemos.

E=

4. INTEGRACION GAUSSIANA.

Las formulas de integracion interpolatoria de m + 1 abcisas anteriormente expuestas
son exactas para los polinomios de grado menor o igua que m, independiente de la
eleccion que hagamos de abcisas dentro del intervalo de integracion. Veamos que una
buena eleccion de estas m + 1 abcisas nos proporcionard formulas de integracion
numeéricade m + 1 abcisas, exacta para polinomios de grado menor o igual que 2m + 1,
y estas formulas recibiran e nombre de férmulas Gaussianas.

4.1. Ejemplo gue motiva las for mulas.

S aplicamos de forma conveniente la regla de los trapecios sobre polinomios
trigonométricos nos da el siguiente ejemplo, es decir:
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Seatn(q):%+é a,Cosjq + g b, Senjq = i’ c,e”

=1 =1 i

un polinomio de grado menor o igual que n, y calculamos
»

J(t,) = O.(@dg=p a,=2p c,
0

mediante la regla de los trapecios con paso h = i/l_p con M>n,

Por culpa de la periodicidad de t_(g), t. (Q+ 2p) =t (q) " ql R por lo tanto para
cualquier f T Rse verificaque:

20 +f 2
I(t,) = @n0)d = @.(f +a)dg=p a,

0

pero aplicando la regla de los trapecios a esta Ultima integral tenemos e siguiente
resultado exacto:

M-1 ;2pK

M-1 n 2Pk
T(2)= 2 306 +X9=2 Jce 7 =2pc,=3()
j=-n

M k=0 " M : k=0
donde tenemos que :
M2 M (j=0)
ae" =j -
o 10 (0<|j|EnEM

sabiendoque Q c,€” t 1(0<|j|EnEM)

J

Si tomamos ahora un polinomio trigonomeétrico en cosenos de grado menor o igual
que n

t,(@=2+4 aCosiq

=1

S tenemos en cuenta la periodicidad t.(q+ 2p)=t (q)y la sSmetria respecto a
g=p, esdecir, t.(q)=t,(2p- q), por lo tanto, st M>n

2p 2p _
N _ 15 _p. _1_20, p %t 21k
J(t,) = On(OI)dQ—E J.(@dg= an =3 T(—)= M at.( +V)

0 0

SitomamosM:Z(m+1)>nyf:%

simétrico respecto a p. Entonces f +£: 2k+1p con ki {0,

M m+1 2

para que € conjunto de abcisas sea

., 2m+1} y los
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valores tn((jk;l)p) aparecen dos veces: s | = 2m+ 1 —k, conkl {0, ..., m} tenemos
m+

quell {m+1,...,2m+1},y

(D) . 2<tUD,_ (@)
2(m+1) 2(m+1) 2(m+1)

Por lo tanto obtenemos asi la siguiente formula de integracion numérica de m +1
abcisas:

(2k+Dp
d:(q)dq @—1ka0 (S — 2m+1) )

gue es exacta para los polinomios trigonométricos en cosenos de grados menor o igual
que 2m +1.

S hacemos ahora €l cambio t = Cosq, que es usua en la aproximacion mediante
polinomios de Chebichev, resulta que f(t) = F(arccos t) serd un polinomio de grado
menor o igual que n si F es un polinomio trigonométrico en cosenos de grado menor o
igual que ny asi obtendremos la siguiente formula de integracion numérica de m +1
abcisas:

O B g (20D
dt @ f
O e 18 (€% ey

gue es exacta para los polinomios de grado menor o igua que 2m +1, y la llamaremos
Férmula de Gauss-Chebichev.

Podemos escribir también las férmul as anteriores como:

d:(q)dq @—1 a F@.)

@) g
0 @3 f,)
«/1 t? m+1,5 ‘
donde g, conkl {0, ..., m} sonlasraicesdey .,(q) = Cos(m+1)q)y t, conki {0,
., m} lasraicesdelafuncion T, (t)= Cos((m +1) arccost) = y ., ( arccost).
Debemos saber que y .,(q) y T, (t)forman parte de las familias y;(q) y
T, (t) que son ortogonales respecto de los productos escalares:

" UL
F,G)= G@a)dg, (f,g)= g==Ldt
(F.G) 0- (@G(ada (f.9) O+
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De la exactitud de la formula de Gauss-Chebichev resultaraque y , (q) =Cos jq y
T,(t) =y ; (arccos t) son ortogonales respeto a los productos escalares.

(F.G) =& F@)G@)

K=0

f(t)at)

0

(f.9), =

7 Qos

4.2. Férmulas Gaussianas.

La eleccion de las abcisas x,, con Ki {0, ..., m}, como raices de un polinomio

Y 1 (X), de una formula de polinomios ortogonales llevara siempre a formulas de
cuadratura exacta para los polinomios de grado menor o igual que 2m +1.

Seaw:[a, b] ® R una funcién peso positivay continua sobre € intervalo [a, b] y sea
Y e (X) =A_,X™ +... e polinomio ortogonal de grado m +1 asociado a producto
escalar:

(f.9)= O f () g(x)dx

Y .., (X) tiene m +1 raices simples x, con ki {0, ..., m} que se encuentran en

intervalo (a, b).
Sy ... (X) s0lo cambiase de signo en i abcisas x,,..., X, de [a b] con 1£i £m

entonces €l polinomio:
G (Y ma(X)° (- ay),..., (X- &)Y 1y (X)

de grado m + i +1, no cambiaria de signo sobre (a, b) y por lo tanto:

b

(\J:OS(X)qi (X)y m+1 (X)dx = <q| ’y m+1>

la integral seria no nula, en contradiccion con el hecho de que vy ., (x) es ortogona a
cualquier polinomio de grado menor o igua que m.

Consideramos ahora la formula de integracion numérica de m +1 abcisas evaluada
sobre lasraicesde y .., (X):

PO f ()dk @3 W, (x,)

=0
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Por la exactitud de las férmulas de grado menor o igua que m, obtenemos que los
pesos W, provienen de:

W, =g, owdx, 1,0=02% conki {0, ..., m}

kti Xk-)q

Comprobaremos ahora que esta eleccion hace exacta la formula también para los
polinomios de grado menor o igua que 2m +1. A estas férmulas obtenidas las
[lamaremos formulas Gaussianas de m +1 abcisas.

Sea P,,,,(X) un polinomio de grado menor o igual que2m +1y sean q,,(X) y r,,(X)
los polinomios de grado menor o igual que m que son €l cociente y € resto obtenidos al
dividir P,,,,(x) por € polinomio B, ., (X) por e polinomioy ., (X) de grado m +1.

I:)2m+1: qm (X)+y m+1 (X)+ r.m(x)

Por lo tanto el polinomio g, (x) seraortogonal a y ., (X), €s decir, (0, ) =0, €s
decir:

b

OV Pagyy (X = QW) +01p, () +Y .0 () + OV, (X =

a

b m
= VO, () dx= g Wi, (%)

puesto que la formula gaussiana es exacta para el polinomio r,_(X).
Como y .., (x,) = 0 con kI {0, ..., m} obtenemos la exactitud de la férmula
gaussianapara P, ., (X):

m m b
W, Pt (%) = & Wil (% Y mer (%) + & Wil (%) = WV (X) Pyps (X)0X

0 K=0 K=0 a

Qo3

=
1

4.3. Error delas férmulas Gaussianas.

Para |as funciones fi C*™?2([a, b] ) podemos dar una expresion para el error de las
formulas gaussianas. Para ello tengamos en cuenta el polinomio interpolador de
Hermite P, .,(x) af en las abcisas x, con ki {0, ..., m}, por un lado la férmula

gaussiana es exacta para este polinomio y por otra parte:

.I: (2m+2) (X(X))

(2m+2)! W ()

f() - P (%) =
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dondecon xT {%;,X,,-...x, X} 1 [a b] y

y m+l ( X)
Ana

W, (X)= (X- Xy) o (X- X)) =

Multiplicando por w(x) e integrando sobre € intervalo [a, b], obtenemos la formula
del error de laformula gaussiana de m +1 abcisas:

FEmD () 1
(2m+2)! A%, 9N(x)y e (X)dx

VOO T (9dx- B W, F (%)=

donde x1 (a,b) y A.., esd coeficiente del término de mayor gradodey .., (X).

5. METODO DE ROMBERG.

El méodo de Romberg se basa en €l error de la férmula trapezoidal compuesta. En
esta,

081 +2[ fo+fly E®=- —fuz(n)hz(b- a)

] ala

_b-a . _ b-a %!
Desde luego h N Por tanto s llamamos T(N) = T[a_ f +
i=1

f0+fn
2

aproximacion con (N +1) puntos, dando a N los valores 2'(j =0, 1, 2 ...) podemos

.. 4Ti-1i-j_ i-1,j
definir T, = 4i I = recurrentemente.

Se demuestra que cualquiera que sea lafuncién f continuaen [a, b]:
b

i, T, tiendea Of (x)dx cuando j® ¥
b

j, T, tiendea Qf (x)dx cuando i® ¥

Por otro lado €l error de laaproximacion T, es:

. B, f (9 (x) <
— 2i+3 2i+2
E, ®)=-(b-9) 20062D) (94 4 D)1 con x1 [ab]

sendo B ,,,, € polinomio de Bernstein de f de orden 2i +2.

b
Esta expresion indica que la convergenciade T, hacia (Of (x)dx cuando i® ¥ es

a

mas rapida que la de cualquier serie geométrica.
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La sucesion Ty, T, Togs--.5 T ... Proporciona sucesivas formulas de integracion
Romberg. Tienen la forma:

T (f) = 52. w; f(x;)

j=0

donde x; =a+jhyh= b-_a y los pesos w;, calculables por recurrencia estan todos en
2I

. ch -
el intervdo [—, chl con c= O >
3 K=1 1' 4
Ejemplo.-
0 dx
Para calcular aproximadamente 07‘ d método de Romberg no daria:
ap s (1+ XlO) 2 g

T,,=05 T,=083 T,=163 T,,=1806 T,= 180926152

T,,=1,80026152 ...
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