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TEMA 16

DISCUSION Y RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.
TEOREMA DE ROUCHE. REGLA DE CRAMER. METODO DE GAUSS-
JORDAN.

1. INTRODUCCION.

Por todos es conocida la importancia gue tienen los sistemas de ecuaciones lineales
en laresolucion de problemas, tanto en la matemética pura como en la aplicada.

En este caso vamos a tratar de la resolucién de sistemas de m ecuaciones lineales
con n incdgnitas cada uno y con coeficientes en un cuerpo K (que habitualmente serd R,
pero puede ser Q o C).

El teorema de Rouché-Frébenius (también conocido bajo € nombre de Kronecker)
nos da las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de solucion. La Regla
de Cramer nos permite obtener dicha solucién de forma explicita, aunque a costa de
realizar un gran nimero de operaciones. Describiremos por tanto, diferentes métodos
numericos que nos permitiradn de forma directa obtener la solucién exacta.

La teoria de espacios vectoriales y de aplicaciones lineales nos va a permitir deducir
resultados sobre el conjunto de las soluciones.

2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

2.1. Definicion.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas y con coeficientes en un
cuerpo K es un sistema de m ecuaciones de la forma.

..................... y 1)

donde (gl K, biK 1£i£m, 1 £j £n. Los g reciben e nombre de
coeficientes, los b de términos independientes y las x; son las incognitas.

DEF Dado e sistema de ecuaciones lineales (1), diremos que es homogéneo si I = 0
1EiEm

El sistema (1) se puede escribir de forma matricial como

{oJX EETETTTTTTTTTTTES —(;—:(; —
ga‘ml """"" amnéxna gme

o de forma mas sencilla como
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DEF Diremosque

es una solucion del sistema (1) s a sustituir cada incognita % por a; las ecuaciones se
transforman en identidades. Al conjunto formado por todas las soluciones lo
[lamaremos solucion del sistema.

2.2. Sistemas Equivalentes.

DEF Diremos que dos sistemas de ecuaciones lineales con € mismo ndimero de
incognitas son Equivalentes si toda solucion del primero lo es del segundo, vy a revés.
También serén equivalentes si ambos carecen de soluciones.

OBS En la definicion de sistemas equivalentes, en ningin momento se alude a que
deban mantener el mismo nimero de ecuaciones.

NOTACION A partir de ahora escribiremos la ecuacion de lugar i

a1'1X1+a1‘2X2 o +a1'an :bi

como
a(x) =b;
0, més sencillamente, por E
DEF Dado €l sistema
e(x) = by
&(x) = by
)
€m(X) = bm

diremos que una ecuacion ex = b es combinacion lineal de las ecuaciones del sistema s
existen nimeros| 1, | »,...., | m en € cuerpo K tales que se verifica

PROP Dado un sistema con m ecuaciones linedes Ei, E,...., By Yy n incognitas, se
pueden obtener sistemas equivalentes efectuando las sSiguientes operaciones
elementales.
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a) Permutar € orden de dos ecuaciones.

b) Sustituir una ecuacion E por € resultado de multiplicar todos los elementos de la
ecuacion por un escalar | 1 K no nulo.

¢) Sustituir una ecyacic’)n E por e resultado de sumar a la ecuacién el producto de
un escalar arbitrario | | K por otra ecuacion. Ej (conj t i). Més generamente, sustituir

laecuacion E por E, +§1 | ,E, . Ej paracualesquieraescalares| il K.

jei

d) Afiadir a (suprimir del) sistema de una ecuacion que sea combinacién linea del
resto.

Dem.
a) Al permutar el orden de dos ecuaciones obtenemos un nuevo sistema que tiene las
mismas ecuaciones que € anterior, por tanto una solucién para uno de ellos, también lo

esparael otro.

b) Sead sistema

con E°ax+a,Xt...ta.x =b

Sea(au,.....an)l K" solucion del primer sistema. Entonces, por ser iguales, también
es solucion todas las ecuaciones del segundo sistema menos la del [ugar i.

Comprobemos que para ésta también es solucion:

la,a +la.a, +....+1aa, =xh

Comol 10 $ 1K

siendo laexpresion ciertaal ser (@1,.....,an) solucion de E.

¢) Dado € sistema
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3

m-1
sustituimosen el E, por E, + é | ,E, (elegimos laultima por comodidad)
j=1

E a
: .
En: Y 4
m-1 |
E .+l Ei
% 1) b

Ambos sistemas tienen las m — 1 primeras ecuaciones iguales, solo la ultima es
diferente, siendo

=
V eamos que ambos sistemas son equivalentes.
- Sa=(ay,....,an)l K"essolucion de (3), tambiénloesde (4).
Por ser a solucion del primer sistema se verifica

E(@)=Db "i:1,....,m

y tambiénesciertoque |ig(@)=1ib " id,...., mcon |l K.

Sumando las m identidades obtenemos que
l,.e@)+l,e@)+..+1 e [@)=1b+...+1 b

es cierto, y bastatomar | , = 1 (neutro de producto en K) para que esa expresion sea

m-1

= +é_ I ,E,, lacud esciertapara x = a. Como las m — 1 primeras de (4) coincidian
j=

con las de (3), también son ciertasy a es solucion de (4).

- S a=(agaz...... ,an)l K" essolucion de (4), también lo es de (3).
Por ser a solucion de (4) se verifica que

ef@=h "i:d..,m-1
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S1el@)+ef@)=a1h+h,

i=1 i=1
S6lo hemos de comprobar que a es solucion de la Ultima ecuacion de (3).

e.0)= 1 el)+e(@)=A 1 h+b, =B 1n+b % b-...-b, =h,
ei=1 i=1 g ei= 4]

Luego en(a) = by y laecuacion escierta.

d) Dado e sistema (2), s afladimos una ecuacion que sea combinacion linea del
resto, obtenemos

b G

e(X)=b,
........... [ 5
e)=b, 1

_aci.IiQ(X):é.libiL

Es claro que toda solucién (5) es solucion de (2) pues las ecuaciones del primer
sisterma son también ecuaciones del segundo.

Andlogamente, una solucion de (2) verifica las m primeras ecuaciones de (5), y
también la tltima, como es facil de comprobar, luego es solucion de (5).

2.3. Tipos de sistemas.

Segun e nimero de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales, los podemos
clasificar en:

DEF Diremos que un sistema es Compatible s tiene solucién. Si es Unica serd
Compatible determinado y si es multiple Compatible indeterminado. En e caso de no
tener solucién diremos gque es incompatible.

i 1 Determinados

T . (Solucién Unica)
S stema.s% Compatible| |, et erminados
1 (Solucion Mmultiple

} Incompatibles (Sn solucion)

2.4. Interpretacion de un Sistema en Términos de una Aplicacion Lineal.

A partir de ahora consideraremos que el cuerpo K es R.

Dado un sistema de m ecuaciones con n incognitas, expresado de forma matricial se
escribe como
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Consideremos la Unica aplicacion
FR'® R"
gue tiene como matriz asociada a A (por ejemplo, respecto de las bases candnicas).

La matriz columna X es un vector cualquiera X1 R" y la matriz columna B es un
vector fijo b1 R™

Entonces € sistema se puede expresar como

f(x)=b

siendo la solucién a sistemael conjunto f‘l(B).

Laexpresion f(x)=06 corresponde al sistema homogéneo asociado a f (%) =b

Las soluciones de un sistema homogéneo son los elementos de f‘l(é) que por
definicion es, Kerf, @ nucleo de la aplicacion.

PROP El conjunto de soluciones de un sistema homogéneo forman un subespacio
vectorial de R".

Dem.

Es debido a que Kerf tiene estructura de subespacio vectorial.

PROP EI conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales puede obtenerse

sumando a una solucién particular del sistema todas las soluciones del sistema
homogéneo asociado.

Dem.

La suma de una solucién particular al R" con una solucion del sistema homogéneo
asociado akl R" es solucion:

fla+a,)=fla)+fla)=b+o=b
Luego a + ak essolucion del sistema.

Toda solucion del sistema puede descomponerse como suma de una solucion
particular al R" y una solucién del sistema homogéneo asociado akl R".

Sea bl R" solucién del sistemab f(b) = b
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Entonces

f(b-a)=f(b)- fl@a)=b- b=0
Luego b -al Kerf 'y b-a =axl Kerf
Y b =a + ak como queriamos probar.

Podemos ahora caracterizar los diferentes tipos de sistemas en términos de la
aplicacion lineal asociada

.S bi Im(f)p f(p)=0y e sistemaesIncompatible.
-9 bl Im(f)p $aR"/f(a)=b, dandose dos situaciones

- S Kerf ={a}, la aplicacion es inyectiva y la solucién es Gnica. Sistema
Compatible determinado.

- S Kef t{o}, la solucién no es Onica y e sisema es Compatible
| ndeterminado.

La matriz A asociada ala aplicacion linea f verifica
Dim (Im (f)) = Rang (A)
lo cual nos permite decir
dim Ker (f) =dim R" —dim Im (f) = n — Rang (A)

y podemos caracterizar un sistema de ecuaciones compatible solo con e nimero de
incognitas y € rango de la matriz de coeficientes.

OBS Un sistema homogéneo siempre es compatible ya que
Ol Im(f)

3. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

DEF Dado un sstema de ecuaciones linedles A - X = B, llamaremos matriz ampliada
a la matriz que se obtienede afadir la matriz columna B a la matriz A como
(n + 1)- ésima columna. Se representapor (A/B).

B A % (B0

(A/B):gaﬂ Ay By, bzi

P 5
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TEOREMA. Teorema de Rouché-Frdbenius.
Sea A - X = B la representacién matricial de un sistema de m ecuaciones lineales
con n incognitas.

AX =B escompatible U rang (A) = rang (A/B).

Ademés, sera compatible determinado s rang (A) = n e indeterminado en caso

contrario.
Dem.

“D ”
Supongamos que € sistema es compatibley sea a = (ay,..., an)l R” una solucién

del mismo. Se tiene las siguientes identidades:

a.a, +a,a, *... +a,a =h v
a,a, +aa, t..... +a,a, =b, |

como
lo cual nosindicaque b escombinacion lineal de {éi,ég, ..... ,én} que son las columnas
de A. Entonces

Rang (A) = rang (A/B)

Si el sistema es compatible determinado, la combinacion lineal anterior es Unicay se
deduce que {4,,4,,....,4} es un conjunto linealmente Independiente. Y de aqui

podemos afirmar que
Rang (A) =n

I U ”
Como por hipétesis

rang (A) = rang (A/B)

sedaque b escombinacion lined de {4,4,,....,4,}.

~ [o]

$a,a,,....a,l R/igaa=>b
i=1
Entonces a = (a1, as,....,an)l R" essolucién del sistema
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fla)=8aa=b

i=1
y el sistemaes Compatible.

S Rang (A) =n b {a,4,,...,4} esun conjunto Linealmente Independiente lo
cua significa que la combinacion lineal es Unica, siendo también la solucion al sistema.

COROLARIO SeaAX =B un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas. Se
verifica

a) AX = B es Compatible Determinado U rang (A) = rang (A/B) =n
b) AX = B es Compatible Indeterminado U rang (A) = rang (A/B) < n
¢) AX =B esIncompatible U rang (A) * rang (A/B)
Dem.
Inmediata Sih mas que tener en cuenta el teorema anterior.
OBS Sirang(A) =rang (A/B) =K con K<n tenemosque
dim Kerf =dim R" —dim Imf = n—Rang (A) =n

y entonces las soluciones del sistema, a formar un subespacio de dimension n — K, se
expresa en funcion de n — K parametros.

4. REGLA DE CRAMER.

DEF Diremos que un sistema con el mismo nimero de ecuaciones que de incdgnitas
es de Cramer g tiene solucién Unica (si es compatible determinado).

PROP Un sistema con igual nimero de ecuaciones que de incognitas es de Cramer s y
solos |A? 0.

Dem.

Sea @ sistema AX = B con A una matriz cuadrada de tamafo n. Entonces la matriz
(A/B) esdeorden n  (n + 1) siendo por tanto rang (A/B) £ n.

Sabemos que rang (A) =n |A* 0

y aplicando el teorema de Rouche-Frébenius obtenemos que el sistema es compatible
determinado si y solos |A* 0.
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Los sistemas de Cramer tienen una forma especial de resolverse, que es aplicando la
Ilamada Regla de Cramer. Veamos en que consiste:

La condicion H 1 0 nos permite garantizar la existencia de A™. Por tanto, dado el
sstema AX =B podemos despgar X como:

AX=Bb Al.AX=A'B P X=A'.B

Siendo la solucion Unica. Veamos ahora como desarrollar esa expresion para obtener el
valor de cada incognita

Sabemos que

At Adj

I/%

y podemos escribir laigualdad X = A - B como:

CTAl ks
0 ¢l W A <2, 6
o, _She Pa e
¢+ ¢l W A .+
&o oh A, A

A (A A5

siendo cada Ajj e adjunto del elemento g; de la matriz A

a, a, al(j-l) al(j+1) a,
a, a,, o az(j -1) a2(]+1) o &,

Aj:(- 1)i+i a(i-l)l a(i-l)z a(i-l)(j-l) a(i-l)(j+1) a(
Aapn Qa2 0 Faa)o) Ha(jr) T Gean

ay G (o) A(4) 7 G
y detallando las operaciones necesarias para calcular cada incognita

b A, +bA, +..+b A, delld, 4.3 ,,0,4,,...3,)

X = =

| A A

OBS S un sistema homogéneo es de Cramer, la Unica solucién es latrivial.
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La regla de Cramer también es aplicable a sistemas compatibles indeterminados,
aungue para ello es necesario aplicarla a un sistema equivalente que verifique ser de
Cramer.

Sea

A X T 8% T tay, n:bl.:..‘.l
X T 8%t ta, X, =h 1

un sistema compatible donde
rang(A) = rang(A/ B) =K £{m,n}
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

{a,.4,,..,a,}

es linealmente independiente (donde & 1 R"). Eslo mismo que afirmar

@y A A0
ranggazl ay, Q¢ i:K
S 2 B &

Teniendo en cuenta que s en un sistema de ecuaciones se elimina una de ella que
sea combinacion lineal de las demas, el sistema que se obtiene es equivalente, podemos
indicar que & sistemainicial es equivalente a

;% +8,X, +o X, =0
Ay X FaX, to.tay, X, =b, |

3 U

a X taX totayX =h- g a;X

=K1 i

A X FanX, t..... +a2KXK:b2' é-am‘xi 1'

j=K+1 |y

................................................ (.? I

By Xy T Xy o T B X =D - aaK]Xj.L
=K+
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yllamando ¢ =Db - éa,.jxj nos queda
j=K+1

Qi X T X .t aX =G U
1
Ay X, T ALX, ot A X =6, 1

gue es un sistema de Cramer, siendo los términos independientes funciones respecto de
las incOgnitas Xc+1, Xk+2,- - -y Xn.

Aplicando la regla de Cramer tenemos
X = (X Xeapreen X, ) 1ETEK

y las soluciones del sistemainicia vienen dadas por

Xe = fill sl gzl )
|

K+l — ' K+l

sendol ,...., | ol R parametros.

5. METODO DE GAUSS-JORDAN.

Laregla de Cramer nos permite obtener la solucién de cualquier sistema compatible,
a cambio de realizar una gran cantidad de operaciones. Es por ello que su uso queda
limitado a sistemas con pocas ecuaciones. Afinando un poco mas, para obtener la
solucién de un sistema de n ecuaciones con n incognitas, la regla de Cramer implica
redlizar (n + 1) - n! - n productos, (n + 1) - (n! —1) sumasy n divisiones, lo cual es un
total de (n + 1) -! — 1 operaciones.

Debido a la ineficacia del método de Cramer con sistemas de 5 0 mas ecuaciones,
vamos a estudiar otras formas de resolver un sistema de ecuaciones lineales. Veremos €
método de Gauss, y alguna de sus variantes, que nos dan la solucién exacta gracias a
una serie de operaciones elementales.

El método de Gauss transforma el sistema a resolver en otro equivalente, tal que su
matriz de coeficientes sea triangular superior, siendo asi féacilmente resoluble. El
nimero de operaciones que hemos de realizar para resolver un sistema de n ecuaciones

con n incognitas es §n3 +gn2 - %n gue es muy inferior al Método de Cramer.
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5.1. Método de Gauss.

El método de Gauss transforma un sistema

A% Fa,X, Akt A X =h :J
Ay X, +a,,X, 3y X ... +3, X, =D, 1
Ay X tapX, T 8yX Tt ay X, =h Y

|

en otro equivalente con matriz de coeficiente triangular superior.
Partiendo del sistema de ecuaciones lineales anterior, veamos |0s pasos a seguir:

- Paso 1.

Se consiguen ceros en la primera columna por debajo de la diagonal principal
(suponemos a,; * O reordenando e sistema s fuese necesario). Aplicando a sistema
inicial las ecuaciones:

a’lj:a1j 1£ jEn

a’ij:ayj-a,.j-alji 2EiEm 1£j£En

11

h=b-b- 2£ifm
a,

obtenemos

a,X ta,X tagX t.taX =hi
A, X A Xt +a, x, =b, ,[
A Xy A X+t Ay X, =05y

Resumiendo, las operaciones realizadas son

E=E y E=E-2E 2£ifm

11
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- Paso 2.

Se consiguen ceros en la segunda columna por debgjo de la diagona principal
(suponemos a,,* O, reordenando el sistema s fuese necesario). Aplicamos a sistema
obtenido en €l paso 1 |as ecuaciones:

a’ . =4a,; 1£i£2 1£j£n

a’ =a -a, —% 1£i€m 2£j£n

y obtenemos

ayX ta,X, tagX T ta,X =hi
a'zzxz +a'23X3 o +a’2an = b'z Zi:
a"33X3 Tt a"Sn Xn = b"S

y
|
!
a"mSXS o +a"mnxn = b”m b
Este sistema se ha obtenido aplicando a anterior las transformaciones

E'=E. 1£i£2
, , o a. .
E'=E,-=2E, 3f£ifm

- Paso K.

Se consiguen ceros en la columna K por debajo de la diagonal principal (podemos
suponer quea,, * 0, reordenando si fuese necesario, salvo que todos los a;, =0 con
K £ ] £m,sendo innecesario entonces redizar este paso). Aplicamos a sistema
obtenido el paso K — 1 las ecuaciones.

a“=a“? 1Ei£K 1£j£n

I

K-1)
aﬁf>=aﬁf-l>-a§j'1>% K+1£i£m KE£j£n

K

b =b<* 1£i£K
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K-1
B =0 - b A K+1gigEm

K-1
KK

obteniendo un nuevo sistema equivaente a del paso K — 1, y por tanto, a todos los
anteriores. Las operaciones elementales aplicadas han sido:

EO=EY  1£i£K
a1K-l)
B =ECl- KBS KALEIEm

KK

Después de m — 1 pasos como mucho, se obtiene un sistema equivalente a inicial
con matriz de coeficientes triangular superior.

El sstemaAX = B serdequivalenteaTX = C con T triangular superior.
Se verifica
rang (A) = rang (T)
rang (A/B) =rang (T/C)
que resuelve facilmente sin mas que tener en cuenta:

1) El Sistema es Incompatible s y solo s rang (T) * rang (T/C). Y eso es
equivalente aencontrar en TX = C unaecuacion del tipo 0=Csiendo C* 0.

2) El sistema es Compatible determinado s y solo si rang (T) = rang (T/C) = n, que
esequivalente aque el sistemaTX = C seade laforma:

t11X1 +t12X2 +t13X3 T +'[an :Cl_l.'-]
_ |

t22X2 +t23X3 o +t2an - C2 Z|Z
Lo Xy + e, +1,, X, =C, y

|

....................... i

tnan = Cn b

siendo los elementos de la diagona principal todos no nulos. El sistema se resuelve
partiendo de la Ultima ecuacién y ascendiendo hasta la primera.

3) El sistema es Compatible Indeterminado s y solo s rang (T) =rang(T/C) =K < n.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

16/19



ab, t, - thQ
90 t et
K=rangg 22 ZK;
éo o - tKKS

lo que obliga a que todos los elementos de la diagonal principal sean no nulos hasta la
filaK. Entonces € sistemainicial, AX = B, es Compatible Indeterminado si y solo s €l
sistema equivalente TX = C puede escribirse como:

siendo las soluciones al sistema:
X =0 oyl ;) 1EIEK

X =1, K+1£ jEn

] ]

donde los parametros | ,,,....,| , Son nUmeros reales.

OBS Ene pasoK, siendo 1£ K £m- 1, € coeficiente al;” debe ser no nulo para
gue las correspondientes ecuaciones tengan sentido. Basta realizar una reordenacion de
las ecuaciones para poder obtener dicha hipétesis, variacion que no afecta a las

incognitas. Lo que S que es un inconveniente importante es e hecho de que aj" sea

muy pequefio y, por tanto, ak ¥ /af.” muy grande, pudiendo presentar dificultades €

trabajar con estos numeros. Los errores de redondeo podrian ir reduciéndose y aumentar
paso a paso, desvirtuando la solucion. A fin de resolver esta dificultad, veremos a
continuacion variantes del método de Gauss.

5.2. Método de Gauss con Pivote Parcial.

Consiste en tomar, en € paso K, en lugar del elemento a,” € elemento af™V tal
que

a

D :nﬁ><{laf<'l)|/K £i £m}

Se trata, en definitiva, de intercambiar la fila K por la r y seguir aplicando en
método de Gauss.
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5.3. Método de Gauss con Pivote T otal.

Al igua que e anterior, en & paso K, tomaremos en lugar del elemento af"” el
elemento

max{al®|/K £i £m K £ £n}

Ahora no sblo intercambiamos filas (ecuaciones) s no también columnas
(incognitas). Una vez redizado e intercambio y colocado € elemento elegido en el

lugar de af.", se sigue aplicando &l método de Gauss.

5.4. M éodo de Gauss-Jordan.

Dado e sistema AX = B, s A es una matriz cuadrada con |A* 0, e méodo de

Gauss puede ser completado triangulando también la parte superior, convirtiendo asi a
la matriz A en una matriz diagonal. Esta variante se conoce con € nombre de Método
de Gauss-Jordan, y consiste en convertir a cero todos los elementos de matriz A menos
los de diagonal principal.

Dado d sistema AX = B se transforma la matriz

gan &, - alnblo
(A/B):gaz &y v b+

éa‘nl a, - annan

por el método de Gauss en

8:11 L, t, Clg
(T/C)=gO ” %
LR :
80 0 ton [Co

obteniéndose @ sistema TX =C.

Para obtener ceros por encima de la diagona principal en T, se procede de forma
similar, siguiendo € siguiente algoritmo.

- Primer paso.

Se consiguen ceros en la columna de al matriz (T/C) por encima de la diagona
principal, transformando cada ecuacion E en E'; mediante

E . =E,
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E’:Ei-:iEn 1£i£n-1

- Paso K.

Se consiguen ceros en la columna n — K + 1 por encima de la diagonal principal,
partiendo del sistema en el paso K — 1, transformando cada ecuacion E® en EX
mediante

EY=EY n-K+1Eifn

(k1)

i(n-K+1 - .

o ——E0,  1£ifn-K
(n- K+1)(n- K+1)

EX = Ek— Dy

En alo sumo n — 1 pasos obtenemos el sistema

go d22 o pZ;
Coo i *
éo 0 dnn pné
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