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TEMA 63

FRECUENCIA Y PROBABILIDAD. LEYES DEL AZAR. ESPACIO
PROBABILISTICO.

1. INTRODUCCION.

Uno de los instrumentos fundamentales de la Estadistica es la Probabilidad, que
tuvo sus origenes en los juegos de azar, en € siglo XVII.

L os juegos de azar, como implica su nombre, incluyen acciones tales como girar la
rueda de una ruleta, lanzar dados, tirar a aire una moneda, extraer una carta, etc., en las
cuales € resultado es incierto. Sin embargo, es sabido que, aun cuando €l resultado de
una prueba en particular sea incierto, existe un resultado que se puede predecir a largo
plazo.

En la ciencia experimental se presenta también un tipo similar de incertidumbre y
regularidad a largo plazo. Asi, por gemplo, en genética es incierto saber s un
descendiente ser& macho o hembra, pero en un plazo largo se conoce aproximadamente
€l porcentaje de descendientes que seran machosy el de aguellos que seran hembras.

Examinaremos en primer lugar la teoria clésica de la probabilidad, o sea de la

probabilidad a priori, luego expondremos la teoria frecuencial vy, finamente,
desarrollaremos un modelo axiomético.

2. PROBABILIDAD CLASICA O A PRIORI.

La relacion entre la probabilidad y los juegos de azar sugirio la definicion clésica.
Asi, por ggemplo, supongamos que gueremos hallar la probabilidad de obtener caraen €l
lanzamiento de una moneda ideal. Razonamos de la siguiente forma: puesto que solo
existen dos resultados posibles, caray cruz, y dado que la moneda esta bien equilibrada,
cabe esperar obtener cara'y cruz con la misma frecuencia, aproximadamente; por tanto,
en un gran nimero de pruebas, es de esperar que se obtendra cara arededor de la mitad
de las veces, y asi, la probabilidad del suceso “obtener cara’ estara dada por € valor %
Esta clase de razonamiento sugirié la definicion:

DEF S un suceso puede ocurrir de n maneras mutuamente excluyentes e igualmente
verosimilesy s na de éstas poseen un atributo A, la probabilidad de A es la fraccion
nA
ot
Laaplicacién de esta definicion no siempre resulta inmediata. Veamos que significa
eso de “mutuamente excluyentes’ y de “igualmente verosimiles’. Supongamos que
deseamos calcular |a probabilidad de obtener dos caras lanzando una moneda dos veces.
Podria razonarse que los resultados posibles son: Dos caras, dos cruces o una caray una
cruz. Pero este razonamiento es falso porque los tres resultados no son igualmente

verosimiles o probables. El Ultimo de los tres puede obtenerse de dos formas diferentes.
La probabilidad buscada es, por tanto, %2y no 1/3.
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Si queremos calcular la probabilidad de obtener un As o una espada a extraer una
carta de una barga espariola, podemos razonar que tenemos 4 ases 'y 10 espadas, luego

la probabilidad seria 1—14 Pero este razonamiento tampoco es correcto ya que los

sucesos No son mutuamente excluyentes, puesto que existe un As de Espadas.

Observemos que la probabilidad es un nimero del intervalo [0,1], La razon n—nA
debe ser una fraccion propia, ya que € total de resultados posibles no puede ser menor
gue € numero de resultados con un determinado atributo. Si un suceso ha de ocurrir con
seguridad, su probabilidad es 1. En cambio, S es seguro gque no va a ocurrir, su
probabilidad es cero.

Las probabilidades determinadas mediante la definicion clasica se denominan
probabilidades a priori. Como en cualquier otra rama de las mateméticas, trabajaremos
con objetos ideales: monedas equilibradas, lineas de anchura cero, circulos perfectos,
etc.

Existen varios inconvenientes en esta manera clasica de abordar € problema. Es
obvio que la definicién dada de probabilidad tendremos que modificarla de alguna
manera cuando € total de resultados posibles sea infinito.

Por egjemplo, supongamos queremos calcular la probabilidad de que un ndmero
natural extraido al azar sea par. La respuesta intuitiva a esta cuestion es % Para
justificar este resultado, tomariamos los diez primeros naturales y calculariamos la
probabilidad, la cual sale %2Luego lo hariamos con los 100 primeros, Después con los
1.000 primeros. Al final, 1o hacemos con los 2N primeros naturales y tomamos limites
en N. Larazdn seguiriasiendo %

El argumento anterior y su respuesta son plausibles, pero su justificacion rigurosa no
es ago sencillo. Podemos darnos cuenta que €l razonamiento anterior se basa en la
ordenacion de los nimeros naturales. Si tuviésemos una ordenacion diferente, no
podriamos llegar a dicha respuesta.

La definicion clésica de probabilidad suscita otra dificultad mas grave alin que la
gue se presenta en € caso de un nimero infinito de resultados posibles. Supongamos
gue tenemos una moneda con una distribucion de su masa tal que existe un sesgo a
favor de las caras. Los dos resultados posibles a lanzar dicha moneda no son
igualmente probables. ¢Cudl es entonces la probabilidad de obtener cara? La definicidn
anterior no nos permite responder la pregunta.

Nos encontramos alin con otra dificultad al tratar de responder preguntas tales como
¢Cud es la probabilidad de que un nifio nacido en Madrid sea varon? ¢Cud es la
probabilidad de que una mujer muera antes de los 55 afios? ¢Cudl es la probabilidad de
gue una bombilla pueda encenderse a menos 200 veces?

Deseariamos que todas estas preguntas tuvieran respuesta dentro del marco de &
teoria de la probabilidad. Sin embargo, las cuestiones de “simetria’, “iguamente
verosimiles’, etc. no pueden considerarse como lo serian en un juego de azar. Por tanto,
tendremos que alterar o extender la definicidn de probabilidad.
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3. PROBABILIDAD A POSTERIORI O FRECUENCIAL.

Supongamos que lanzamos una moneda 100 veces, la cual tomamos bien
equilibrada y ssimétrica. Los resultados son 56 veces cara y 44 veces cruz. Un hecho
importante en que la frecuencia relativa de caras tiende a estabilizarse en torno a vaor
Y% Esto sugiere que la frecuencia relativa obtenida podria utilizarse como una
aproximacion de la probabilidad de obtener cara con la moneda empleada.

Es razonable suponer que existe un nimero, que designaremos con p, que es la
probabilidad de obtener cara. Si la moneda parece verdaderamente bien equilibrada y
simétrica, podemos emplear la definicion anterior para establecer que p es
aproximadamente ¥ Decir que p es igua a Y2es sdlo una aproximacion, puesto que
para esta moneda en particular no podemos estar seguros de gue los dos resultados sean
iguamente verosimiles. Pero comprobados el equilibrio y la simetria de la moneda,
parece razonable suponer que o son.

Tomemos ahora una moneda desequilibrada, de tal forma que después de un examen
estamos completamente seguros de que los dos sucesos, caray cruz, no son igualmente
verosimiles. Aun en estos casos, puede postularse la existencia de un nimero p como
probabilidad de obtener cara, pero para hallar €l valor de p no podremos aplicar la
definicion clésica. Tendremos que utilizar la teoria frecuencial.

Concretemos un poco mas. Supongamos que podemos realizar observaciones (0
experimentos) bajo condiciones completamente uniformes. Es decir, hecha la
observacion, se repite el suceso en condiciones andlogas y se hace otra observacion. al
repetir esto muchas veces, aunque las condiciones sean siempre similares, existe una
variacion incontrolable que es “casud” o “deatoria’, de forma que no es posible
predecir €l resultado de las observaciones individualmente. Esto sugiere que definamos
un numero p, llamado probabilidad del suceso, y que lo aproximemos por la frecuencia
relativa con que aparece dicho suceso en |as repetidas observaciones.

4. MODELOS DE PROBABILIDAD.

Uno de los objetivos de la ciencia consiste en predecir y describir sucesos del
mundo en que vivimos. Una manera de hacerlo es construir modelos matematicos que
describan adecuadamente el mundo real. En la teoria de la probabilidad hacemos lo
mismo. Construimos un modelo probabilistico que pueda utilizarse para describir
sucesos del mundo que nos rodea.

Asi, por gemplo, puede desearse hallar una ecuacion adecuada para predecir € sexo
de cada nacido en cierta localidad. La ecuacion seria muy complgia y no se ha
descubierto ninguna. Sin embargo, puede construirse un modelo de probabilidad que,
aunque no sea muy Util para tratar un suceso individual, sirva perfectamente par
ocuparse de grupos de sucesos. Cabe entonces indicar |a existencia de un nimero p que
represente la probabilidad de que un nacido sea varén. A partir de esta probabilidad
fundamental podemos responder a preguntas tales como: ¢Cua es la probabilidad de
gue de diez nacidos, al menos tres sean varones? ¢Cual es la probabilidad de que hay
tres varones consecutivos en 1os proximos cinco nacimientos? Para contestar a este tipo
de preguntas vamos a desarrollar un model o idealizado de probabilidad.
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Consideraremos una teoria de la probabilidad adecuada sOlo para aquellas
Situaciones que pueden ser descritas por los resultados de experimentos conceptuales.
Es decir, consideraremos Unicamente aquellos sucesos cuya repeticion sea concebible
bajo condiciones semejantes.

También necesitamos que pueda enumerarse cada posible resultado de un
experimento. Asociaremos probabilidades solamente con esos resultados. afiadiremos,
sin embargo, que aun cuando un resultado sea imposible puede ser incluido (su
probabilidad es 0). Lo fundamental es recordar que ha de incluirse cada resultado que
puede ocurrir.

DEF Cada resultado imaginable de un experimento conceptual, que puede repetirse

bajo condiciones similares, ser4 denominado un punto muestral, y la totalidad de los
resultados imaginables se llamara espacio muestral, siendo denotado por W.

5. CONJUNTOS DE PUNTOS.

Vamos a definir ciertas operaciones sobre e conjunto de puntos que forman el
espacio muestral y que son necesarias para posteriores estudios. Un conjunto de puntos,
[lamado a veces simplemente un conjunto, es una coleccion de elementos que tienen
ciertas propiedades especificas.

Si ses un punto o un elemento que pertenece a conjunto W, escribiremos sl W.

DEF Diremos que los conjuntos S; y S, son iguales si cada elemento de S; es también
un elemento de S, y cada elemento de S lo es de S;. Es decir s S; y S, tienen
exactamente los mismos puntos.

DEF Diremos que S; es un subconjunto de W, y se denota por S;1 W, s cada elemento
de S; estambién un elemento de W.

DEF En cada aplicacion de la teoria existird un conjunto universal, €l propio espacio
muestral W, tal que todos los demés conjuntos que intervengan en el andlisis son
subconjuntos de W.

Algunas veces puede gque no se indique explicitamente € espacio muestral, pero
generalmente estara implicito en el contexto de la discusion.

DEF El complemento de un cierto conjunto Sy, respecto a espacio muestral W, sera el
conjunto de puntos que estan en W pero no en S;. Se indicara por W=S;, o también por

S.

DEF Llamaremos Conjunto Nulo a un cierto conjunto S; que no contiene puntos. Se
denotara por A

DEF Unsuceso A esta definido en € espacio muestral W como un subconjunto A de

puntos de W, y cuando decimos “probabilidad de que ocurra A” queremos decir
“probabilidad de que aparezca cualquier punto de A”.
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S e espacio muestral contiene un continuo de puntos, no definiremos todo
subconjunto como un suceso, sino sélo subconjuntos medibles.

DEF SeanSy S, doselementosde S. Llamaremos UnidndelossucesosS y S,y se
denota por S ES,, a suceso formado por todos los puntos de S; y todos los puntos de
S.

DEF Sean Sy S dos elementos de S. Llamaremos Interseccion de los sucesos S y
S, Yy se denotapor S CS;, a suceso formado por todos los elementos comunes a § y

S.

De las definiciones anteriores se desprenden |os resultados siguientes, donde W es el
espacio muestral, y S; y S, elementos de W.

PROP Se verifica

1) W=£&

2) S Sy S notienen puntos comunes entonces $,CS;=/E
3) S]_QW: S_L

4) SEW=S

5 WCS=W-S5=35

6) SIES =S

7 SICS =S

DEF Diremos que un espacio muestra W es discreto s verifica una de las dos
condiciones siguientes:

1) Un ndmero finito de puntos.
2) Un numero infinito de puntos que pueden ponerse en correspondencia biunivoca
con e conjunto de los nlmeros natural es.
DEF Diremos que un espacio muestra W es continuo S contiene un conjunto
continuo de puntos.

6. DESARROLLO AXIOMATICO DE LA PROBABILIDAD.

En los apartados anteriores hemos visto los conceptos de probabilidad clasica y
frecuencia que pueden ayudarnos a resolver importantes problemas de la ciencia
experimental. Para coadyuvar a la solucion de estos problemas vamos a desarrollar una
teoria matemética de la probabilidad. En primer lugar, vamos a enunciar los axiomas
gue empleamos para desarrollar la teoria.

Supondremos un espacio muestral W cuyos elementos quedan, de momento,
indeterminados. Asimismo, se supondra fijada una familia S de subconjuntos del
espacio W.

St A (W)
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Aqui A (W) es el conjunto de |as partes de W, es decir, la familia formada por todos
los subconjuntos de W. Por tanto

Al A (W) equivalea Al W
Finalmente supondremos dada una funcion P de dominio S que toma valores reales.

DEF Diremos que laterna (W,S,P) es un Espacio de Probabilidad en W, o Distribucion
de Probabilidad en W, s verifica las condiciones siguientes, estando las tres primeras
referidasa Sy lastres Ultimas a P

SI) WS

S2) AlsSp AlS
¥

) AdS"KINP [JATS
k=1

P1) P(A) esun nimero real tal que P(A)} 0 paratodo suceso A de S.

P2)  P(W)=1

P3) S S y S son dos sucesos de S mutuamente excluyentes (S,CS=4A)
entonces P(SE Sy) = P(Sy) + P(S,).

Estos axiomas, que usaremos para desarrollar e modelo idealizado de probabilidad,
estan motivados por las definiciones de probabilidad clasicay frecuencial.

V eamos ahora a gunos teoremas gue son resultado directo de los axiomas anteriores.
TEOREMA

Sea W un espacio muestral y P una funcion de probabilidad en W. La probabilidad
de que no ocurra el suceso A es 1-P(A). Se escribe como  P(A) =1- P(A)

Dem.

Sabemosque AC A=/ yque AE A=W,
Aplicando €l axioma 2 tenemos que 1= P(W)= P(AE A)
Y aplicando & axioma3, 1=P(W)=P(AE A)=P(A)+ P(A)
conloque P(A)=1- P(A), quedando asi demostrado.
TEOREMA

Sea W un espacio muestral con funcién de probabilidad P. En tal caso (EP(A)E1
para cualquier suceso A de S.

Dem.

Por el axioma 1, P(A)3 0
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Y aplicando & teorema anterior, como

P(A)=1- P(A
verificando que
P(A)2 0
entonces necesariamente se debe dar que
P(A)EL

TEOREMA
Sea W un espacio muestral con una funcién de probabilidad P. entonces P(4E)=0.
Dem.

La conclusion se obtiene de formainmediata sin mas que tener en cuentaque S=/4

7. ESPACIO MUESTRAL DISCRETO CON UN NUMERO FINITO DE
PUNTOS.

En ciertos tipos de problemas, entre los cuales los juegos de azar constituyen
giemplos notables, €l espacio muestral contiene un nimero finito, n, de puntos, y la

probabilidad asignada a cada punto es 1. Es decir, en ciertos problemas existe un
n
numero finito de ordenaciones, y es totalmente realista suponer que la probabilidad de
cada ordenacion es 1 En general, es suficiente para estos problemas la definicion
n

clésica, y pueden utilizarse los métodos combinatorios para la enumeracion de las
ordenaciones.

DEF Sean s, 9, ..., S l0os n puntos muestrales de un espacio muestral discreto W.
Diremos que la funcion P es una funcion de probabilidad de sucesos igualmente
verosimiles s satisface las condiciones siguientes:

1
1) P(s1)=P(s)=..=P(s)= o
2) S A es un suceso que contiene ny cualesquiera puntos muestrales, entonces

P(A):%A.

La primera condicion afirma que cada uno de los n puntos muestrales es igualmente

verosimil y, por tanto, que su probabilidad en 1.
n

La segunda condicion establece que la probabilidad de un suceso que contenga na

n
de los n puntos muestrales es —= .
n
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Es fécil comprobar que esta definicion cumple los tres axiomas anteriores y es, por
tanto, una funcién de probabilidad.

8. PRIMERAS PROPIEDADESDE LA FAMILIA DE SUCESOS S.

En lo que sigue supondremos dado un espacio de probabilidad cualquiera (W, S, P)
al cual se referirén todos los conceptos que desarrollemos.

La propiedad S2 de lafamilia de sucesos S se expresa diciendo que S es una familia
de conjuntos cerrada por la operacion de complementario. La propiedad S3 significa
gue S es cerrada por uniones numerables.

L as tres propiedades que contienen los axiomas S1, S2 y S3 caracterizan las familias
de conjuntos que se llaman s-algebras en W. Veamos a continuacion las primeras
consecuencias de estos axiomas.

PROP1 El conjunto vacio pertenece alafamiliaS, &l S
Dem.
Como A=W, resultalo que se deseade S1y S2.

PROP2 Lafamilia S es cerrada por uniones finitas. Es decir, s Axl S con IEKEn

entonces | JA T S.Enparticular, s ABI S severificaque AEBI S.

k=1
Dem.

Podemos aplicar S3 donde tomamos Ax=/A para k>n, obteniendo el resultado
pedido.

PROP3 Lafamilia S es cerrada por intersecciones finitas. O sea, s A«l S para 1£kEn
entonces (A 1 S.enparticular, st ABI S severificaque ACBI S.

k=1
Dem.
Como se tiene que A T S, resulta de la proposicion anterior que | JAT S y a

k=1
tomar complementarios se obtiene e resultado deseado.

PROP4 La familia S es cerrada por intersecciones numerables. Es decir, s Akl S

¥
parak:1,2,... entonces (AT S.

k=1

Dem.
Similar alaanterior.
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DEF Dados dos conjuntos A y B, llamamos diferencia smetrica de A y B, y se
representa por ADB, a conjunto ADB=(A-B)E(B-A).

PROP5 Lafamilia S es cerrada por diferencias ordinarias y diferencias simétricas. O
Seaq,

1) AIS,BISP A-BI'S
2) AIS, BISP ADBIS
D

1) Como paraladiferencia de dos conjuntos se tiene que A- B=AC B obtenemos la
primera parte de latesis de la Proposicion 3.

2) Teniendo en cuenta 1) y la proposicién 3 obtenemos € resultado.

Como resumen de las propiedades vistas en este apartado, podemos decir que la s-
algebra S es Cerrada por las operaciones de Complementario, Diferencia y Diferencia
simétrica, asi como por uniones o intersecciones de un conjunto contable de sucesos.

En casos particulares, operando con conjuntos no numerables de sucesos el
resultado puede ser un suceso.

DEF Diremos que una sucesion (An) de sucesos es Mondtona Creciente si se cumple
que Anl An1 paratodo n.

DEF Diremos que una sucesion (A,) es Mondtona Decreciente si An+11 A, para todo
n.

DEF Diremos que lafamilia {A{ W: t 1}, donde | es un intervalo de larecta real, es
una familia Monétona Creciente si

tl,tzi I,conty<t, b A1 i AZ

DEF Diremos que lafamilia{Ad W: tl I}, donde | es un intervalo de la recta real, es
una familia Moné6tona Decreciente i

bl lconti<t, b A E A

PROP6 S {A: il (ab)} es una familia de sucesos mon6tona creciente, para
cualquier sucesion

1) (%) tal que
a<X <Xw1 "Ny Limx, =b

etiene
¥

UA=UA,

a<t<b n=1

S

—_—)

2) (yn) tel que

10/20



b>ya>yn1 "N Limy, =a

vae
¥

NA=NATS

a<t<b n=1

Dem.

1) Es inmediato ver que € segundo miembro de la igualdad esta contenido en el

primero.
¥

UAEU&TS

a<t<b n=1
Veamos la inclusiéon contraria,
Dado tT (a,b) $n'/x, >t'
por lo que
¥
AT AT UA,
n=1

y comot’ esarbitrario obtenemos
¥

UAIU%TS

De las dos inclusiones anteriores obtenemos la igualdad a demostrar.
2) Lademostracion lavamos aredlizar de forma andoga

En primer lugar, es inmediato ver que

¥

NAT A, TS

a<t<b n=1

Para comprobar la inclusion contraria

Dado tT (a,b) $n'/y, <t
por lo que
¥
AEA E(A,TS
n=1

y por ser t’ arbitrario
¥

NAENA,TS

a<t<b n=1

demostrando asi la igualdad.

PROP7 S {A; il (ab)} es una familia de sucesos monétona decreciente, para
cualquier sucesion

3) (xn) tal que
a<X <Xs1 "Ny Limx, =b

setiene
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¥

NA=NAT S

a<t<b n=1

4) (yn) tal que
b>ya>yn1 "N Limy, =a

vae
¥

Ua=Ua,is

a<t<b n=1

Dem.
Definiendo B, ='A , lafamilia {B; I (ab)} es mondtona creciente y se le puede

aplicar e teorema anterior. Al tomar complementarios en las relaciones que se obtienen
paralos sucesos B;, conseguimos las igualdades a demostrar.

9. LIMITESENS.

Dada una sucesion (An) de conjuntos de W, podemos definir los siguientes nuevos
conjuntos.

DEF Llamamos Limite Inferior de la sucesion (An)l Wal conjunto

LimA, ={w: paraaginn,y " jn wl A}
DEF Llamamos Limite Superior de la Sucesion (An)l Wal conjunto
Lim A ={w:Para alguna sucesion de enteros m<mp<rg<...y " j* 1 vale wi A1j }

Podemos decir que e Limite Inferior estd formado por los elementos w que

pertenecen a todos los A; desde uno en adelante. En cambio, el Limite Superior esta
formado por |os elementos que pertenecen ainfinitos A;.

PROP Severifica

b timA =14,
2) LimA, :(]LJAp
Dem.

Inmediatas a partir de la definicion.

DEF Diremos que existe e Limite de A, s los limites superior e inferior son igualesy
se escribe

LimA =LimA =LimA
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PROP El limite inferior y superior de una sucesion de sucesos es un suceso. Por tanto,
cuando existe € limite de una sucesion de sucesos, dicho limite es también un suceso.

Dem.

La primera parte es consecuencia de la férmulas demostradas en la Ultima
proposicién. La segunda parte es obvia.

PROP Se verifican las siguientes relaciones:
1) LimA 1 LimA,
2 imA 9= LimA,
) gi_Anz A,
3 &ima O=LimA,
e g —
Dem.
1) Seobtiene de formainmediata a partir de las definiciones.

2) y 3) se obtienen a partir de los resultados de la primera proposicion de este apartado,
sin més que utilizar las leyes de Morgan.

Las sucesones mondtonas son convergentes, es decir, tienen limite.
Comprobémoslo

PROP Se verifica:

¥
1) Silasucesion (An) es monodtona creciente entonces existe Lim A, = U A,

n=1

¥
2) S lasucesion (An) es monGtona decreciente entonces existe Lim A, = ﬂ A,
" n=1

Dem.

La demostracién se obtiene féacilmente.

10. PROPIEDADES DE LA FUNCION DE PROBABILIDAD P.

La funcion de probabilidad es No Negativa por €l axioma P2. Y por € axioma P3 la
funcion P es numerablemente aditiva, o también |lamada s -aditiva

Veamos |as primeras consecuencias de |os tres axiomas que satisface la funcion P.
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PROP1 El suceso vacio, A, es un suceso de probabilidad cero o suceso nulo.
Dem.
Llamando a=P(4) y aplicando P3 con A,=A paratodo n, obtenemos
aza+a+a+..
igualdad que solamente es ciertasi a=0.
PROP2 P es Finitamente Aditiva. Es decir, si los conjuntos Al S paraj:1,2,...,n son

disuntos, entonces:
0_¢
ng AS=4 P(A)
R R

En particular A A .
Al'S, Bl S, ACB=A b P(AEB) =P(A) + P(B)
Dem.

Tomando en el axioma P3 los conjuntos A; del enunciado para j1,2,...n y A=/
paraj>n, el enunciado de P3 se convierte en laigualdad del teorema.

Al ser P finitamente aditiva y numerablemente aditiva, podemos decir que P es
Contablemente Aditiva.

PROP3 Si Al S, Bl S, Al B, entonces setiene que

1) PesSustractiva. Es decir, P(B-A) = P(B) — P(A)
2) PesMondtona. Es decir, P(A) £ P(B)

Ademés, " Al S

3) P(A) £1
4) P(A)L- P(A)

Dem.
1) Teniendo en cuenta la hipdtesis Al B podemos deducir
B=AE(B-A) y ACB-A)=&

y de agui obtenemos

P(B) = P(A) + P(B-A)
P(B-A) = P(B) - P(A)

y de aqui

2) Teniendo en cuenta que P(A)? 0 para todo suceso A de S, tenemos que P(B-A)3 0,
obteniendo fécilmente la expresion a demostrar.
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3) y 4) se deducen de las expresiones 1) y 2) ya demostradas sin mas que tomar B = W.

PROP4 P es Finitamente Subaditiva. Es decir, para n sucesos cualesquiera A, con
j:1,2,...,n severifica
ng A28 PA)
ER B

Al'S, Bl S b PAEB) £ P(A) + P(B)

En particular

Dem.

Para poder realizar la demostracion, definimos |os conjuntos B; como sigue

j-1
Bi=A1 y B;=A-|JA con 2£j£n
k=1

L os conjuntos que acabamos de definir verifican las siguientes propiedades.

1) Bjl Aj, por lapropia definicion.
2) Los B; son todos élos diguntos, yaque s h<i setiene Bpl Ap y B 1 A

3) UAj :UBi
=1 =1

Comprobemos que, efectivamente, se verifica la tercera de las propiedades. Para
ello, hemos de comprobar |as dos inclusiones.

Lainclusion UAJ. | UBJ. se verificaa partir de la primera de las propiedades.
=1 j=1
Para demostrar la inclusion contraria, |0 que vamos a comprobar es
wi (JA P wi B,

=1 =
S wi A;=By, y resulta evidente.

S wi Ay, exigtira un cierto j tal que wi Aj y wi Ay para k<j. Entonces wi B; y por
tanto pertenece a la union de dlos, tal y como queriamos ver.

Una vez probadas estas propiedades, podemos demostrar la proposicion de la
siguiente forma:

P@A4'P®B O &Pl PA)

=1 j=1 j=1

PROP5 P es Numerablemente Subaditiva. Es decir, para cualquier sucesion de
sucesos (Ap) setiene
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¥ 0.8
PEUAZEE P(A)
=1 @ n=l
Dem.
Al igud que hemos hecho en la demostracion de la proposicién anterior,

introducimos los conjuntos B,, definidos de la misma forma'y, por tanto, verificando las
mismas propiedades. Entonces

P‘TM —Pg B— aP(B)Ea P(A)

n=1
PROP6 Parados sucesos cualesquiera A y B se verifica

P(AEB) = P(A) + P(B) — P(ACB)
Dem.

Podemos establecer |as cuatro relaciones siguientes
AEB = AE (B-A) AC(B-A) = £
B = (ACB)E (B-A) (ACB)C(B-A) = £
las cuales nos permiten escribir
P(AEB) = P(A) + P(B-A) y P(B) = P(ACB) + P(B-A)
De ambas expresiones, eliminando P(B—A) obtenemos |o gque queremos demostrar.
PROP7  Sean A, Ao, ..., An N sucesos cualesguiera. Entonces
PEf”JA --a P(A)- BPACA)* BPACA CA)*. (I PA :
=1 = 1i<j€n 181 <] <k£n p
Dem.

Vamos a redizar la demostracion por induccion en €& numero de sucesos.
Supongamos que tenemos n+1 sucesos.

Para n=2 |a expresion anterior se convierte en latesis de la prop6.
Sea vdlida la expresion a demostrar, para n sucesos.
Para n+1 tenemos

1 6 6
PRU A = Paﬁ A Tt P(ALL)- PO‘U A GCALL
=1 2

=1 g =g
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Aplicando ahora la suposicién de ser cierto para n sucesos completamos la
demostracion por induccion.

PROP8 Severifica

1) Silossucesos A; con 1£j£n son sucesos nulos entonces la union de todos ellos es
un suceso nulo.

2) Silossucesos A; con 1£jEn son sucesos casi seguros entonces la interseccion de
todos ellos es un suceso cas seguro.

Dem.

1) Para la demostracion, basta tener en cuenta la prop4 en la que vimos que P era
subaditiva.

0 n
Pg A ZEQ P(A)=0
i1 g =

2) Paraesta parte tomamos complementarios y aplicamos el caso anterior.

PROP9  Severifica

1) S (An) esunasucesion de sucesos nulos, entonces su unidn es un suceso nulo.

2) S (An) es una sucesion de sucesos casi seguros, entonces Su interseccion es un
suceso casl seguro.
Dem.
La demostracion es igua que la de la proposicion anterior, pero utilizando el

resultado obtenido en la prop5.

11. PROPIEDADES DE LIMITE.

PROP1 Seveifica

1) P es Continua Inferiormente. Es decir, dada una sucesion monotona creciente (An)
se verificaque
: ¥ 0
LimP(A,)) =Pgl A =
n n=1 a
2) P es Continua Inferiormente. Es decir, dada una sucesion monétona decreciente (An)
se verificaque

Linm P(An) = P?} A g
Dem, _

1) En € caso de ser la sucesion monétona creciente podemos escribir
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¥ R ¥ 0
UA=A Egj(Am- A2
n=1 n=1 a
verificando los sucesos del segundo miembro que son digjuntos. Por tanto

P‘Tj/x —PgAlEg (A - An%: P(A)+§=2P(An+1- A)=

:hg)rgg%(Al)+né;P(Am-An)§=lk_um§P§AlEaU(AM AJ—* LimP(A)

2) S la suceson (A,) es monotona decreciente, la formada por los sucesos
complementarios es monétona creciente y tenemos

Pafj Kg: LimP(A,) =Lim(1- P(A))
n=1 ﬂ n n

y de agui obtenemos de forma inmediata la expresion que queremos demostrar.

PROP2 S (An) es unasucesion de sucesos cualesquiera, se verifica

PELIm A, O¢ Lim P(A,) £ Lim P(A,) £ PELIm A2
(4] e 1]

Dem.
De las relaciones

ﬂAlAlUA

pin

resulta
0 0
PENIA € P EPEUA,
p*n (4] p*n (4]
Si definimos las sucesiones (B,) y (C,) como

Bn:ﬂAp Cn:UAp
pn

p3n
podemos comprobar que son mondtonas, y aplicando la propl obtenemos
LimP(B,) =Pg( JB, ——P imA_ 9 LimP(A )£
(B,)=PEL gLimA, 2 (A)

£ GmP(A) £ P%AHQ: P C, 9 Limp(C,)
e [ noog "
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PROP3 P es Continua. Es decir, si (An) €S una sucesion de sucesos convergente,
tiene limite, entonces existe

LimP(A,) = P(LimA,)
Dem.
La demostracion es inmediata con solo aplicar la proposicion anterior.

Aclaracion. En la siguiente proposicion vamos a utilizar € concepto de Limite
Lateral. Para cualquier funcion real f usaremos las notaciones

tI_®im f(t)= f(ct) Para e limite lateral por la derecha en t=c.
tI_®in_1 f(t)=f(c-) Para e limite lateral por laizquierdaen t=c

Recordemos la siguiente propiedad que relaciona € limite aritmético y e limite
funcional.

PROP Para una funcion real f definida a menos en (a, at+h) son equivalentes las dos
condiciones siguientes:

1) Limf(t)=c

t®a+

2) Paracadasucesion (t)) con a<ty,<ath y t,® aseverifica L(Fibrpf(tn):c

Andloga propiedad podemos demostrar para e limite lateral por laizquierda.

PROP4  Sea{A:: t (a,b)} una familia de sucesos monétona creciente. Entonces:
. 0 . 0
1) LumP(A):PgUAi 2) LImP(A)=P§]A@
t®b- b ] t®a+ >a 4]

S la familia de sucesos {A; : ti R} es mondtona creciente, se tiene de forma
anaoga:

1) LimP(A)= Pg_JA[— 2) LimP(A)= PgT]A—

Dem.
Vamos a demostrar |as dos primeras, ya que la segunda parte es aréloga.

1) La funcién f: @b) ® R definida por f(t) = P(A;) es una funcion mondtona
acotada por 1o que existen los limites.

S X, es una sucesién monoétona estrictamente creciente con limite b resulta

inmediatamente, por la relacion entre el limite aritmético y funcional, y € resultado de
la prop6 del apartado 8
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LimP(A) =LimP(A, ) = PET_JAA —PaUA_

t<b
3) Lademostracion de esta expresion se realiza de forma analoga.

PROP5 Sea{A::tl (ab)} unafamilia de sucesos monétona decreciente. Entonces:

1) j-(@ignP(A)=Pg]At% 2) LimP(A)= ng/x%

Dem.

Se puede obtener de la proposicion anterior utilizando sucesos complementarios.
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