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TEMA 38

TRIGONOMETRIA PLANA. RESOLUCION DE TRIANGULOS

1. CONCEPTOS SOBRE TRIGONOMETRIA.

1.1. Definicion

Dados dos tridngulos rectangulos PQR y P QR’, se dice que son semejantes si tie-
nen un mismo angulo a en € vértice Q

Por ser semgantes se cumple que las relaciones R’
gue hay entre dos lados cualesquiera de uno de los
tridngulos son las mismas que las que hay entre los
lados equivalentes del otro tridangulo.

Tales relaciones dependen del angulo a, y s éste

varia, también varian las relaciones que se establecen. a
Las relaciones los podemos definir de la siguiente P P
forma:
_RP _RP _PQ_PQ _RP _RP
RQ R RQ RQ PQ P
Coseca:i:& seca = 1 :@ Cotga:izg
seha RP cosa PQ tga RP

Una vez definidas estas relaciones trigonomeétricas basicas podemos intentar esta
blecer, a su vez, otras relaciones entre ellas.

Utilizando el teorema de Pitégoras tenemos que:

RP°+PQ° =RQ" vy dividiendo todalaecuacion por RQ” resulta
FRPO  aPQO
— T +¢—7 =1 b sen2a+cosza=1|
RQg &RQg
Por otro lado:
R
RP RO sena
ga=o =R _=na o s
PQ PQ cosa cosa
RQ

Por dltimo, utilizando la ecuacion  sen‘a+cos’a =1 vy dividiéndola por
cos’a, obtenemos:
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sen’® a., cossa _ 1

. _ . b tg’a+1=sec’a
cos’a cos’a cos’a

1.2. Razones de angulos complementarios.

Si tomamos un triangulo rectangulo igual que el anterior y le calculamos las razones
trigonométricas a otro angulo distinto del angulo a y distinto del angulo recto (o sea,
del angulo en R), podemos relacionarlas con las de a, Ademas, como € otro angulo es
de 90- a grados, lo llamaremos angulo complementario al a, porque la suma de ambos
da 90°.

PO RP R
sen(90- a):PzQ =cosa  cos(90- a):i:sena
QR QR 90-a
_PQ _cosa _
tg(90- a) = = T g - 00 o
P

1.3. Otra definicion de razon trigonomeétrica.

Si trazamos una circunferencia de radio r y sobre ella tomamos un punto Py crea-
MOS con ese punto, con e centro de la circunferenciay con el punto del gje OX que es
caida perpendicular de P sobre € gje (punto A) un triangulo, se cumple que:

AP

sena = —
B P
AC

cosa = — r

r
tga = = a

AC C A

Definicion Definiendo un tridngulo de la misma forma que antes, pero sobre
una circunferencia de radio unidad r=1, setiene que se define el seno de a como la lon-
gitud del cateto vertival de dicho triangulo y € coseno de a como la longitud del cateto
horizontal de dicho tridngulo.

1.4. Razones de angulos obtusos.
Si creamos tridngulos igua que antes pero tomando puntos de la circunferencia que

no estan en e primer cuadrante, las razones del angulo que forma la hipotenusa con
respecto ala parte positiva del gje OX, vienen dadas por:
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sena =2
"
y r

Na cosa ==
X r
tga:l
X

X2 +y2 :r2

Pero como (x,y) esta en e 2°
cuadrante, se tiene que, por defini-
cién, e seno es positivo, € coseno
€s negativo y la tangente es negati-
va

Andogamente podemos com-
probar que:

,.2 ,.2
b &0 +¢q9 =1 Pp  sn?a+cos’a=1

A todos los angulos a definidos de esta forma, es decir, que son superiores a 90° ,

se les |lama obtusos

1.5. Angulos suplementarios.

Definicién. Dados dos angulos x ey, se dice que X ey son suplementarios si su
sumaes 180°, 0 sea x+y=180°.

Bajo estas condiciones tenemos:

1.6. Angulos que difieren en 90°.

seny = en(180- x)=senx
cosy = cog(180- x) = - cos x

tgy =tg(180- x) =- tgx

Definicién Dados dos angulos x e y se dice que son angulos gue difieren 90° s

verifican que y=90+x:

seny = sen(90 + x) = cosx
cosy = cos(90 + x) = - sen x

tgy = tg(90+ x) = - cotg x
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1.7. Angulos opuestos

Definicion Dados dos angulos x e y se dice que son angulos opuestos si se verifi-
can quey=-X:

seny = sen(- x) = - senx

X cosy = cos(- X) = cosx

tgy =tg(- x)=- tgx

1.8. Razones trigonométricas de angulos fundamentales.
cos=1; sen0°=0; tg0°=0

Tomando un triangulo equilatero, tenemos que

30 ecg
|
2 2
h h2:|2-|_:3|_ b h:£|
4 4 2
60 ] entonces:
12 |
sen30° :l—Z:1 sen30° ==
)
cos30° = D _'\/—3;/2 _ﬁ cos30° :ﬁ
| 2 2
tg300 = N30 _ Y2 _ 1 e =L
cos30° /32 /3 3
Como
3
sen60°:sen(90-30):00530=73 sen6 °:g
0 1 0 — 1
c0os60° = cos(90 - 30):senso:E cos60° = =
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160 = 60 =\/§/2=«/§ tg60° = /3
cos60®  1/2

- Tomando ahora un cuadrado de lado | resulta:

d2=12+12=212 b d=42
45
d | sen45°:_:|_:i:£ b sen45°:£
J2l J2 2 2
45 cos4°:|—:|—:i:£ [} %n45°=£
| d J2I J2 2 2
_sen4ds  f2/2

tg45° =1 b [tg45°’ =1

" cosd5 J2/2

2. RESOLUCION DE TRIANGUL OS.

2.1. Resolucion de triangulos rectangulos.
2.1.1. Conocido un ladoy un angulo del rectangulo.

a) S conocemos la hipotenusa a 'y un angulo agudo, por ejemplos B tenemos que:

C C=90°- B pues A=90° resultando entonces:
b
senB=— P b=asenB
a b a

c
cosB =— p c =acosB

BL— 1A a
c

b) Si conocemos un cateto, € b, y un angulo agudo, e B, por gemplo, tendremos:
C=90°- B y A=90° luego

%B:B b :L y th:E ) C:L
a senB C tgB

2.1.2. Conocidos dos lados.

a) Conocida la hipotenusa a y un cateto b por ejemplo, tendremos:

senB=2 b Bzacsn® ycomo C=90°- B. pues A=90° y C=+a’- b?
a a
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b) Conocidos los dos catetos b y ¢, tenemos que:

A=+/b*+c®> ycomo A=90° tenemosque:

th:l—J p B:arcth y C=90°-B
c o

2.2. Resolucion de triangulos oblicuangulos.
2.2.1. Expresion trigonométrica de la altura h.

Dados los tridngulos

C
En este caso tenemos que:

senB:D b h=asenB
a

Th--mmmmmmmmmmmne

En este caso tenemos que:

senA:E b h=bsen A

2.2.2. Teorema delos senos.

Utilizando las expresiones que hemos obtenido, tenemos que, como h =asenB y
h =bsen A resultaraigualando ambas:

senA_senB
a b

asenB=bsen A b

y haciendo lo mismo con la altura que parte del vértice A, obtendriamos que esta igual-
dad se puede ampliar a:

senA:senB:senC b a _ b __¢c
a b c senA senB s=enC

gue es e llamado Teorema de los senos.
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2.2.3. Teorema del coseno.

Si tomamos €l teorema de Pitagoras generalizado, tenemos que:

consgno menoss A <90°

a’=b*+c’+2bn | condgno méss A>90° siendo

— — — — —

tomaemos n=03 A=90°

e R AP

Si tomamos la proyeccién n, de AB sobre larecta AC, tenemos:

cosA=E (12figura) o cosA=-cos(180- A) =- n (2figura)
c c

S n=ccosA P a®’=b?+c?- 2ccosA
peros n=-ccosA P a’=Db’+c”+ 2b(- ccosA)=b” +c® - 2bccosA
resultando en ambos casos: [a’ =b? +c2 - 2bccosAl
y andlogamente: |b2 =a’+c° - 2accosB| y |c2 =a’ +b’ - 2abcosC

2.2.4. Resolucion por teorema del seno.

a) ConocidosdosangulosAy By d lado a, tenemosque: C=180-A-B

a C senC

resulta: = b c=a
sen A senC sen A
y L:L b b:awn_B
sen A senB sen A

b) Conocidos losladosay by e angulo A opuesto a a:

a b b b

haciendo: ——=—— b senB=—senA b B:arcseng—senAQ
sen A senB a ea @

Ante esta situacion tenemos dos posibilidades:
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- 0<BE£90°
- 90° <B<180°

bsen A
a

Pero siempre debe ocurrir que £1 osea bsenAfa

1) S bsenA=a b senB=1 b B=90°
2) S bsenA<a b senB<1  entonces:

i)S A<90° puede haber dos soluciones o una, dependiendo de que a <b o no.

i) S A>90° sdlo hay una solucion.

Utilizando lo anterior tenemosque: C = 180°- A- B.

2.3. Radio dela circunferencia circunscrita.

El angulo D vy € angulo A de los trian-
gulos DCB y ACB respectivamente, son igua- C
les por tener e mismo arco, pero por otra pa- D M
te, e angulo M en e punto C es un angulo
recto por ser DB € diametro de la circunferen b
cia. Entonces tenemos que: a

a = 2r b SenD:i r
senD  sn90 2r A

a B
luego: senA=—
2r

a b c
por tanto: 2r = = =
senA senB  senC

2.4. Resolucion de triangulos con el teorema del coseno.

2.4.1. Conocidos dos ladosay by € angulo C.

Como c? =a?+b?- 2abcosC tenemosque ¢ =~/a’ +b? - 2abcosC
Utilizando el teorema del seno calcularemos los angulos Ay B.
2.4.2. Conocidos lostreslados.

2462_ 52 2 102 p2 2 1p2. o2
Hacemos; COSA= u cosB = u cosC = u
2bc 2ac 2ab

Obtenemos asi los angulos A, B 'y C dd triangulo.
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3. TEOREMA DE LAS TANGENTES. FORMULAS DE BRIGGS.

3.1. Analogias de Mollweidey de Neper.

Sea un tridngulo ABC tal que
a>by llevemosb sobrea y a su vez
sobre su prolongacion a partir de C.
Obtenemos asi los puntos Ny M y
por lo tanto, € triangulo AMN cu-
yos angulos queremos calcular.

Tenemos que &l &ngulo ACM es
igual a A+B puesto que es exterior a tridngulo ABC. También e éngulo ANM es
(A+B)/2 y ademas AMC=C/2. Finalmente ANB=90°+(C/2) por ser exterior a triangulo
ANM.

Entonces si aplicamos a los tridngulos ABM y ABN € teorema de |os senos resulta:

a+b _C a+b e
A B _C " - C - C
sené%O" + @ sn= c sen— oen =
& p 2 2 2
SerlA- B A-B
a-b _ c b a-b _ 2 _ 2
A_ B . - . C
sen——  sen90° + &0 eng90° f£0 st
2 e 29 e 1] 2

y estas igualdades son las [lamadas anal ogias de Mollweide.

3.2. Teorema de las tangentes.

Teorema de | as tangentes: La diferencia de los lados es a su suma como |la tangente
de la semidiferencia de los angulos opuestos es a la tangente de la semisuma de los
mismos angul os.

Demostracién Por las analogias de Mollweide, tenemos que:

A-B
sen——
2
a-b cosC sen—A' B senC
a-b: C = E = 2 - E:tg'A-B'th
a+bh a+b COSA-B SA- B COSE 2 2
c 2 2
C
sen—
2
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y puesto que: 9=90° _A*B

resulta:
2 2

¢ A- B
a-b_ g 2
a+b tgA-IZ-B

Nota: a estaigualdad la llamamos analogia de Neper.

3.3. Resolucion detriangulos.

Conocidos losladosay by € angulo C de un triangulo, tenemos:

tgA-B:a-btgAJrB con S=gor-ATB por |o tanto
2 a+b 2 2 2

+Bg +
A BQ:tgAzB entonces

coth = cotg(aﬁo -
2 é

A-B a-b
t = ——cotg
2 a+b

c
2

de donde obtenemos

gue junto con A; B_ 90° - < resolvemos y calcula-

mosasi Ay B.

Para cacular ¢ hacemos:

cosh B (a+b)%nE
atb _ 2 b o= 2
c C A-B
sen— CoS

3.4. Formulas de Briggs.

Si tenemos un tridngulo ABC entonces € radio de la circunferencia inscrita en
él, tiene por radio:

, :\/(p- a)(p- b)(p- c)
p

=a+b+c
2

entonces:
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=" = [(p- b)(p- ¢) 4

2 p-a p(p- a) i
tg;: pt = /(p;)(ag(_pt;) °) JI{/ Férmulas de Briggs
S =t [(e-a)p-D)

2 p-c p(p-¢) §

4. AREA DE UN TRIANGULO.

Si tomamos la expresion del area de un triangulo, tenemos:

S:Ea.h
2

pero sustituyendo en laexpreson h =b.senC=c.senB resulta

S=1a.bsenC = la.csen B =1b.csen A
2 2 2

pero s resulta que conocemos A, By a, podemos hacer C=180° - (A+B) y por lo tanto
tomaremos:

sen B
sen A

b=a

gue sustituyendo en la expresion anterior tenemos finalmente:

1 ,senB” senC
S:Ea.asen—BsenC p S=—g?—/—— — ~
2 senA 2 sen A

Si conocemos a, by A calcularemos los angulos By C mediante e teorema del
seno y aplicaremos:

S:%a.b%nc

y por ultimo, s conocemos los tres lados a, by ¢ del triangulo calcularemos el area ne-
diante la formula de Herén:

S=/p(p- a(p- b)(p- 0

5. FORMULASDE ADICION.

5.1. Coseno de la sumay diferencia.

Si sobre una circunferencia de radio unidad, construimos dos angulos que Ilamare-
mosa=XOA y b=AOB de maneraque a+b=XOB



Se cumple que la proyeccion perpendicular de B
sobre € radio OA es el punto C y la proyeccién so-

bre el gje OX es e punto B’, de manera que: B
cos(a +b) = OB’ a N
cosb =0OC B &
y senb =BC
Por otro lado, €l punto C se proyecta sobre €l ge e

OX end punto D y sobrelarectaBB’ ené punto E.  q D X
Esto implica que & angulo EBC seaa, por lo tanto:

seha = — P EC = BCsena
BC

cosa = @ b OD =0C cosa

ycomo OB=0OD - BD=0D - EC resulta

cos(a+ b) =0C.cosa - BC.sena v sustituyendo las expresiones anteriores:

|cos(a + b) =cosa.cosb - sena.sen b

siendo ésta la expresion de la suma de los angul os.
El coseno de la diferencia vendra expresado por:

cos(a- b) = cosfa + (- b)) = cosa.cos(- b) - sena.sen(- b)  resultando:

cos(a - b) = cosa.cosb +sena.sen b

5.2. Seno delasumay diferencia.

De lamismafigura se deduce que sen(a + b)=BB'=BE+EB’

y como resulta que: cosa = % P BE = BC cosa
siendo: senb = % = % =BC vy sustituyendo en la anterior:

BE = senb.cosa

también en lafigurase deduceque EB'=CD
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y como resulta que: sena = o p CD =0C.sena
siendo: cosb = % = % =0C sustituyendo en la anterior:

CD =cosb.sena

luego: |sen(a + b) = sena.cosb + cosa.sen b|

Andlogamente a caso anterior:

sn(a - b) = sen(a + (- b)) = sena.cos(- b) + cosa.sen(- b)  resultando:

|sn(a - b) =sena.cosb - cosa.senb|

5.3. Tangente dela sumay diferencia.
Las formulas andl ogas de tangentes de la sumay diferencia de angulos son:

sena.cosb + cosa.senb

tg(a + b) = sen(a +b) _ sena.cosb +cosa.senb _ cosa.cosb
cos@a+b) cosa.cosb- sena.senb cosa.cosb - sena.senb
cosa.cosb
tga + t
resultando: tg(a + b) = tga+igb
1- tga.tgb
sena.cosb - cosa.senb
tg(a- b)= sn(a- b) _sena.cosb- cosa.senb _ cosa.cosb
cosa- b) cosa.cosb+sena.senb  cosa.cosb +sena.sen b
cosa.cosb
resultando: ig(a- b)= tlga-tgb
l+tga.tgb

5.4. Férmulas del angulo doble.

sen2a =sn(a +a) = sena.cosa +cosa.sena b |sen2a = Zsena.cosa|

cos2a = cos(a +a) = cosa.cosa - sena.sena b |cosZa =cos’a - sen2a|

tga + tga b tg2a = 2tga
1- tga.tga 1- tg’a

tg2a =tg(a +a) =
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5.5. Férmulas del angulo mitad.

Tomando |as expresiones:

sen‘a+cos’a=1 il , . :
y sumandolas miembro a miembro tenemos:
cos’a - sen’a =cos2a [v)
1+ cos2a
2cos’a=1+cos2a P cosfa=——"—
. A . .
por lo tanto, haciendo que a = > se tiene finalmente:
A 1+cosA
COS— =+, [———
2 2
pero si las expresiones anteriores:
sen‘a+cos’a=1 il . :
y lasrestamos miembro a miembro tenemos:
cos’a - sen’a =cos2a [v)
,__1-cos2a

2sen‘a=1-cos2a b sen

y haciendo que a :g se tiene finalmente:

Latangente del angulo mitad sera:

A + 1- cosA
A TS = 2 bt A_+,1-cosA
2 _+\/1+cosA 92 “\1+cosA
a 2

5.6. Transformaciones en productos de sumasy diferencias.
jsen(a + b) =sena.cosb + cosa.sen b

Si consideramos las expresiones |
i1sen(a - b) =sena.cosb - cosa.senb

y sumamos 'y restamos ambas expresiones, resulta

sn(a + b)+sn(a - b) =2sena.cosb
sen(a + b)- sen(a- b) =2cosa.senb
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ia+b= i2a=p+
Haciendo ahora el siguiente cambio: ! P : pTd
ja-b=g i2b=p-q

1
©
+
o]
1
o]

de donde se deduce: a

y sustituyendo:

N

sen p+senq = 2sen p;qcospéq

senp- senq:stp;qsen péq

Haciendo lo mismo con € coseno, teremos:

jcos(a+ b) =cosa.cosb - sena.senb
I
1

fsen(a - b) =cosa.cosb +sena.senb
gue nos proporciona, sumando y restando las expresiones:

cos(a + b) + cos(a - b) =2cosa.cosb

cos(a+ b) - cos(a - b) =-2sena.senb

y haciendo el mismo cambio anterior, tal que:

a:p;q y bz% y sustituyendo

COS p +cosq = 2¢os IC)chos p-2q

cos p- cosq = - 2sen-"+ dgen p-2q

5.7. Expresiones trigonométricas en funcion de la tangente del angulo mitad.

ZszenicosE
a
2sen2cosd cos? 2 2tg—
sena = 2 2_ - = luego [sena = 2a
s’ 2 +sen?d 022 4?2 1+tg° —
2 2 2 2 2

>a
COoSs™ —
2
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2
cos? w22 cos® = 1- tg22
cosa = 2 = luego |cosa = é
o2 +sen?d 022 +sen?d 1+ tg® —
2 2 2 2
cos? =
y
a
2tg—
gZ
,a a
<na 1+tg°— . 2tg2
tga = 3 = luego [tga = 2
cosa 2 2
1-tg°— 1- tg° —
g 2 g 2
a
1+tg*> =
g 2

6. APLICACIONES.

6.1. Aplicaciones a la Topogr afia.

L os problemas de trigonometria tienen especial aplicaciéon en bdo lo que afecta a
mediciones sobre € terreno. La medicién de grandes distancias es, en efecto, méas pero-
sa que las mediciones de angulos, por ello vamos a medir indirectamente las distancias

resolviendo triangul os.

Supongamos que nos interesa conocer la
distancia de un punto A gue esta a un lado del
rio, con otro punto P que esta al otro lado del
rio. Elegimos otro punto B de modo que la dis-
tancia AB sea comoda de medir y basdndonos
en A y en B medimos con un teodolito, los &n-
gulos a y b formados entre la recta AB y las

visuales trazadas desde P.

P
Q
NN AV
Y\ "\ AN AVl
A

B

Con estos elementos podemos calcular APy BP resolviendo €l triangulo ABP.

6.2. Determinacion de la altura de un punto de pie accesible.

Consiste en medir la altura de una torre vertical cuyo pié, B

A, es accesible. Se elige una base AC=h.

S A=A’ d céculo esinmediato.

Si AC no es horizontal, se puede medir e angulo BCA,

el &ngulo BCA'’ y setiene que:
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B=00°- (a+b) b h=_P¥Nb
cos(a + b)

6.3. Resolucion de planosinclinados en fisica.

Dado un cuerpo de masa m que se dedliza
sobre un plano inclinado un angulo a sobre la
horizontal, podemos calcular la aceleracion que )a/
tiene en su dedlizamiento hacia abajo a lo largo
del plano inclinado. mgsena 4

mgcosa

aF,=ma P mgsna-F,=ma {i

aF, =0 b N=mgcosa %

y considerandoque F, =niN  seresuelve el sistema de ecuaciones planteado y obte-
nemos € valor de la aceleracion de caida del cuerpo.
6.4. Resolucion de problemas en estéticay en dinamica

Aplicaciones importantes tiene la trigonometria en la resolucion de estructuras en
estética, como el que se expone a continuacion. Un cilindro macizo de peso P se e
cuentra apoyado sin friccion en € interior de un angulo diedro formado por dos planos

contiguos inclinados a y b con la horizontal. Para calcular las reacciones sobre los apo-
yos consideraremos las condiciones de equilibrio.

a F,.=0 Rsena- R,senb=0

a F,=0 Rcosa+R,cosb- P=0

delal® R, = Rlsen_z y sustituyendo en la 22
sen

cosb- P=0

R cosa + R

sena
senb

R (senb.cosa +sena.cosb) = Psenb

_ _ senb
Rsenf@a+b)=Psenb b Rl_—(a+b)P
_p Sena . senb sena | sena _
R2_Rlsenb_sen(a+b)Psenb_szen(a+b)|3 R
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Otra aplicacion importante de la trigonometria la tenemos en la resolucién del
siguiente problema de dindmica. Un cuerpo de masa m desliza sin rozamiento por un
carril que finaliza en un rizo vertical, partiendo del reposo a altura h. Desciende por €l
carril y prosigue por € interior del rizo de radio R Deseamos gjustar la posicién de P de
manera que € cuerpo abandone € rizo en un punto y en e subsiguiente movimiento
pase por € centro de la circunferencia O. Hallar el angulo a correspondiente a la posi-
cion en que €l cuerpo abandonaél rizo.

Tomemos como sistema de refe-
rencia, € sistema cartesiano XY cen
trado en e punto M, donde e cuerpo
se despega del rizo vertical. El vector
de posicién de la bolita cuando esta en
O (centro del rizo) vendra dado por la
expresion:

_ - 1 ..1’
R=v,tcosa. +8?/0tsena- ~gt? 9]
e 2" g

siendo, en lafigura: R=Rsena.i +(- Rcosa)] e identificando ambas:

vt.cosa = R.sena

Vv t.sena - 1gt2 =- Rcosa
2

despgando t delaprimeras  t= Rsena y sustituyendo en la segunda, resulta
vV, cosa
aaQsenao 1 aR%sen? agd_
Tsena - —g - Rcosa
V, cosaﬂ gv cos’ ag

Condicién que ha de cumplir la bolita en M para separarse del carril: que la
componente radial del peso sea la fuerza centripeta para mantener la trayectoria circular:

2
mg.cosa = mE° ® Vv, =Rg.cosa sustituyendo en laanterior:

sen‘a 1 & R?sen’a

(.j
- —gg == - Rcosa
cosa Rg.cosa.cos’ ag
sen? a Rsen’a _ sen‘a  senfa
R = - Rcosa ® - S— = - cosa ®
cosa 2cos’a cosa 2cos’a
2 2
*n‘a Len‘a
® + cosa = 3
cosa 2cos’a
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sen‘a+cos’a _ sen‘a ® 1 _ sn’a ® 1= sen‘a

® - 3 - 3 1= 2
cosa 2cos’a cosa 2cos’a 2cos‘a

1= %tgz a ® tga=+2=14142 ® a=arctgl4141="547356° = [54°44'8’|



