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TEMA 66

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE VARIABLE CONTINUA.
CARACTERISTICAS Y TRATAMIENTO. LA DISTRIBUCION NORMAL.
APLICACIONES.

1. VARIABLESALEATORIAS CONTINUAS.

En el caso de variables discretas es posible asociar una probabilidad finita a cada
punto (elemento) del conjunto muestral, aunque e nimero de puntos (elementos) que lo
compongan sea infinito (numerable). La suma de todas las probabilidades sera la

unidad.

En € caso de una variable continua esto no es posible. Las probabilidades no
sumaran uno, a menos que practicamente a todos sus puntos (todos menos un conjunto
numerable) les asignemos probabilidad cero. La solucién a este problema que se plantea
es considerar intervalos en lugar de puntos.

DEF Diremos que X es una Variable Aleatoria Continua (Unidimensional) s existe
una funcién f(x) que verifica

Df(x)20 "x R
+¥

2) g, T)dx=1

y tal que paracualquier suceso A P(A)=P(X1 A) = Of (x)dx
A
La funcién f(x) recibe e nombre de funcién de densidad.
A partir de ahora consideraremos que las variables aeatorias continuas tienen
funcion de densidad también continua, salvo, alo sumo, en un nimero finito de puntos.

Definamos A como A={x: a<x<b }. Entonces

P(A) = P@a<X <b) = 3f (x)dx= (3 f (x)dx

Veamos algunas propiedades que verifican las variables aeatorias continuas.

1) Debido a que la integral anterior tiene e mismo valor independientemente de s 1os
puntos a y/o b pertenecen al intervalo, tenemos que se verifica

P(a<X<b) = P(a<X£b) = P(aEX <b) = P(aEX£D)

2) A partir de la definicion de probabilidad que hemos dado para las variables
aleatorias continuas, se verifica que la probabilidad en un punto es cero
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P(X:a):éf(x)dxzo

3) S A noesunintervao sino la union digunta de un nimero finito de intervalos
A=MAEAE.EA, con AGCA=A "itj y A={x:a<x<b}
se verificaque

P(A)=P(A EAE...EA)=0f ()dx= Of () dx+ Of (x)dx +... + Of (x)dx =
A A Ay An

:lef(x)dx+62f(x)dx+...+6"f(X)dX

Esta propiedad establece que la probabilidad de que € vaor de una variable
aleatoria pertenezca a un conjunto A es el &rea comprendida entre f(x) y el ge x sobre €
conjunto. Asi se justifica la segunda condicion de las funciones de densidad, donde en
el caso de que € suceso A sea toda la recta real su probabilidad (segin el axioma P2)
debe ser la unidad.

Cualquier funcion f puede servir como funcién de densidad de una variable aleatoria
continua siempre que verifique las dos condiciones dadas en la definicion anterior.

Es claro que en un problema particular, se elegird como funcion de densidad aquella
gue, paratodo ay b (a<b)

b
\

P(a< X <b)= g f ()

represente la probabilidad de que e vaor de la variable deatoria X se hdle
comprendido entreay b.

cualquier funcién positiva en un dominio elegido arbitrariamente puede considerarse
como una funciéon de densidad de una variable aleatoria, sempre que la funcién esté
multiplicada por una constante que haga que su integral, en todo su dominio, sea 1. Asi,
por gjemplo

10 x£2
F =123 2ox<q
%O x3 4

es una funcién de densidad, ya que

2X+3dx+6¥0dx:0+1+0=1

+¥ 2 4
Q, f(x)dx = OPdX 0 18
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2. DISTRIBUCIONESMULTIVARIANTES.

DEF Diremos que X e Y son vaiables deatorias continuas distribuidas
conjuntamente s existe una funcion f tal que f(x,y)30 " X,Yl R y tal que para
cualquier suceso A

P(A) =P((X,Y)T A = f (x, y)dxdy

Vemos que es necesario que
1) f(xy)20 " X, YT R

¥ +¥
2) Q,Q, fxy)dydx=1

La funcion f recibe @ nombre de Funcién de Densidad de las variables aleatorias X
eyY.

En e caso de k variables aleatorias continuas, la definicion de distribucion conjunta
es andoga.

Ejemplo.

Definamos la funcion de distribucion siguiente

f(xy)= (6-x-y) 0<x<2 2<y<4

Ol kF

en otro caso

|
-I.
t

Triviamente podemos comprobar que verifica las dos condiciones para ser funcion
de densidad.

Si X e Y on dos variables aeatorias que tienen esta densidad, la probabilidad de
gue estén en laregion X<1y Y<3 seria:

P(X<1Y<3= Q (l f(x, y)dydx = QQ - X ydydx
La probabilidad de que X+Y seainferior a3 es

P(X +Y <3) =8¢ ik g 22 X7 Y Gyex = 2‘1

La probabilidad de que X<1 cuando se sabe que Y <3 es

P(X <1Y<3)
P(Y <3)

P(X <1|Y<3) =

el numerador ya lo conocemos, veamos el valor del denominador.
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236-Xx-Yy 5
P(Y<3)=)O)——Ldydx ==
(Y<3=Qo——(g — dk=¢

Y entonces

P(X <1Y<3
P(Y <3

I
ol Ul w
Il

ol w

P(X <1|Y <3) =

3. DISTRIBUCIONESACUMULATIVAS.

Puesto que en € caso de variables continuas las probabilidades vienen dadas por
integrales, resulta a menudo conveniente considerar las integrales de las densidades con
preferencia a las densidades mismeas.

DEF Dada f(x) funcién de densidad de una variable aleatoria X, definimos la funcién
F(x), llamada funcién de distribucion Acumulativa, como

X
\

FO)=P(X£X)= ), f(O)a

PROP S F(x) es una funcion de distribucion acumulativa, verifica las siguientes
propiedades:

1) F esunafuncion no decreciente.
2) F(—¥)=0
3 F+¥)=1
4) F escontinua.
Dem.

La demostracion es inmediata.

La funcién de densidad, s existe, puede halarse a partir de la funcién de
distribucion acumulativa derivando F en los puntos donde tiene derivada. Es decir,

_dr(¥)

==

La probabilidad de que X esté en un cierto intervalo a<X£b puede expresarse del
siguiente modo con la funcién de Distribucién Acumulativa

P(a<X£b) = P(XEb) — P(X£a) = F(b) — F(@)

Para més de dos variables aleatorias, la funcion de distribucion acumulativa se
define de forma andloga a caso de una variable.

wa=PM£xY£w=ddjaJﬁmﬂu
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sendo f(x,y) lafuncion de densidad.
Dada la funcion de distribucion acumulativa F(x,y), podemos hallar la funcion de

densidad derivando F respecto de cada una de sus variables, en € supuesto, claro esta,
de que las derivadas existan.

71
f(x,y)=——F (X,
(X y) Ty (X,y)

La probabilidad de que (X,Y) esté en un rectangulo cualquiera

a, <X <b
a, <Y <b,

podemos escribirla mediante la funcién acumulativa como

P(a, < X<Db,a, <Y<b,)=P(X<b,Y<b,)- P(X<a,Y<b,)-
- P(X <b,Y<a,) +P(X <a,Y<g,)=
=F(b,,b,)- F(a,,b,)- F(b,,a,) +F(a,,a,)

Estas distribuciones pueden complicarse mucho cuando se trata de méas de dos
variables aleatorias. De hecho, muchos problemas importantes de estadistica
permanecen sin resolver por la excesiva complicacion de las integrales que hay que
resolver.

4. DISTRIBUCIONESMARGINALES.

Cada distribucién de méas de una variable tiene asociadas varias distribuciones
marginaes. Seaf(x,y) la funcion de densidad correspondiente a dos variables aeatorias
continuas. Puede ocurrir que sblo nos interese una de las variables, por gemplo X.
Buscaremos entonces una funcion que al integrarla sobre un intervalo a<X<b nos dé la
probabilidad de que X esté situada en ese intervalo. Cada uno de esos intervalos
corresponde en €l plano XY aunafranjavertical. Por tanto

P(a<X <b)=Q ), f(x y)dyix

Cualquiera que sea la especificacion de X, los limites de integracién de Y son toda
larectarea, de modo que podemos definir una funcién como

DEF Llamamos Funcion de Densidad Marginal con respecto a X a

f09 =@y, (x y)dy

yaque, paracuaquier par devaloresay b se verificaque
P(a< X <b) :Qb £, (X)dx
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De forma andoga podemos definir

DEF Llamamos Funcion de Densidad Margina con respectoaY a
f,(y) =), f(x y)ix
yaque, paracualquier par devaloresay b se verificaque
P(a<Y<bh)= CS f,(y)dy

La funcién de distribucion marginal acumulativa se encuentra facilmente a partir de
la funcién de distribucién acumulativa. Para dos variables, esta funcién acumulativa
marginal es

F00=0, 0, F (6 y)dydx= ), f,(x)dx=F (x+¥)

Igualmente, de forma and oga obtenemos

RO =3, ¢, fxyddy =g, f,(y)dy=F(+¥,y)

5. DISTRIBUCIONES CONDICIONALES.

Sea una funcion de densidad de dos variables aleatorias X e Y, f(Xx,y). Buscamos una
funcion f(x|y) que nos dé la densidad de X cuando conozcamos Y. Es decir, una funcion
ta que

P(a< X <b|Y)=(§f(x|y)dx

paravalores cualesguieraay b.

DEF Definimos la funcién de densidad condiciona f(x]y) como

fxly) = E con f,(y)>0

f,(y)

DEF Definimos lafuncién de densidad condicional f(y[x) como

f(y|x):% con f (x>0

Lafuncion de densidad f(x|y) es una funcion de densidad de la variable X, siendo Y
un parametro que tendra un valor numeérico determinado para cada funcion de densidad
condicional dada. Por tanto, la funcién %(c) debe considerarse como una constante. La
funcion de densidad conjunta f(x,y) esta representada por una superficie en e plano XY.
Un plano perpendicular a XY, que corte a éste segun larecta y=c, cortara a la superficie
seguin la curva f(x,c). El arealimitada por esta curva es
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@f f (x,c)dx = f,(C)

Por tanto, si dividimos f(x,c) por £(c), obtenemos una funcion de densidad que es
precisamente f(x|c)

Las distribuciones condicionades se definen de manera andloga para las
distribuciones con varias variables. Asi, para cinco variables aeatorias que tengan como
funcion de densidad f(x, X, X3, X4, Xs), la funcién de densidad condicional de X;, Xs,
X5 paravalores dadosde X, y X4 €s

f(X1’X27X3'X4’X5)

(X, %50 Xs [ X5, X,) = f00.X)
24\ X5, Xy

6. _DISTRIBUCION UNIFORME.

Comenzaremos e estudio de las distribuciones continuas con la mas e emental de
todas ellas.

DEF Diremos que una variable aeatoria X es uniforme en €l intervalo (a,b) cuando su
funcién de densidad de probabilidades es constante en €. Es decir

Su funcién de distribucion vendra dada por

10 x£a
F()=i 222 a<x<b

.I.b_ a

11 X3 b

Los parametros de la distribucion son los extremos del intervalo a y b. Estos

pardmetros verifican las desigualdades
- ¥<a<b<+¥

La mediay la varianza de la distribucion uniforme son

2
m:a+b SZ:(b-a\)
2 12

7. _DISTRIBUCION NORMAL.

Pieza clave en € estudio de la Estadistica la constituye la distribucion normal.
Muchas distribuciones de frecuencias tienen aspectos parecidos, aunque describen
fendmenos muy diferentes. pesos y aturas de una gran poblacion, errores de medida,
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etc. Se apunta de esta manera e concepto de distribucion normal. La dificultad de
realizar un cculo rdpido de &reas bagjo la curva normal, asi como la imposibilidad de
obtenerlas para todos los valores posibles de m y s, nos conduce a buscar
transformaciones que obvien esta dificultad.

DEF Diremos que una variable aeatoria X que toma todos los valores reales tiene una
distribucion normal s su funcién de densidad de probabilidades es de laforma

_(x-m)2
f(x)=——e >’ - ¥ <X<+¥

s<2p

Sus pardmetros fundamentales son su media (1) que puede tomar cualquier valor
real, y su varianza (s ?) que debe ser positiva.

Examinando la primera y segunda derivada de la funcion de densidad, podemos
realizar un estudio de la misma, destacando las siguientes propiedades, que no vamos a
demostrar por su sencillez.

PROP La moda de la distribucién (maximo de la funcion de densidad) se alcanza en
X=m

PROP La curva es simétrica respecto de un gje vertical que pasa por x=m
PROP Lacurvatiene sus puntos deinflexibnen x=mzts.
PROP Los vaores de la media, la moday la mediana coinciden.
PROP El gje de abscisas (y=0) es la asintota horizontal de la curva (por ambos lados).
PROP El é&rea comprendida entre lacurvay € ge horizontal es 1.

Vamos a obtener ahora los valores de la mediay la varianza de esta distribucion.
PROP LaMediay la Varianza de la distribucién normal son my s?, respectivamente.

Dem.

C(x-m)?

1 \+¥ 2
o} xe =7 dx
sv2p

E(X) = djxf (x)dx =

Haciendo el cambio de variable

obtenemos
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Z2 2 2

1 +¥ iy m ¥ -= S +¥ il
E(X)=—@ (Mmtsz)e 2dz=——() e ?dz+ A ze 2dz=m
V2p O 2 O V20 O
Analizando las dos integrales en las que ha quedado descompuesto la origind,

tenemos que la primera es mmultiplicada por una integral cuyo vaor es 1y la segunda
es unaintegral impar en un dominio simétrico, siendo su resultado 0.

La varianza de la distribucion normal viene dada por

_(x-m)?
El(x - m?]= rq(x m’e >’ dx
y haciendo de nuevo € cambio de variable
X- m
zZ=
s
dx=s dz

obtenemos
2 b
Elix - m?|=2 8% 226 2 4z
(- ml= 56

Aplicando ahoralaintegracion por partes con

u=z du=dz )
v=-e 2 dv=ze 2dz
Ilegamos a
Elix - m?]= 3 zez_:3+¥+d¥ §d29—32(0+1)—sz
VZP%@ . =

La curva de una distribucion de probabilidad continua o funcién de densidad de
probabilidad, se traza de manera que bajo la curva limitada por las abscisas x=x Yy
X=X, €S igual a la probabilidad de que la variable aeatoria X tome vaores
comprendidos entre x; y %. Asi tenemos

. X- m : o
Latransformacion z=—— nos proporciona valores de una distribucion normal
s

de mediaQy varianza 1, N(0,1). Veamoso

1 (x-m? 1 7
Xp 2 -
ye 7 dx= Ne 2dz=P(z,<Z<z)

s 2 0

Pk, < X <x,)=
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donde se observa que Z es unavariable aleatoria normal de mediaO y varianza 1.

A la variable deatoria que posee estas caracteristicas se la denomina variable
aleatoria normal estéandar o tipificada 'y a su funcion de distribucion, igualmente normal
esténdar.

Supongamos que X tiene una distribucién N(0,1), entonces

1 -z
Pla<X<b)=—— e 2dz
N2p Q
Estaintegral no puede evaluarse por métodos ordinarios. Por ello, debemos acudir a
los métodos de integracion numérica. La funcion de distribucion de la normal
estandarizada o tipificada es
1 -z
F(s)=——(e ?dz
a5 O
Esta funcidn se encuentra recogida en tablas. Para el calculo de la probabilidad de
que lavariable aleatoria X esté en € intervalo (a,b), teniendo X una distribucion normal
N(0,1), haremos uso de las tablas.

P(a<X <b)=F(b)- F(a)

La importancia de esta tabulacion radica en que s X es una variable aleatoria con
distribucion norma cualquiera N(ms?2), la probabilidad anterior puede calcularse
realizando la transformacion

X-m
zZ=
S

con lo cual tipificamos la variable aeatoria X y a continuacion utilizamos la tabulacion
mencionada. Es decir

P(a< X <b)=p@_Mcz P~ My_pa0-Mp &8 mp
e S S g e S g e S g
Unaconclusién de ladefinicion de F esque
F(-x)=1- F(x)

Esta relacion es muy Util, puesto que en la mayoria de las tablas la funcién F
aparece tabulada solo para valores positivos de la variable.

Finalmente, vamos a calcular 1a probabilidad
P(m ks <X <m ks)

siendo X una variable aleatoria con distribucién normal cualquiera N(ms ?)
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X-m

P(m ks <X <mtks)=P& k< <k®=F(K)- F(-K) =2F (k) - 1
e (%]

Expresion en la que podemos observar que la probabilidad anterior es independiente
demy s, y que ésta solo depende de k.

7.1. Aproximacion de las Distribuciones Binomial y Poisson ala Normal.

L as probabilidades asociadas a experimentos binomiales, cuando n es pequefia, se
obtienen con facilidad mediante la férmula B(x;n,p) (ya vista en € tema anterior). Para
valores grandes de n, por lo general las probabilidades binomiales se calculan con
procedimientos de aproximacion. Si X es una variable aeatoria binomial de pardmetros
ny p, entonces, s n esgrandey ni p ni g son préximos a cero, podemos considerar que
X sigue una distribucion normal N(np, npqg). Esta propiedad la conocemos como

TEOREMA. Teorema de DeMoivre.
S X tiene una distribucion binomial de parametros n y p, entonces la variable

aleatoria tipificada
X-np

+/npg

tiende a una distribucion normal estandar N(0,1) cuando n® ¥.

Z =

OBS En general, podemos considerar como buena aproximacion cuando n>25 vy
npg>5.

Debemos resdtar que estamos aproximando una distribucion discreta por una

continua, por tanto, resulta necesario establecer una correccion por continuidad. Se ha
encontrado que la siguiente correccién para continuidad mejora la proximidad anterior.

P(X =K)° P%- —£X£k+——

2g

P(a<X<b)°Pga+1£X£b-——
2 20
P(a<X£b)°P8%+_EX£b+__
2 29

e 1 16

P(af£ X <b)® Pga- Z£ X £b- =2
e 2 2g
P(aﬁxgb)OPé%-lfxgm__
e 2 2g

donde k, ay b son nUmeros enteros.
De la misma manera que se ha establecido una aproximacion de la distribucién

binomial a la normal, podemos establecer una aproximacion de la distribucién de
Poisson ala normal.
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Sea X una variable aleatoria de Poisson P(I ) con | grande, en la practica | >25. En
estas condiciones, la variable tipificada
X-1

I
tiene aproximadamente una distribucion normal estéandar N(0,1) y, por tanto, podemos
considerar que X sigue aproximadamente una distribucion N(l ,I ). Aqui también sera

conveniente tener en cuenta la correccion por continuidad similar a la efectuada para la
distribucion binomial.

8. OTRASDISTRIBUCIONES.

Como la distribucién Normal no resuelve todos los problemas, tenemos que recurrir
a otras distribuciones para resolver determinados problemas en los campos de la
ingenieriay dela ciencia, como son la distribucién Gamma, Exponencial, Wiebull y c2.

8.1. Distribucion Gamma.

DEF Definimos la funcibn Gamma como
G(a):(gxa'le'xdx a>0

Integrando por partes con

a-1

u=x
dv=e *dx

se obtiene la férmula de recurrencia
Ga)=(@a-1nGa-1)

En particular, G(1)=1y s a=n, siendo n un nimero positivo, la recurrencia anterior
conduce aque

Gn)=(n- 1!
Algunas expresiones Utiles para la funcion gamma son

PROP LaFuncién Gamma verifica

1) Formulade los complementos. G@)Gl- a) = P conO<a<l
senap
2) G&2=+p
e2g
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DEF Diremos que la variable aleatoria X tiene una Distribucion Gamma, con
pardmetrosa y b, s su funcion de densidad viene dada por

i

i x
F6ab)= ey
}O en e resto

X
a-1 b

x>0a>0,b>0

donde a se conoce como parametro de formay b como parametro de escala.

Cuando a es entero positivo, la distribucion Gamma también se conoce con €l
nombre de Distribucion de Erlang, en honor a cientifico danés que la utilizd por
primeravez en € afio 1900.

PROP La mediay la varianza de la distribucién gamma son

E(X)=ab Var (X) =ab?
Dem.

En efecto, & r-éssmo momento en torno al cero vale

m=p38*D _p3GR) _ o _g(x)
G@) G@)

Y paralavarianza tenemos

ITI) = bZM: bzwz(a_{_l)ab
a) Ja)

Var(X) = E(X?)- [E(X)]?=m) - nf =a(a +1)b - ab =ab’

8.2. Distribucion Exponencial.

Si particularizamos la distribucién Gamma para a=1 obtenemos:

N

o | x

e

f(xb)=i
|'
|

b
~0 en € resto

x>0,b>0

gue es lafuncion de densidad de una variable aeatoria X con distribucion exponencial.

Esta funcion exponencia se caracteriza por € pardmetro b, que representa € lapso
promedio de tiempo que transcurre entre dos sucesos independientes de Poisson Es
decir, la distribucién exponencial puede modelar € tiempo transcurrido entre dos
sucesos consecutivos de Poisson (llegadas o prestaciones de servicios).
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Su funcién de distribucion es

X

F(xb)=P(X£x)=1-e"°

PROP La mediay la varianza de la funcién exponencial son

E(X)=b
Dem.

Var (X) = b?

Bastatomar a=1 en la mediay varianza de Gamma para obtener |os resultados.

8.3. Distribucion de Weibull.

La distribucién de Weibull fue establecida por e fisico suizo del que lleva su
nombre y a igua que la distribucién exponencial, su funcién fundamental es en €

estudio de la fiabilidad.

DEF Diremos que una variable aleatoria X tiene una distribucién de Weibull si su
funcion de densidad de probabilidad es de laforma

x>0,a>0b>0

en d resto

La distribucién de Weibull es una familia de distribuciones que dependen de dos
parametros, € deforma, a, y e de escala, b. Podemos introducir un parametro adicional
reemplazando la variable aleatoria de Weibull X, por X—a, donde a es un pardmetro de
localizacion, que representa un valor umbral de tiempo de garantia.

PROP Lamediay la varianza de la distribucion Weibull son

E(X) =bcfi+1¢
e ag

Dem.

Var (X) = b? ¥

+£9_ 62 1(11

e e afﬂ

El r-ésmo momento en torno a cero de una variable adeatoria que sigue una

distribucién de Weibull es

con lo cua

y parala varianza tenemos
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Var(X) = E(X?)- [E()]? =m"-nf =b c€i+39- Soc + L aqu -
e

e €

_2€ 29_ 2 1(1]
=b* e+ 5. Gl oy

e e

8.4. Distribucion ¢? de Pearson.

Sean Xi, X2, ..., Xp N variables aeatorias N(0,1) independientes entre si. La variable
Y =X2 + X2 +...+ X2 recibe e nombre de ¢? de Pearson con n grados de libertad y se

denotapor c?.

Por estar formada la variable aeatoria Y por suma de cuadrados resulta positiva,
ademés su funcién de densidad de probabilidad es

x>0

10 en e resto

Una propiedad importante de la c? es que la suma de varias de €ellas que sean

independientes nos da como resultado otra cuyo nimero de grados de libertad es la
suma de los grados de libertad de éstas.

PROP Lamediay la varianza de una distribucién c? es

E(X)=n Var(X) =2n
Dem.

El r-éssmo momento en torno al cero es

ng+1g an o

—p_€2 o.M &2p_ E(X)
a0 2 a0

&2g e2g
y paralavarianza
o+ 22 e
m'=4 €2 o_, 0N e28_ . o
Ao e2 o2 &g
e2g e2g

Var(X) = E(X2)- [E(X)]* =m-nf=n?+2n- n?=2n
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Integrando por partes, desde 21 hasta +¥, la funcidn de densidad de una distribucion
c? con n=2(r+1) grados de libertad, se obtiene la siguiente relacién entre las
probabilidades de una c? con un nimero par de grados de libertad y las de una
distribucion de Poisson

o xe? g l'e!
P(c2ey >21)=Q g8 =P(R( )£ c)
donde se hatenido en cuenta que para c entero es G(c+1)=c!. En ciertas ocasiones suele
utilizarse esta relacion para calcular probabilidades de Poisson
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