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TEMA 52

PRODUCTO ESCALAR DE VECTORES. PRODUCTO VECTORIAL Y
PRODUCTO MIXTO. APLICACIONES A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
FISICOSY GEOMETRICOS.

1. PRODUCTO ESCALAR.

DEF SeaV un espacio vectorial real. Se llama producto escalar en V atoda aplicacion
f:V"V ® R que verifique los siguientes axiomas:

Ax1 f(i,d)>0sd Ut 0O

Ax2 f(d,v)=f(v,0)

Ax3 f(a,v+w)=f(0,v)+f(d,w) "a0,v,w 1V
Ax4 flau,v)=af(u,v) "al R

El nimero rea f( U ,Vv) seescribe simplemente G - v,y por abuso del lenguae,
sedice que es el producto escalar de U y v. Enlo que sigue adoptaremos esta
notacion.

PROP(U+V)W=UW+ VW
Dem.
(G+V)W=w(U+V)=WU +WV=UW+VW=(U+V)W

PROPU(avVv)=a(uv)
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S u! 0 ,entonces u u >0, contradiccion

1.1. Norma De Un Vector. Espacio Nor mado.

Supongamos definido un producto escalar en V.

DEF Dado u I V, llamamos normade U (o médulo) y sedesignapor ||U ||, d n° real
|G ||= ViU (Ladefiniciontienesentidopues G G230 " G1 V)

TEOREMA
" 0,01V seveificalt v|£ [d]| [V| (Desigualdad de Cauchy-Schwartz)
Dem.

S =0 o v=0, el teorema es evidente. Supongamos ahora G,V no nulosy sea
u+a v, al Runcierto vector.

Severifica [0 +av|’ = (G+av)(i+av)=Gi+2aiv +a?vv = |i?+
2a(iv)+a’pM?**0 "alR

Entonces e discriminante de la ecuacion de segundo grado en a debeser £ 0
bo@v)-[d*M*e0 P javie]d]
(Laecuacion anterior ocurriracuando U y v sean L.D)

PROP Se verifican las siguientes expresiones:

8 Jdf 2 o

b) Ju]=0U w=0
c) Ja+vi| £ | + v
d) [ad] =12 1]d]

Dem.

1, 2y 4 son evidentes.
3) [a+i|* = Jul®+ 20 v) + V" £ | * + 2a M P Ja+9*e (Jd]+)* cad

DEF Un espacio vectorial real V sobre el que se define una aplicacion || |[:V ® R
gue verifique las 4 propiedades anteriores es un espacio normado.

DEF Los vectores de norma 1 se llaman unitarios.
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DEF Sedice que unabase de V es normada si todos |os vectores que la componen son
unitarios.

1.2. Ortogonalidad. Angulos.

DEF Dosvectores u,v | V sedice que son ortogonalessi y solosi U v=0.

PROP Severifica

1) El vector Oes ortogonal atodo vector G 1 V

2) El dnico vector ortogonal asi mismo es el vector 0
3) S Uy v son ortogonalesy no nulos, son linealmente independientes.

4)Si Uy v son ortogonales entonces ||t +V||* = |G| > +|M|?

DEF Se dice que una base de V es ortogonal si los vectores que la componen son
ortogonales dos a dos.

DEF Unabase ortogona y normada de V es una base ortonormada.

Sabemos ques G,V son no nulossetiene(u v)? £ ||dl|* |V|* (desigualdad de

HHHH

DEF Definimos € coseno del angulo que forman dos vectores G ,v mediante la
expresion

Cauchy-Schwartz) de donde - 1£ ——— £1 podemos entonces

gue puede escribirse también de esta otra forma:
= |di] M| cos(ui,v)

Hasta ahora los conceptos de norma e incluso de angulo estdn desprovistos de
sentido geométrico, a tratarse de elementos definidos en un espacio vectorial real de V.

Vamos a particularizar a los espacios vectoriales Vo y V3

DEF Al par formado por € plano afin  y un producto escalar definido en \% lo
[lamaremos plano afin euclideo.

DEF Al par formado por e espacio afin B y un producto escalar definido en \s lo
[lamaremos espacio afin euclideo.

1.3. Producto Escalar en V..

SeaB ={U, ,U,} unabasedeV,y U,V vectoresde V, setendra
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entonces

U-v =0 U+y, 0)(%, Uty, Uy) = (%%, )(U, Uy) + (% Y, )(U, U, ) +
+(le2)(u2 ul)+(yl y2)(u2 u2)

(por los axiomas del producto escalar)

En forma matricia puede escribirse asi:

Cl

u-v :(Xl yl)gilﬂ; ?2
241

QIIO
GIIO

CL

OBS Por tanto, € producto escalar queda determinado cuando se conoce la matriz

ad,u, U0,
(simétrica) gu o que se llama matriz del producto escalar.

22@

OBS Cuando la base B es ortonormal se tene G, U0,=u, d,= 1 0,0,=0,0,=0,vV
entonces la matriz del producto escalar es la matriz identidad.

En una base ortonormal tenemos que:

El producto escalar es UV=XX"+VYY,
El médulo de @ = (x,,X,) €s dl = V¢ +y:

XX, + Yy,
2 2 2 2
IXE+ Y2 X2+ Y2

El coseno del angulo queforman u,v es cos(u,v) =

OBS Larelacion G v= |ul| [v]|cos(t,v) obtenida de la simple definicion de producto

escalar, es la expresion clésica del producto escalar ordinario. En ocasiones suele
introducirse & producto escalar directamente, suponiendo conocidos los conceptos de
maodulo, norma o longitud de un vector, y € concepto de angulo. En ese caso, las
propiedades que definen el producto escalar deben demostrarse.

NOTA: El médulo o longitud de un vector U de V- eslalongitud del segmento de un
representante de G . Se denota por Ul .

S se define G v= |i|[V|cos(d,v), entonces U U= ||[t] pero también es

0 =[dl| i, lvego [d|= [d
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1.4. Producto Escalar En Vs.

Sea B = {Ul,ﬁ2 ,U;} una base de V3, U,vI V3 dos vectores. Entonces si
expresamos ambos vectores en la base B

tenemos que su producto escalar es:

0V= (% 04y, U +2 G)(% G+ Y, G, +2,0) = (% %)(0,0) + (X ¥,)(0,U,) +
(% 2)(00) + (Y, %)(Up G) + (¥, ,)(Ur Uy) + (¥, 2,)(U, Gy) + (2 %, )(0 G,)+
(2, ¥,)(0s Uy) + (2 2,)(0, Gy)

por los axiomas del producto escalar.

Nuevamente en forma matricia

8§1L—jl u,u, U, 0 ?9
uvs= (X Y. 4 )QG l_jl Uz'jz Gzas_ cy~+
gljBUl UBUZ GBUS B 826
adiu, uu, U, 9
donde gl] u, u,U, U,U,=+eslamatrizdel producto escalar enlabase B.
glj U lj3lj2 Q3US B

S la base es ortonormal entonces dicha matriz es la identidad y el producto
escalar se escribe de forma més simple como:

UV=XX *YY, +22

Igualmente, la norma de un vector y e coseno del angulo de dos vectores se
pueden escribir, respectivamente, como:

Ja = yx¢+yi + 2

X% * V.Y, +2.2,
DE+Y; + 26 +yE+ 2

cos(u,v) =

El producto escalar ordinario de dos vectores puede definirse partiendo de:

U,V son no nulos
=0 06

G v = [i||7]cos( @ v)

S
S =0

=)
<
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El simbolo |G | expresa el modulo de U, lalongitud de uno de sus representantes
y coincide con el concepto de norma, a igual que vimos para Vs.

2. PRODUCTO VECTORIAL DE DOSVECTORES DE V.

DEF Sean ab 1 V3, llamamos Producto Vectorial de d y by se escribe axb a otro
vector que verifica

D [ = ol ] [snte. 5
2)(dxb)a=0 , (axb)b=0

3) En caso que & y b sean lineamente independientes, la orientacion
determinada por |la base ortonormal {U,, ﬁz ,U,} de V3 es lamisma que la determinada

por (5,6 ,axb ), 0 1o que es o mismo,
signo [det( Ul,ﬁz ,U,)] =signo [det(&a,b ,axb)]

2.1. Expresion Analitica en una Base Ortonormal.

SeaB ={U,, U, , U,} unabase ortonormal de Vs

=(a,,8,,3,)
(by,b,,b;)

W= axb = (w,w,,w,)

a
b

por 2) setiene (ax p a, w+a, w,+a, w, =0
X b

bl Wl+b2 W2+b3 W3 = 0
S ay b fuesen linealmente dependientes seria a=lI B,y por 1) HéxBH:O
b axb =0, luego podemos suponer a y b linealmente independientes.

Entonces

a8y a, 3,0 :
rang gbl b == 2,y tomando un menor de orden 2 no nulo, por gemplo
2

b, g
a
‘ai =Dt 0
b, b,
a,4a,
aw ta,w, = - a;W;{j w,= b, b, W,
b1W1 +b2W2 = - b3W3 D
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Llamemos w,=tD

agai‘
b, by
W, = 3D W,
a, a a
b w=t| > 7|, WZ:tagai, W3=tal ?
b2 b3 b3 bl bl b2

Si labase esté orientada positivamente, entonces por 3),

a a, a, a a a a a a
b, b, b,| >0 b w| 5 “l+w, + W, ’l>0
wow W b, b, b, b b, b,

1 2 3

W, W. W,
b W1T1+W2T2 + W3T3 >0 b %(W12+W22+W32)>0

a, 8,
b, b,

a a
b, by

a a

2) y también
b, b, )y

Ademés W W= 12 ( 2+ 24

ww= |a] ?|p|?ser?(a,b) = El ’|p|*- @by p

WW = (a *+a, +a, %)(b *+b,*+b, %) — (3, b +a, b, +a, b))’ = .. =

— a12b12+ a22b12+ a32b12+ a12b22+ a22b22+ a32b22+ a12b32+ a22b32+ a32b32‘
-a,°b?- a,%b,"a,?b,?-2a,a,b b, -2a,a, b b, -2a,a,b,b, =... =

a a
b, by

_|a 2
b, b,

a, 4/,
b, b,

2, 2,

:(blaz' a1b2)2+(a3 bl'ai b3)2+(3-3 bz - &, b3)2

b ?=1b t=1
por tanto

=(a,,8,,8;)
(by,b,,b,)

a, a,
b, b,

a
b

3 3
1b3 bl

_ a
axb=( % % ) (cuando la base es ortonormal)
b, b,

OBS A veces se suele adoptar como definicién, demostrando en este caso 1), 2) y 3). Lo
hemos hecho de esta forma pues la interpretacién geométrica del producto vectoria es

8/14



més inmediata. As e producto vectorial de dos vectores a,b es otro vector ortogonal a
ambos, cuyo médulo es |3 HBH sen(d,b ), siendo el readel paralelogramo determinado

por representantes de origen cominde a y b y cuyo sentido viene dado por laregla del
sacacorchos (orientacion positiva de la base ortonormal de V3 elegida).

PROP" a,b,cl V3 y " al R, severifica

5) ax0=10
6) axb=0b &, b son linealmente independientes.
Dem.
Estas propiedades se demuestran fécilmente si pensamos en la forma usual de

calcular e producto vectorial cuando nos dan 2 vectores expresados en una base
ortonormal:

N
o
5

w

(o]

ax

o
N

l_jl
=&
b,

(*2
(o

2 3

Evidentemente la expresién no es un determinante pero ayuda mucho a recordar la
expresion del producto vectorial.

3. PRODUCTO MIXTO DE TRESVECTORES DE Vs.

DEF Dados X,Vy,21 V3 se define & producto mixto de los tres vectores como el n°
real:

[)_{,y,Z] = )_{(YXZ)

3.1. Expresion Analitica en una Base Ortonormal.

)?:(Xl’XZ’XS)
Y=(Y1:Y2,Y3) P
2=(72,2,,2,)
X X, X3
o Y, ¥ VY Y, Y o
P X(yx2)=x[" %, [0 T+ x| =Y Y, Ve =det(X,Y,2)
z, | |z, 7 z 2,
4 4, 4
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PROP Severifica:

l) [7(,)7,2]:[Z,X,V]Z[y,z,)?]:-[7(,2,)7]:-[Z,y,)?]:-[y,)?,z]
2) Siagunodeelloses 0, entonces e producto mixto es 0

3 I[x,y.z]=[I X,¥,Z]

4) [X+X',y,z]=[X,y.z2] +[X",y Z]

Dem.

Son propiedades de determinantes.

3.2. Inter pretacion geométrica.

-®
SeaR ={0, Ul,ﬁz ,U,} una referencia ortonormal del espacio Ez y AB,
® -®
AC, AD representantes respectivos de los vectores X,y , 2.

-® ® -®
Dichos vectores determinan un paralelepipedo del que AB,AC,AD son 3
aristas concurrentes en un vértice.

El volumen del paralelepipedoes. A xBasex h
® -®
A xBase = [|ACX AD||

® -®
La altura h es la distancia de B a plano ACD y como ACXx AD es un vector
® ®
ACxAD
® ®

ACXxAD

-®
normal a plano setienequeh=|| AB | P

® -® @ ® -® @ @ -®
V =||ACXxAD|- h=| AB(ACx AD)|=[ AB,AC, AD]

4. APLICACIONES.

El producto escalar definido en V, y V3 de la forma ordinaria permite introducir
las nociones métricas de distancia y angulo en e plano y espacio de forma clara y
sencilla. Igualmente € producto vectorial nos facilita el calculo de areas, y € producto
mixto, € céculo de volimenes. Todas estas cuestiones, que perfectamente pueden
introducirse aqui, son propias del tema 53, y ahi se veran con detalle. Pero igualmente,
nos facilitan la resolucion de numerosos problemas geométricos y fisicos. Veamos
gjemplos de algunos de los més destacados.
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4.1. Ecuacion Normal deuna Recta del Fano.

Supongamos R = { 0O, Ul,ﬁz} referencia ortonormal. Una recta r puede venir
dada por un punto A( X,,Y,) Yy un vector u = (A, B) en ladireccion perpendicular ar.
Cualquier punto P(x, y) der verifica

G-AP=0Db (A, B)(X-%,,Y-Ys)=0P A(xx,)+B(y-Yy,)=0
6 bien
Ax+By+ (-AXx,-By,)=0pP Ax+By+C=0

4.2. Ecuacion Normal del Plano.

Igualmente , un plano p viene dado por un punto A(X,,Y,,Z,) de p y un
vector = (A, B, C) normd a plano.

S Pl p setieneque
-®
APN=0P A(X- X,)+B(y- y,)+C(z- z,)=0
P Ax+By+Cz+D=0
siendo D=-AXx,-By,-Cz,

4.3. Teorema del coseno y de Pitagor as.

TEOREMA
En todo triangulo ABC se verifica & = b? + ¢? — 2bc cosA

Dem
®

— ® ®
S llamamos b = AC, a=CB, c=AB

etiene

c=a+bp a=c-b

(d)°=a&d=(c-b)(C-b)=(c)*+(b)?-2bcU & =b?+c?—2bccosA

Q)
ol

OBS S triangulo es rectangulo en A entonces se obtiene € teorema de Pitagoras.

44. LasTresAlturasde un Tridngulo son concurrentes en un Punto.

TEOREMA
Dados 4 puntos A, B, C, D cualesquiera del plano, se verificaque

® ® ® ® -® ®
AB CD +AC DB+ AD BC=0

11/14



Dem.

® ® -® ® ® ®
Llamamos AB=u, AC=v, AD=w, CD=w-v, DB=u-w, BC=vVv-Uu

Luego, basandonos en las propiedades del producto escalar
U(W-V)+ V(U-w)+ W(V-G)=0
Ello nos permite probar, por jemplo que:
PROP Las tres alturas de un tridngulo son concurrentes.
Dem.

Tracemos las aturas correspondientes a C y B que se cortan en O. Debemos

® ®
probar que AOesortogonal a BC .

Aplicando laigualdad anterior alos puntos A, B, C, O obtenemos
® ® ® ® ® ®
AB CO +ACOB+AOBC=0
pero
® ® ® ® oL
AB CO=0y AC OB =0 por hipotesis,
luego
® ®
AO BC = 0 como queriamos demostrar.

45. Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

® ®
Enefecto AB=0, AC=vV |[G||[=|IV]].
Pero
®

-® ® -®
BC=V-ly AD=v+{i b BC AD=(V+0)({V-i)=0.

4.6. Obtencion de Férmulas Trigonométricas.

Complicadas férmulas de trigonometria se obtienen fécilmente con e producto
escalar.

Sea B ={ U, Lujz} una base de \, ortonorma y a,b vectores unitarios tal que
(0,,d)=a,(u,,b)=b

= _ _ L o
Entonces & = |, G;+1 ,u, P U, a=1,=cosa
u, a=I ,=coy(p/2-a)=sena

Asi
= _ L]
a=cosa U,+sena u,
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y andlogamente
b = cosb 0+ senb U,

ab=cosacosb+sen asenb=|a|||b| cos(b-a)
b cos(b-a)=cosacosb+sen asenb

Otro demplos &, b son unitarios y determinan un angulo entonces (3,4+b)

:% (a ser unitarios a+b esladiagonal del cuadrado que forman)

a(a+Db)=1+ cosa =||a[|[|a+b | cos%

|la+b| = +(@a+b)@+b)=+2+2cosa b 1+cosa = +/2+ 2cosa cos% b

a 1+cosa
COS— =
2 2

4.7. Trabajo de una Fuer za.

El producto escalar esta asociado en fisica con un concepto muy importante, el
de TRABAJO.

Asi, la aplicacion de una fuerza F a un mévil que sigue una trayectoria d , nos
proporciona un trabajo que puede definirse como T =F d .

4.8. Férmula de Her 6n para €l céalculo del Areadeun Triangulo.

2 A2 2
h;=c"-c;

Por el teorema del coseno (demostrado con € p. escalar) & = b? + ¢ — 2bc cosa

2 2 2
b =0+ -2bc; b C1:b+c—a
2b
heo o2 &)2+Cz-a292_&5+b2+02-a290’% b2+cz-a29_ae(b+c)2-a29
; B 5 & b s D & D
aa’- (b-c)’0_ (b+c- a(b+c+a)(a- b+c)(a+b- c)
ST an?
Llamando p = a+2+c
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he= 2(p- a)ZDZAfbpz- b)2(p - ©) b h,= %Jp(p- a)(p- b)(p- C)

luego A = \/p(p- &)(p- b)(p- c)
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