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TEMA 51

SISTEMAS DE REFERENCIA EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.
ECUACIONESDE LA RECTA Y DEL PLANO. RELACIONES AFINES.

1. ESPACIO AFIN.

DEF SeaV un K-espacio vectoria. Llamaremos K-espacio vectoria afin sobre V a
unaterna(E, V, j ) donde E es un conjunto arbitrario, V un espacio vectorial y j es una
aplicacion | :ExV ® E que cumple las siguientes condiciones

D" PTE  "xyTv  j((PX).9)=](P.x+V)

i)* PTE j(PG)=P d esdneutrodeV.

i) P,QTE $xiv j(Px)=Q

A laterna (E, V, j ) la vamos a denotar por A. Si definimos j (P,x)=P+X los
axiomas anteriores quedan como:

)"PTE "xylV (P+X)+y=P+(x+Yy)
i) P+0=P
i)" P,QTE $xIV / P+%x=Q

DEF Se llama dimension del espacio afin (E, V, j) a la dimensidon del espacio
vectorial asociado.

TEOREMA. TEOREMA DE CHASLES

Stenemos P,P,.....,PTE P PP, +PP, +PP +....+P P =PP,

Dem.
Vamos arealizar la demostracion en n.

S n=3

R+(RP+PP)=(R+PR)+RR =R +RR=PP RE+PR=FR

Supongamos que esciertopara n-—1 y vamos a demostrarlo para n  luego
BR +RR+...+P ,P ,=PP,_, eslahipotess de induccion

R+(RR+PB +....+P.P)= R +|BR +...+ PP, )+ BP]=
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2[R +(RR+tPPr- 4R 2[R+ AR+ PR 2R+ PR =

COROLARIO Un caso particular del teorema de Charles es

RP, +RP +...+P P =RR =0

1.1. Plano afin.

Supongamos ahora que el espacio vectorial V es e conjunto de todos los vectores
libres del plano definido sobre el cuerpo K =Ry sea E =P, conjunto de los puntos del
plano.

En P, tenemos definida la ley de composicion externa que asociaa un punto A y a
un vector v un solo punto Ptal que AP esél representante del vector v.

P,XV %#4® P,
(Av) ® P sendo v=|AP]

PROP A, =(P,,V,,j ) esun espacio afin de dimensién 2 llamado Plano Afin.
Dem.
i)SeaAl P, y U :[NBJ yv= lﬁ] dos vectores libres. Se verifica
B=A+U vy C=B+\7:(A+U)+\7
Como lﬁ]+l@]z lA—CJ tenemosque C= A+ (0 +V) luego
(A+0)+V=A+(G+V)
i) A+O=A
S A+X=Ab X=AA=0

iii) Dos puntos cualesguiera A y B de P, definen un Unico vector libre v de
representante AB y portanto B=A+V.

Porlotanto A, =(P,,V,,j ) esun espacio afin de dimensién 2 llamado Plano Afin.

3127



1.2. Espacio afin.

De forma andloga a plano afin, tomamos V como e conjunto de los vectores libres
del espacio definido sobre R y E e conjunto de puntos del espacio ordinario y se
define:

j ExV® E

(Av)e P tqg v:[ﬁ]

Asi definido, cumple los axiomas del espacio afin. (Demostracion andloga). Como
ladimensiéndeV es3b ladimensiénde A =(E,V,j ) es 3y As recibe el nombre de

espacio afin tridimensional.

1.3. Subespacios afines.

DEF SeaE; un subconjunto no vacio de E y U un subespacio vectorial de V. Se dice
que (E\U,j,)  es un subespacio afin de direccion U cuando es un espacio afin

asociado al espacio vectorid Uy j,=j | .,

EXU ¥#® E
(AG)® P=A+i

L os subespacios afines reciben también el nombre de variedades lineales.
TEOREMA

Un subconjunto & del espacio afin (E,V,j ) es un subespacio afin s y solo s €

conjunto U :{A_X'/ X1 El}, donde A es un punto fijo pero arbitrario de E;, es un
subespacio de V.

Dem.

“p ”

Sea (E,U,j,) un subespacio afin de direccion U. Demostraremos que
U= {W,XT El} es subespacio vectorial.

a) {W,XT El}i U yaque paratodo par depuntos A, X 1 E por ser (E,,U,j,) un
espacio afin (ax, iii) setieneque AXT U .

b) Sea U un vector arbitrario de U, existe un vector fijo con origen en
Alal {AX,x1 E}.

“U ”
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Demostraremos que  (E,,U,j ,) es un espacio Afin asociado a U subespacio
vectorial. Se cumple:

i) Sea B un punto arbitrario de E; y G,V 1 U. Se verifica

Como U+\7:lB—CJ+[C$J:@T Ub D=B+(i+V).

Luego (B+0)+V =B+ (0 +V).

i) B+O=B

iii) B'y C dos puntos arbitrarios de £, como AB,ACl UPp BC=AC- ABI U vya

gue U es un subespacio vectorial, luego BC = AD y por tanto C=B +AD.

OBS Larecta es un subespacio afin de dimensién 1y € plano es un subespacio afin
de dimension 2.

2. SISTEMASDE REFERENCIA EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO.

2.1. Sistemasdereferencia en € plano.

Vamos a establecer una biyeccion j ,: A ® V, yotra b:V, ® R, delasiguiente
manera:

PROP Sea O un punto fijo de Az. Definimos una correspondencia

. tA®Y,
P®kﬁ]

con OP el vector posicion del punto P. Entonces j , €sunabiyeccion.

Dem.

- J , esunaaplicacion ya que cada punto P del plano le corresponde un Gnico vector
l@] por ser A, &fin.

-j , esinyectiva, yaque j .(P)=j ,(Q P P=Q.

Cmnojo(P):FES]y joﬁz%:kiﬂ-
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S j.(P)=i,QP [@J:IOTQJD OP =0Q por lo tanto por ser Ay afin
0+0P=0+0QpP P=Q.

- J , €s suprayectiva ya que por €l axioma iii) de espacio afin, dado un punto Oy
un vector U, existe un dnico punto  PT A,/

0+v=Pp v =|0P|

PROP Sea B={ii,,0,} unabase de V,, entonces " X1 V, b % =x0, + X0, con x,
X2T R.

Definimos la correspondencia b: \o ® R? del siguiente modo  b(x)=(x,,x,).
Entonces b es una biyeccion.

Dem.

- b esunaaplicacion yaque B ={Ul, UZ} es una base por o tanto X = x,u, + X,u, se
puede expresar de forma Unica.

-besinyectivayaques b(X)=b(y)p x=y.
S b(%)=b(y) = (4% )P X =x0, +%0, =y

- b es sobreyectiva ya que " (xlxz) T R?® podemos considerar el vector
X = x,0, + X,0, y entonces b(X)=(x, ).

Luego b es una biyeccion.

DEF Sea A; unplano ainy R = (0O, U;, Uy) una terna de puntos. Se dice que esta
terna es una sistema de referencia afin cuando los vectores OU, y OU, asociados
forma una base de Vs.

El punto O se llama “origen del sistema de referencia’, el punto Uy, primer punto
unidad y el punto U, segundo punto de unidad.

S llamamos OU, =0, y OU,=0,, e sisema de referencia se escribe
R=(0,0,,0,).

PROP Sea A, un plano afin, Ol A,y B={i,,0,} sea una base de \s. Entonces existe
un Gnico conjunto de puntos {O,U,,U,} td que R={O,U,U,} es un sisema de

referenciadel plano afiny OU, =0, y OU, =0, .

Dem.
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Dadalabase B={i,,0,} y el punto O, por & axioma

) $ UyU, / O+u=U,b g=0U,
i

O+u,=U,b u,=0U,
Entonces laterna R={0,U,,U,} cumple e enunciado.

2.1.1. Coordenadasde un punto en € plano afin.

Dado R={0,0,,0,} un sistema de referencia afin y X un punto del plano afin. Se
verifica

1. Por la biyeccion j ,: A ® V, vista en una proposicion anterior se tiene que
i ,(x)=[ox]|=x.

2. Por labiyeccion b: Vo, ® R? vistaen otra proposicion
b(x) = b{x 0, + x,0,) = (x, x,)

Entonces lacomposicionde j , y b, f=b,cj , queda

V2
/N
J
Ao >R

f

S XA,
f(x)=(bej o)(x) =blj ,(x)) =b(%) =(x,x,)

DEF Llamaremos coordenadas cartesianas del punto X respecto del sistema de
referencia R={0,0,,0,} a vector numérico (x.,x,)T R Es deir, a las coordenadas

del vector posicion X.

Como consecuencia de ser f una biyeccion, las coordenadas del punto son Unicas,
pero dependen del sistema de referencia elegido.

2.1.2. Cambio de sistema de referencia afin.

Sea R={0,G,,0,} y R={0,V,,V,} dos sistemas de referencia afin en el plano A y
X un punto cualquier de dicho plano.
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Sean (X1, X2) las coordenadas de X respecto de R

Sean (1, ¥») las coordenadas de X respecto de R’

El cambio del sistema de referencia consiste en hallar las coordenadas (X1, %) en
funcion delas (y1, y2) Y reciprocamente.

Vamos a hallar las coordenadas del punto X en R” conocidas sus coordenadas en la
referencia R. Para ello tenemos que conocer las coordenadas de los e ementos de la

referencia R en funcién de R". Sean

O0=aV +av __
DY TAL TRV, % =OX =%, + %0,
0, =a.y +a,v, S e

u2 = a21\71 + a22\72

U
O U:

Por lafigura anterior setieneque y= 00 +X

_—

y=00+x=(ay, +a,5,)+(xd, +x,0,) = (ay, +ay,)+[x (av, + a,v,) + X, (&, +a,9,)] =

=aV, tayv, +xa.V +xa,V, + X,a,V, + Xa,V, =
= (& +aux +a,%, )0 + (a, + a,% +a,%, )7,
como y=yV, +y,Y, y {v,v,} esunabase tenemos
—a +a.x +a, X i
% =8 TEN T8 U que son |as ecuaciones del cambio de sistema de referencia de

Y, =a, +a,X; + a,X%
RaR.

Vamos a expresar estas relaciones en forma matricial, para ello afiadimos las
igualdades 1= 1.
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gé a a0
(1,y1,y2):(lX1,X2)'QO a, alzfytenemosy:X'A
80 a21 aZZB
1 a 4
Ademés |At Oyaque |0 a, a,l= W %2 g yaque G, y G, son L. |.
&1 8y
O aZl a22

Por lotanto $ A™*.
Multiplicando laecuacion Y =X -A por A?
Y - Al = X que son las ecuaciones inversas de cambio de base.

2.2. Sistemas de Referencia en € Espacio.

Todas las propiedades demostradas en e plano son validas para € espacio,
cambiando A por As, V. por Vazy R? por R3. Por lo tanto la definicién de sistema de
referencia sera

DEF SeaAsd espacioafiny R={0,U,,U,,U,} una cuaterna de puntos. Se dice que
es un Sistema de referencia afin tridimensional, cuando los vectores asociados
OU ,0U, yOU, forman unabase de Vs,

Si llamamos G, =OU, ;0, = OU, yii, =OU, podemos escribir R={0,0,,0,,0,}.
2.2.1 Coordenadas de un punto en €l espacio.

Deigual formaque en € plano tenemos & siguiente diagrama

b(%) = b(x0, + X,0, + %,0,) = (%, X, X,)

Vs

A, >R
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Luego
(%) =bej o (x)=blj o (x)] =b(%) = (x,, %, %)

Donde por ser f aplicacion, las coordenadas son Unicas, pero dependen del sistema
dereferencia elegido.

2.2.2. Cambio de Sistema de Referencia en el Espacio.

Seean R={0,0,,0,,0,} y R={0,V,,V,,V,} dos sistemas de referencia en & espacio
afin Az y X un punto cualquiera de dicho espacio cuyas coordenadas respecto a R son
(%.%,%) y con respecto aR’ sean (y,, ¥, ¥s)-

Para obtener las ecuaciones del cambio de sistema de referencia es necesario
conocer las coordenadas del punto O respecto a R" y los de 4, U,,U, respecto de

V;,V,,V,. Sean

Setiene O'X =00 +O0X =(ay, +a,V, +a¥,) + (%, +x, +x0,) =
=(a¥ +ay, +ay) +[x @y +aN, +ay,)+ X, (@8 +av, + ) + x (a9 +a.y, +a)] =

= aivl + a2v2 + a3v3 + allxlvl + a12)(1V2 + a13X1\73 + a21)(2Vl + a22 X2\72 + a23XZV3 + a31)(3v1 +
+ a32x3v2 + a33x3v3 =

= (B, +a,% 8% + 8 XU, + (8, + 8,0 + X, + 8% )T, + (@, + 8% + 8%, +a5,% )V,
Y como O'X = yV, +y,V, +y.V, y {%,V,,V,} esbasetenemos

y1 = a1 + ailxl + a21x2 + a31x3 Iu
Y, =@, +a,X +a,X, +a,X,y Ecuaciones de cambio de sistema de referenciade R a

Ys = 8+ a% 8, +agX b
R.

En forma matricial se escriben
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éﬁ- a & 3-39

0 a, a, a,+
Ly, y,) = (xoox - 0 ™2 ™8 5sm Y=X A
AT, a, ay

0 a, a, aygp

Y como A esregular por ser W 1 0 yaque lasfilas, después de eiminar la1? columnay
12 fila son las coordenadas de U, U, , U, que forman base.

Tenemosque X =Y A que son las ecuacionesde R” aR.

3. ECUACIONESDE LA RECTA EN EL PLANO.

Sea R={0,0,,0,} un sistema de referenciaen Ap.
Unarectar es un subespacio afin de A, de dimension 1 por lotanto r 1 A,.

Si consideramos un punto AT A, y un subespacio vectorial de V., engendrado por un
vector v, que denotaremos por (V)

r={x1 A/AXT (v)}

3.1. Ecuacion Vectorial dela Recta.

Ol

S xi rp AXT (V)P AX =tv con fi R.
S a y X son vectores posicion de los puntos A y X respectivamente, se tiene que
OX =OA+AX
Xx=a+tvcon fi R

Esta igualdad se [lama ecuacion vectorial de larectar.
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Se observa que dando valores a parametro t, en la ecuacion vectorial de la recta se
obtiene un conjunto de vectores de posicion de puntos que pertenecen a la rectar. Al
vector v sele llama vector director de la recta

3.2. Ecuaciones paramétricas de la recta.

S (xy),(x.,y,) y(v,v,) son las coordenadas de los vectores de posicién %,d,v
respectivamente en Ry si tenemos en cuenta el isomorfismo existente entre Vo y R?

(b: Vo ® R?), entonces la ecuacion vectoria der
X® (x,%)
X=a+tv
se traduce por

(% ) = (%0 1) +1(vv,) = (06, y) + (v, 1) = (x v, x, +tv, )
de donde

X=XV, A
Y yeon TR
y:X2+tV2i;

gue reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la recta. Dichas ecuaciones estan
caracterizadas por e punto A=(x,,x,) y el vector director V(v,,v,).

Para cada valor del parametro t se obtiene un punto de larecta

3.3. Ecuacion de la Recta en Forma Continua.

- S v10yv,* 0,s despegamos en las ecuaciones paramétricas resulta

Dichaigualdad recibe e nombre de ecuacion de la recta en forma continua que esta
determinadapor Alx,x,)y V(v,v,).

- S v = 0 las ecuaciones paramétricas son

X=X

7 gue sereducea x =X que esunarecta// a ge OY
Y=% +tvzé

- S w = 0 las ecuaciones paramétricas son
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X=X +tv{ _
y=y gquesereduceay:yl que esunarecta// a ge OX
-1

3.4. Ecuacion de la Recta en Forma General.

- S v 10y v,! 0 apartir delaecuacion continua

Se obtiene
Vz(X_ Xl) :V1(y' yl)
VoX- Vo X = VY- Viyy
Vo X- VY + VY, - V% =0

S hacemos A=w; B=-vy y C=wy;1 — WX resulta
Ax+By+C=0
Que recibe e nombre de ecuacién general o implicita de larecta.
- Siv =0 teniamos que X = x, esdecir, X —x =0.
- S w =0teniamos quey =y, esdecir, y —y;1 =0.
Luego, en los tres casos te obtiene una ecuacion de laforma Ax + By + C=0.

Andlisis de la ecuacion.

Reciprocamente st Ax + By + C = 0 es la ecuacion de unarecta en € espacio afin.
- El vector director delarectaserd v =(- B,A) yaque A=w y B=-v.

- Un punto base de la recta sera cualquier punto perteneciente a la recta, por tanto
sus coordenadas (X, Y1) verificaran la ecuacion de la misma.

3.5. Ecuacion Explicita de la Recta.

Si despgjamosy en la ecuacion general (siendo Bt 0)

By =-Ax-C
Ax C . A C
y=-—- — haciendo m=-— y n=- —
B B B B

tenemos y = mx + n ecuacion explicita
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donde m es la pendiente de larectay n es |la ordenada en € origen.

m=- AV _ tga siendo a € angulo que formar con OX.

3.6. Ecuacion de la Recta que pasa por dos Puntos distintos.

Uno de los axiomas de la geometria elemental dice que una recta queda determinada
por dos puntos A y B.

Sean Alx,y,) Yy B(x,y,) dos puntos distintos. Sean & y b los vectores
posicion de los puntos A 'y B respectivamente.

Por lotanto AB=Db- d es un vector direcciona de la recta r cuyas componentes
serén (x, - X, Y, - v;)=(V,Vv,) y considerando  A(x,,y,) podemos utilizar cualquier

tipo de ecuacion anterior por ggemplo utilizando la continua tendremos

X'%_zy'%
X=X Y- W

4. ECUACIONESDE LA RECTA Y DEL PLANO EN EL ESPACIO.

4.1. Ecuacionesdela Recta en € Espacio.

DEF Llamamos recta en e espacio a cualquier variedad lineal asociada a un
subespacio vectorial de dimension uno

r:{XT AIWT<\7>}

donde A es un punto de As y (\7} es un subespacio de dimension 1 engendrado por €l
vector V.

Sea R={0,0,,0,,0,} un sistema de referencia afin.
Para que un punto X pertenezcaa larectar debe satisfacer AXT (V)b AX =tv.
O sea OX =OA+ AX
Esdecir, OX = OA+tV
Si denominamos X a vector posicionde Xy a a deA tenemos
X=a+tv

que es la ecuacioén vectoria de la recta.
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Expresando la relacion anterior, utilizando las componentes de los vectores (debido
a isomorfismo existente entre Va y R).

Sea (X,¥,2) y (X, X,,%;) las coordenadas con respecto aRde X y Ay (vl,vz,vs)
losdel vector v.

Entonces tenemos
(. ¥.2) = (3%, %) + (v, v, v5)
0sea
X=X +tv, U
| . o
y =X, +tv,y que son |as ecuaciones parametricas de la recta.

Z=X3+ty

Paraeliminar el pardmetro t en el sistema anterior tenemos

-0

a0 &, X-X
ranggv2 s=rangdv, Y- X,
8\/3 B 8V3 Z- X

perocomo V1 O por ser e vector director de unarecta

@)

-l

2 0

¢ ~_
ranggv,+=1

&%

por lo tanto, para que se cumpla (1) debe ser, suponiendo v, * 0

vV, X- X =0?
Vo, Y- X 'I',i,Vl(y' X2)=V2(X Xl)
yi _ (2
vV, X- X :0:|:|V1(Z Xa)—Vs(X' Xl)
Vo Z- X

|gualdades que es costumbre escribir en la forma

XX Y %_2"% g y10,v10yyt0
Vl V2 V3

que recibe e nombre de ecuacion continua de la recta.

L as ecuaciones de la expresion (2) también pueden escribirse como

V,X- V1y+V1X2 - VL X :0[;]
VX - V,Z+ VX, - v3x1:0g
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En general, lo podemos escribir de la forma:

Ax+By+Cz+D=0 i
Ax+By+Cz+ D'=O[V)

gue reciben e nombre de ecuaciones cartesianas o implicitas de larecta.

Reciprocamente, dado un sistema de dos ecuaciones lineales con 3 incognitas

ax+ay+az+a, =0
bx+b,y+bz+b, =0}

la condicion necesaria y suficiente para que sean ecuaciones cartesianas de una recta es
que

a, as
ra”géq b, b

ya que entonces el sistematiene por solucion unavariedad lineal de dimension 1.

4.2. Ecuaciones del plano.

DEF Un plano en Az es cualquier variedad asociada a un subespacio de dimension 2.

Sean (V,W) el subespacio de dimension 2 engendrado por V,W y A un punto
arbitrario de As.

P ={XT A/AXT (v, )
V, W se llaman vectores directores del planoy A es el punto base.
Sea R={0,0,,0,,0,} un sistema de referencia afin.

Sea (x,,%,,%,) las coordenadas de A respecto a Ry (v,,v,,v,), (w,w,,w,) los
componentes de v, w.

S X1 Pp AXI (V,W)p AX =av +bw
esdecir OX =OA+AX .
Osea OX =OA+av + bW Ecuacion vectoria del plano.

Expresando esta resolucion en funcion de las componentes vectores que en ella
intervienen, tenemos
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(% ¥.2) = (% %, %) +a(vy, v, v3 ) + b(w, w,, ws)
Luego

x=xtay, +bw 0
y:X2+aV2+bN2;,/
Z=x, +av; + bw, |

que son |as ecuaciones paramétricas del plano a,bl R

Para eliminar |os parametros a, b planteamos

& WO & W X-X0
ranggv, W,+=ranggv, W, Y- X%+ (3
8\/3 Wy é gvs Wy, Z- % 5

y como Vv, w son base de un subespacio de dimensién 2, entonces

& WO
ranggv, W,+=2
8\/3 WBB
y para que se cumplala expresion (3)
debe ser
i W X=X
2 W, Y- X% =0
3 Wy Z- X%

Desarrollando este determinante y simplificando obtenemos la ecuacion que recibe
el nombre de ecuacion cartesiana o implicita del plano.

Ax+By+Cz+D=0

En e caso de que e plano venga determinado por tres puntos no alineados
A=(a,a,a,) B(b,b,b) C(c,c,,c,), podemos formar los vectores lﬁ] y [EJ
gue pueden tomarse como V, W y pueden escribirse

b-a c¢-a Xx-3a
b-a, c,-a y-a|=0
b-a, ¢-a z-a

determinante que equivale al
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1 1 1 1
a hoo x|,
aZbZCZXZ
a3, b ¢ x

igualdad cuyo desarrollo da lugar a una ecuacion de laforma

Ax+By+Cz+D=0

5. RELACIONESAFINES.

5.1. Incidencias de Puntos, Rectas y Planos.

5.1.1. Incidenciaentre Puntoy Recta.

DEF Sedice que un punto P es incidente con larectar, o bien que larecta r pasa por
P, cuando € punto P pertenece a dicharecta.

TEOREMA

El punto P es incidente con larectar s y sdlo s las coordenadas de P satisfacen las
ecuaciones de larecta.

Dem.
Es inmediata por la definicion de incidencia.
5.1.2. Incidencia entre Puntoy Plano.

DEF Sedice que un punto P es incidente en un plano P, o bien que €l plano P pasa
por e punto P, cuando el punto P pertenece a dicho plano.

TEOREMA

El punto P esincidente a plano P s y solo s las coordenadas de P satisfacen las
ecuacionesdel plano P .

Dem.
Es inmediata por la definicion.
5.1.3. Incidenciaentre Rectay Plano.
DEF Sedice que unarectar es incidente con el plano P, cuando todos los puntos de

la recta r son incidentes con dicho plano, es decir, cuando la recta est4 contenida en €l
plano.

18/27



TEOREMA

Sea r la recta determinada por € punto A y € vector director U y sea P € plano
determinado por € punto B y los vectores directores v, w. Larectar es incidente con el

plano P s y sdlo s existe un punto P der incidente con P y que € vector U se exprese
como combinacién lineal de los vectores v, w.

Dem.

La condicion es necesaria, ya que s r es incidente con P todos los puntos de r son
incidentes con P y por tanto el vector U tiene un representante con origen en B y
extremo un punto CI P, luego 0= lBCJ =a,V +a,W.

Reciprocamente, sea P un punto der incidente con P y sea
ud=a,v+a,w
Paratodo punto X T r se verifica
OX =OP +tu=0P +t(a,v+a,w)=OP + (ta)v + (ta, Jw

Luego e punto X también esincidente en el plano P. Y como esto sucede para todo
punto X der entoncesr esincidente en e plano P.

COROLARIO
Larectaesincidente con e plano P sy sélo s rango (G,V,W)=2 y Al P.
Dem.

Inmediata por € teorema anterior ya que los vectores 4,0y W tienen que ser
linealmente dependientes.

5.2. Paralelismo entre Rectas y Planos.

5.2.1. Paralelismo entre rectas.

DEF Sean r° A+V 'y r'© B+V' dos rectas afinesy V y V' los subespacios
vectoriales asociados. Se dice que las rectas r y ' son paraldlos s V = V' y son
coincidentessi ademasAl r' 6 Bl r.

TEOREMA
Dada larectar determinadapor Ay por u y larectar determinadapor By por v.

Las rectas r y ' son pardelas s y solo s los vectores U y vV son lineamente
dependientes.
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Dem.

La condicién es necesaria ya que s las dos rectas son paraélas, los espacios
vectoriales V y V' coinciden y por lo tanto, €l sistema {U,\?} es linealmente dependiente

yaque la dimensién de los subespaci os asociados es uno.

Reciprocamente s U y vV son linealmente dependientes se tendra que

u=av
V= ki
luego
"wi Vb w=ta=(tajvp wi V'P Vi V'i
. . L oyb V=V
"wi V' w=sv=(sbjup wi Vb V'] V}S
COROLARIO

Dosrectasry r' son paralelassi y s6lo s rang(d, V) =1. Ademés, serdn coincidentes
S rango(ﬁ,ﬂ,v):l.
Dem.

Es consecuencia inmediata del teorema anterior ya que los vectores Uy V son
linealmente dependientes.

5.2.2. Paralelismo entre Planos.

DEF Sean P =A+V y P'=B+V’', dos plancs afinesy V y V' los subespacios
vectoriales asociados. Se dice que los planos P y P' son paralelos s V = V' y son
coincidentes si ademéas Al P’ 6 Bl P.

TEOREMA

Sean (AG,V) y (B,a,B) los determinantes lineales de los planos P y P’
respectivamente. Los planosP y P’ son paraleloss y solo s rango(u,\?,é,ﬁ): 2.

Dem.

En efecto, si los planos son paralelos el sistema {d,V} depende linealmente de {a, B}
y reciprocamente, yaque V =V’ y tienen dimensién 2.

Reciprocamente s €l rango de los cuatro vectores es dos, quiere decir que hay dos

vectores que dependen linealmente de los otros dos. Como {a,V} y {é, 6} son sistemas
linealmente independientes por ser bases de espacios vectoriales de dimension dos, €l

primero depende linealmente del segundo y reciprocamente, luego engendran el mismo
espacio vectorial.
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COROLARIO
LosplanosP y P’ definidos por sus ecuaciones cartesianas
P=Ax+By+Cz+D=0 P,=Ax+By+Cz+D=0
son paralelossi y solo si

aA B Co
rangogA, 5 C,;: 1
[}

Dem.

En efecto, las ecuaciones cartesianas de los planos P y P’ se obtienen desarrollando
los determinantes:

u, v, X-X, a b x-x
P=u, v, y-Yy,= P'=la, b, y-y|=0
U, v, 2z- 12, a, b, z-2z

y los coeficientes A, By C, A", B" y C" son los adjuntos de los elementos de la tercera
columna respectivamente.

Si los planos son paralelos, por e teorema anterior, los vectores 4 y b dependen
linealmentede U y Vv, luego

con los gque teniendo en cuenta | as propiedades de |os determinantes, se tendra

a b oX-x| jau+by tutsy X-xpo@u sy x- x| by tu X-x
a, b y-y|=@u,+bv, tu+sy, y-yl=@u, sv, y-yl+tb, tu y-yl=
a, b z-z| @au,+bvy, tu+sv, z-z| jau, sv, z-z| |bv, tu, z-z

u v, X- X
:(as- bt)uz V, Y- )

U, V, 2z-2

Igualando los coeficientes de las incognitas, tendremos

A= Aas- bt)
B'= B(as- b)
C'=C(as- ht)
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esto es, los coeficientes A, B y C son proporcionales a los coeficientes A", B" y C’. Por
tanto

A B Co
rangog , . ==1
&x B C}
5.2.3. Paralelismo entrerectay plano.
DEF Seenr=A+Vy P =B + V' unarectay un plano &fin, donde V y V' son los
subespacios vectoriales asociados. Diremos que la recta y € plano son paraelos s
VI V1y sonincidentes si ademés Al P.

TEOREMA

Seen (A0) y (B,G,W) los determinantes linedles de la recta r y del plano P
respectivamente. Larectary € plano P son paralelossi y sélosi rang(u,v,w) = 2.

Dem.
13 p ”

S la recta y e plano son paraldos Vi V,b G depende de {vV,W} luego
rang(d,v, W) = 2.

((U ”
S rango(,V,W)=2 porser Vy w L.l @ vector (i dependelinealmentede V y W,

luego VI V1 y larectay € plano son paralelos.

5.3. Interseccion entre Rectasy Planos.

5.3.1. Interseccién de Rectas.

DEF Sean r=A+V y r =B+ V' dosrectas &inesy V y V' los subespacios
vectoriales asociados. Diremos que las rectas r y r’ son secantes 0 que se cortan en un
punto, cuando las dos rectas son coincidentes con un mismo plano y no son paralelas.

TEOREMA

Sean (A,G) y (B,V) los determinantes linedles de las rectas r y I, respectivamente.
Lasrectasry r' son secantes s y s9l0 S rang(ﬁB,U,v):Z y rango(d,v)=2.

Dem.
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up ”

S dos rectas r y r son secantes, no son paraelas, luego por e corolario 2
rang(U,\?) =2, pero ademés por ser incidentes con € mismo plano rango(ﬁB,G,\?): 2
ya que tres vectores en e plano son linealmente dependientes.

uU ”

rang(AB,U,V): z_yb las rectas estan en e mismo plano y no son paraélas, luego
rang(di,v) =2

Son secantes.

S

DEF Sedicequelasrectasry r' se cruzan cuando no son incidentes con un mismo
plano.

TEOREMA
Dosrectasry 1’ secruzan s y solo s rang(ﬁ,u,\?):?,.
Dem.
Inmediata a partir del teorema anterior.
5.3.2. Interseccién entre Planos.
DEF Seen P =A+V y P’ =B + V' dos planos afinesy V y V' los subespacios
vectoriales asociados. Diremos que los planos P y P’ son secantes 0 que se cortan

segun una recta, cuando no son paralelos.

TEOREMA

Sen (AGV) y (B,ab) los determinantes linesles de los plano P y P’
respectivamente. Los planosP y P’ son secantessi y solo s rango(l],v,é,ﬁ): 3.

Dem.

5.3.3. Interseccion entre Rectay Plano.

DEF Seanr=A+V y P =B+ V' unarectay un plano afin, dondeV y V’ sonlos
subespacios vectoriales asociados. Diremos que larectar y € plano P son secantes o
gue se cortan en un punto cuando no son paraelos.

TEOREMA
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Sean (A0) y (B,V,W) los determinantes lineales de la recta r y del plano P
respectivamente. Larectary €l plano P son secantes sy solo s rango(U,V,Vv) =3.

Dem.

Consecuencia de un teorema anterior.

5.4. Posiciones Relativas de dos Rectas en € Plano.

Sean r° Ax+By+C=0 y r° Ax+By+C=0 dos rectas en € plano.
Consideremos € sistema
Ax+By+C=0 i
Ax+By+C'=0}

Llamamos M a la metriz de coeficientes y M” a la matriz que resulta de afiadir los
términos independientes. Entonces

1)
i Sistema compatible(

Rang(M)=Rang(M ") =1P i P rectas coincidentes
9(M) gM") {indeterminado g
Ademas de cumple
A B A C
 J=0 |0 Zlzop £=3-%
A B A C A B C

2)
i Sstema U 1LlLasrectassey
Rang(M)=Rang(M ") =2p %compatible g’,b %cortanen un i,
| determiandop, punto b

Ademas si son secantes se obtiene la siguiente relacion

10pé,1§,
A B

A B
A B

3)
Rang(M)* Rang(M ") b i Sstema [;p i Lasrectas song
g g %incompatible% %paralelas {,
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A B 0
RANG M =1 A B
. Luego
RANG M =2 A C 1 0
A C

Entonces obtendriamos la siguiente relacién para rectas paralelas

B, C
B C

>| >

5.5. Estudio Analitico de las Posiciones Relativas entre Rectasy Planos.

Las distintas posiciones que pueden adoptar rectas y planos en € espacio se reducen
analiticamente a estudio de las soluciones del sistema S formado por las ecuaciones que
definen alasrectas y alos planos.

S M es la matriz de coeficientes, M* la matriz ampliada y g & grado de
indeterminacion del sistema S, con ayuda del teorema de Rouché-Frobenious, se
obtienen los siguientes resultados.

5.5.1. Posiciones Relativas de dos Planos.

1)
Sstema compatibl ey
. ~ , i . Planos u
Rang(M)=Rang(M )=1U indeterminado yU = Y
$ coi nmdentes?;
g=2 b
2)
Sistema compatibley)
. . . i ~ Los planos secortan(
Rang(M)=Rang(M )=2U indeterminado  yU i Y
£ segUnunarecta g
g=1 b
3)

o~ Sstema U -
Rang(M) 1 Rang(M ") 0 90 Planos paralelos}

incompatibl eg
5.5.2. Posiciones Relativas de Rectay Plano.

1)
Sistema compatibl & e ctacoindidentes
Rang(M) = Rang(M") =2 0 indet erminado i,/O e cta coincident el
con plano ?;

g=1 b
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2)
Sstema compatible( . Larectacortaal i

Rang(M) = Rang(M ") =30 .
9(M) g(M ) y det erminado g pIanoenunpuntoKV)

3)

P _ _ . Larectaes paralélai
Rang(M)! Rang(M ) U Sstemalncompatlble}u ¢
al plano g

5.5.3. Posiciones Relativas de dos Rectas.

1)
Sistema compatibl e
Rang(M) = Rang(M ") =2 U indet erminado i’,U Re cta coincidente}
g=1 b
2)
Rectas paraldasij
I
A . . ~ |
Rang(M) =2t Rang(M ) U Sstemaincompatible; U Y
9(M) g(M ) P } Seencuentranen%/
el mismo plano |,
3)

Sstema compatibleg .

Rang(M) =Rang(M ") =30 ?;U Las rectas se cortan en un punto

det erminado

4)

e~ _ _ - Lasrectas seii
Rang(M)=3* Rang(M ) U Slsxemalncompatlble}u Y
cruzan g
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