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TEMA 12

ESPACIOS VECTORIALES.

A lo largo de este tema 12 denotaremos mediante la letra K un cuerpo conmutativo,
(K, +, ·).

1. ESPACIOS VECTORIALES.

DEF Llamamos K-espacio vectorial a la terna formada por un conjunto V, una ley de
composición interna +, y una ley de composición externa · : KxE → E, verificando las
propiedades:

1) (V, +) es un grupo conmutativo.
2) La ley de composición externa satisface las propiedades

a) Pseudoasociativa: λ·(µ· v
r

) = (λ·µ)· v
r

b) Distributiva:   λ·( wv
rr + ) = λ wv

rr λ+
    (λ + µ) v

r
 = vv

rr µλ +

c) Elemento Unidad:    1· uu
rr

=

∀λ, µ∈K      y      Vwv ∈∀ rr
,

Lo denotaremos por (V, +, ·K).

Los elementos de V reciben el nombre de vectores y se suelen denotar con las letras
wvu
rrr

,, . Los elementos de K reciben el nombre de escalares y se representan mediante
letras griegas. La operación externa se llama producto por escalares.

Denotaremos el neutro de (V, +) por O
r

 y el neutro de (K, +) por O.

PROP Si V es un K-espacio vectorial se satisfacen las siguientes propiedades;  ∀λ,
µ∈K y Vvu ∈∀ rr

, .

1) OOuO
rrr =⋅=⋅ λ

2) ( ) ( ) uuu
rrr λλλ −=−⋅=⋅−

3) ( ) vuvu
rrrr λλλ −=−

4) ( ) uuu
rrr µλµλ −=−

5) OuóOOu
rrrr ==⇒= λλ

Dem.
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1) ( ) OuOuOuOuOOuO
rrrrrr =⇒+=+=⋅

( ) OOOOOOO
r

=⇒+=+=⋅ λλλλλ

2) ( ) ( ) ( ) uuOuOuuu
rrrrrrr λλλλλλ −=−⇒==+−=+−

( ) ( ) ( ) uuOOuuuu λλλλλλ −=−⇒=⋅=+−=+− rrrrrrr

3) ( ) ( )( ) ( ) vuvuvuvu
rrrrrrrr λλλλλλ −=−+=−+=−

4) ( ) ( )( ) ( ) uuuuuu
rrrrrr µλµλµλµλ −=−+=−+=−

5) Si  KOyOu ∈∃⇒≠= −1λλλ
rr

 por ser K un cuerpo

( ) ( ) OuOuOuOu =⇒=⋅⇒=⋅⇒⋅=⋅ −−− rrrrrrr
1111 λλλλλ

Ejemplos:

1) Sea el conjunto   Kn = Kx …… xK. Definimos una operación interna y otra
externa con cuerpo de operadores K, como sigue:

+: Kn x Kn → Kn     (u1, u2, …, un) + (v1, v2, …, vn) = (u1 + v1, u2 + v2, …., un + vn)

·: K x Kn → Kn      λ·(u1, u2, …un) = (λu1, λu2, ….λun)

Es inmediato comprobar que  (Kn, +, ·) es un K-espacio vectorial.

2) Sea V un K-espacio vectorial y A un conjunto. Definimos

VA = {f: A → E/f es aplicación}

Si definimos la operación interna

+: VA x VA → VA    (f + g) (x) = f(x) + g(x)     ∀x∈A

y la operación externa

·: K x VA → VA    (λf) (x) = λ·f(x)     ∀x∈A

entonces (VA, +, ·) es un K-espacio vectorial.

3) (", +, ·) puede ser un 3-espacio vectorial y también un Q-espacio vectorial, col
las operaciones suma y producto habituales.

PROP Sea V un K-espacio vectorial. Entonces verifica las leyes de simplificación, que
son:
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1) wvwuvuVwvu
rrrrrrrrr =⇒+=+∈∀ ,,

2) βαβαβα =⇒=∈∀∈∀ uunulonoVuyK
rrr

,

3) vuvuKvunulonoK
rrrrrr =⇒=∈∀∈∀ ααα ,

Dem.

1) ⇒+=+ wuvu
rrrr

Como (V, +) es grupo Conmutativo ( ) Vu ∈−∃ r

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒++−=++−⇒++−=++− wuuvuuwuuvuu
rrrrrrrrrrrr

wvwOvO
rrrrrr

=⇒+=+⇒

2) ( ) ( ) ⇒−=−⇒−+=−+⇒= uuuuuuuuuu
rrrrrrrrrr βββαβββαβα

( ) Ou
rr =−⇒ βα  y como u

r
 es un no nulo ⇒ α - β  = O ⇒α = β

3) ⇒= vu
rr

αα como K es cuerpo y α es no nulo K∈∃ −1α  tal que

( ) ( ) ( ) ( ) vuvuvuvu
rrrrrrrr =⇒=⇒=⇒= −−−− 111111 αααααααα

2. SUBESPACIOS VECTORIALES.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y WCV subconjunto no vacío. Diremos que W es
un Subespacio Vectorial de V si satisface:

1) (W, +) es subgrupo de (V, +)

2) WuWuyK ∈⇒∈∀∈∀ rr λλ

Es claro que (W, +, ·) es un K-espacio vectorial con la suma de V y el producto
porescalares restringidos a W.

Todo K-espacio vectorial V admite dos subespacios que llamaremos triviales, el { }O
r

y el propio V.

Ejemplo.

(3, +, ·) es un subespacio vectorial de (", +, ·), siendo el cuerpo de operadores, por
ejemplo, Q ó 3.

PROP Sea V un K-espacio vectorial, W⊂V con W ≠ Ø. Son equivalentes:

1) W es un subespacio vectorial de V.

2) WuyWvuKyWvu ∈⋅∈+∈∀∈∀ rrrrr λλ,
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3) WvuKyWvu ∈+∈∀∈∀ rrrr µλµλ,,

Dem.

1) ⇒ 2)
Como W es un subespacio, las operaciones de suma y producto por un escalar

son cerradas. Luego trivialmente se verifica 2).

2) ⇒ 3)
,,, KyWvu ∈∀∈∀ µλrr
 por hipótesis WvyWu ∈∈ rr µλ  y de nuevo aplicando

2)  Wvu ∈+ rr µλ

3) ⇒ 4)
Para ver que W es un subespacio.

(w, +) es subgrupo
Wvu ∈∀ ,  si tomamos λ = 1 y µ = -1 ⇒ Wvu ∈−

rr

Para comprobar que la operación externa es cerrada
Wvu ∈∀ ,  tomamos µ = O ⇒ KWu ∈∀∈ λλr

2.1. Intersección de Subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y {Wi ≠ i: 1,…, n} una familia de subespacios de
V. Definimos la intersección de subespacios como:

{ }nWuvuWW iii

n

i
,....,1:/

1
∀∈∈=∩=

=

rr

PROP Sea V un K-espacio vectorial y {Wi ≠ i:1,…., n} una familia de subespacios de

V. Entonces, la intersección, i

n

i
WW

1=
∩= , de subespacios es un subespacio vectorial V.

Dem.

W ≠ Ø ya que iiWO ∀∈
r

 por ser un subespacio ⇒ WO ∈
r

.

Sea WvuKWvuWvuWvu iiii ∈+⇒∀∈∀∈+⇒∀∈⇒∈ rrrrrrrr µλµλµλ ,,,
W es un subespacio.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y A⊂V un subconjunto no vacío. Llamamos
Subespacio Engendrado por A al menor de los subespacios vectoriales que contienen a
A. Se denota por [A].

Es claro que el conjunto [A] es un subespacio de V que contiene al conjunto A, y si
existe otro subespacio W de V que también contiene a A, entonces [A]⊂W.

PROP Sea V un K-espacio vectorial y A un subconjunto no vacío de V. Sean {Wi/Wi es
subespacio y A⊂Wi   ∀i∈I. Entonces [A] = iIi

W
∈
∩
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Dem.

Inmediata

DEF Sea W un subespacio vectorial de V, K-espacio vectorial, y A⊂V tal que [A] =
W. Diremos que el conjunto A engendra W o es un Sistema de Generadores de W.

2.2. Unión de Subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y {Wi/i∈I} una familia de subespacios de V.
Definimos la unión de subespacios como:

{ }ii WuIiVuW ∈∈∃∈=∪ rr
,/

No podemos afirmar que la unión de subespacios sea un nuevo subespacio.

Ejemplo.

Sea  V = 32 y U, W subespacios de V con U = 3x{o} y W = {o}x3.

Entonces (u, o) ∈U  y (o, w)∈W. En cambio (u, o) + (o, w) = (u, w)∉U∪W.

2.3. Suma de Subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y {Wi/i:1,…., n} una familia de subespacios de V.
Definimos la suma de subespacios como:

{ }∑ ∑
=

∀∈=∈=
n

i
iiiii nWuconuuVuW

1

,....,1:/
rrr

PROP Sea V un K-espacio vectorial y {Wi/i:1,…, n} una familia de subespacios de V.

Entonces la suma de subespacios ∑
=

=
n

i
iWW

1

 es un subespacio de V.

Dem.

Vamos a realizar la demostración por inducción en el número de subespacios, n.

Para    n = 2       W = W1 + W2

1) Como  ≠⇒∈+=⇒∈∈ WWOOOWOyWO
rrrrr

21 Ø

2) W1⊂ V y W2 ⊂  V ⇒  W1 + W2 ⊂ V ⇒ W ⊂ V

3) Sea  ⇒∈∈+=+=⇒∈ 2221112121 ,,, WvuyWvuconvvvyuuuWvu
rrrrrrrrrr
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( ) ( )

( ) ( ) WvuWWvuvu

vvuuvuWvuyWvu

∈+⇒+∈+++=

=+++=+⇒∈+∈+⇒

212211

2121222111

4) Sea λ∈K y u∈W  ⇒  u = u1 + u2  con  u1∈W1  y  u2∈W2  ⇒

⇒ λu1∈W1   y   λu2∈W2   ⇒  λu = λ(u1 + u2) = λu1 + λu2∈W1 + W2  ⇒

⇒ λu∈W

Por tanto W es un subespacio.

Para  n – 1, por hipótesis de Inducción, ∑
−

=

=
1

1

n

i
iWW  es subespacio vectorial

Para n

∑ ∑
=

−

=

+==
n

i

n

i
nii WWWW

1

1

1

Ambos sumandos son subespacios vectoriales, y como la suma de dos subespacios
es otro subespacio (caso n = 2) entonces W es subespacio vectorial de V.

PROP Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios vectoriales de V. Se verifica
que  U + W = [U∪W]

Dem.

“⊂” Sea v
r

∈U + W ⇒ wuv
rrr

+=  con ⇒∈∈ WwyUu
rr

[ ] [ ]WUvWUwuWUwyWUu ∪∈⇒∪+⇒∪∈∪∈⇒ rrrrr

“⊃” Sea [ ] [ ]⇒∪∈+=∈∃∈∃⇒∪= WUwuvWwyUuWUv
rrrrr µλ/

WUvWUvuWvyUu +∈⇒+∈+→∈∈⇒ rrrrr µλµλ

2.4. Suma Directa de Subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y W1, W2 dos subespacios de V. Diremos que el
subespacio W es suma directa de W1 y W2, y lo representaremos por  W = W1⊕W2, si
se verifica:

1) W = W1 + W2

2) W1∩W2 = {o
r

}

PROP Sea V un K-espacio vectorial y W, W1, W2 subespacios de V.
W = W1⊕W2 ⇔ 212211 / wwwWwyWwWw

rrrrrr +=∈∃∈∃∈∀ ••

Dem.
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“⇒” Como W = W1⊕W2, entonces en particular  W = W1 + W2.

Sea Ww∈r
 ⇒ WwyWwconwww ∈∈+= 21121

rrrrr

Para ver que esa expresión es única, vamos a suponer que existe otra:  Sea

221121 ´´´´ WwyWwconwww ∈∈+= rrrr

Entonces  ´´´´ 22112121 wwwwwwww
rrrrrrrr −=−⇒+=+

Como   222111 ´´ WwwyWww ∈−∈− rrrr
 y ambos son iguales 2111 ´ WWww ∩∈−⇒ rr

 y

2122 ´ WWww ∩∈− rr

Pero como la suma es directa se da que  { }oWW
r=∩ 21 0´0´ 2211 =−=−⇒ wwyww

rrrr

´´ 2211 wwyww
rrrr ==⇒

Por tanto la expresión es única.

“⇐”
1) Como 2122121 WWWWwyWwconwwwWw +=⇒∈∈+=∈∀ rrrrrr

2) Sea 




+=⇒∈
+=⇒∈

∩∈
22

11
21 wowWwComo

owwWwComo
WWw rrrr

rrrr
r

Y al ser la expresión única  owowow
rrrrr =⇒== 21 ,    { }oWW

r=∩⇒ 21

Lo visto de suma directa de dos subespacios se puede generalizar fácilmente a un
conjunto de ∩ subespacios.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y {Wi /i:1,….,n} una familia de subespacios de V.
Diremos que el subespacio W es suma directa de los subespacios {Wi / i:1,…..,n}, y se

representa por    i

n

i
WW

1=
⊕=  si se verifica

1) ∑
=

=
n

i
iWW

1

2) { }oWW
n

ij
j

ji

r=















∩ ∑

≠
=1

PROP Sea V un K-espacio vectorial y W, {Wi /i:1,…., n} subespacios de V.



9/27

∑
=

•

=
=∀∈∃∈∀⇔⊕=

n

i
iiiii

n

i
wwnWwWwWW

1
1

/,...,1:
rrrr

Dem.

Análoga a la anterior

COROLARIO Sea V un K-espacio vectorial y {Wi / i:1,…., n}, W subespacios de

V. ∑
=

=
∀=∀∈=⇔⊕=

n

i
iiiiiii

n

i
owimplicaWwconowSiWW

1
1

rrrrr

Dem.

Solo hemos de tener en cuenta que  oooo
rrrr +++= ....... .

3. APLICACIONES LINEALES. ESPACIO COCIENTE.

DEF Sean  V1 y V2  K-espacios vectoriales. Diremos que la aplicación  f: V1 → V2  es
un homomorfismo  de espacios vectoriales (o simplemente lineal) si:

1) ( ) ( ) ( ) 1, Vvuvfufvuf ∈∀+=+ rrrrrr

2) ( ) ( ) 1VuKufuf ∈∀∈∀= rrr λλλ

OBS La condición  1) nos indica que f es un hormomorfismo de grupos entre (V1, +)
y (V2, +).

PROP Sean V1 y V2  K-espacios vectoriales y f: V1 → V2 una aplicación lineal. Si
{ }nivi ,.....,1:/
r

  son vectores de V1 y { }ni ,.....,1:/1λ  escalares se verifica

( )∑∑
==

=




 n

i
ii

n

i
ii vfvf

11

rr λλ

Dem.

Inmediata.

PROP Sean V1 y V2  K-espacios vectoriales y f: V1 → V2 una aplicación lineal. Se
satisfacen las siguientes propiedades.

1) ( ) oof
rr =

2) ( ) ( ) 1Vvvfvf ∈∀−=− rrr

3) ( ) ( ) ( ) 1, Vwvwfvfwvf ∈∀−=− rrrrrr

Dem.
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1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) oofvfofvofvfVv
rrrrrrrr =⇒+=+=∈∀ 1

2) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )11 porovfvfvfvfvvfofVv
rrrrrrrr =−+⇒−+=−+=∈∀

( ) ( )vfvf
rr −=−⇒

3) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )wfvfwfvfwvfwvfVwv
rrrrrrrrr −=−+=−+=−∈∀ 1, .

PROP Sean V1 y V2   K-espacios vectoriales.

F: V1 → V2 es lineal ( ) ( ) ( )wfvfwvfKyVwv
rrrrrr µλµλµλ +=+∈∀∈∀⇔ ,, 1

Dem.

“⇒”  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )wfvfwfvfwvf
rrrrrr µλµλµλ +=+=+

“⇐”
• Si λ = µ = 1 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )wfvfwfvfwvf

rrrrrr +=+=+ ·1111

• Si µ = 0 ⇒  ( ) ( ) ( ) ( )vfwfovfwovf
rrrrr λλλ =+=+ ·

Luego f es lineal.

PROP Sean V1 y V2  K-espacios vectoriales y f: V1 → V2 una aplicación lineal. Se
satisfacen:

1) Si W1 es un subespacio vectorial de V1 ⇒ f(W1) es un subespacio vectorial de V2.

2) Si W2 es un subespacio vectorial de V2 ⇒ f-1(W2) es un subespacio vectorial de
V1.

Dem.

1) Como f, en particular, es un homomorfismo de grupos, se verifica que f(W1) es
un subgrupo de V2.

Sea λ∈K y ( )vf
r ∈ f(W1)   con 1Wv ∈r

Entonces  ( ) ( ) ( )1· Wfvfvf ∈= rr λλ

Luego f(W1) es un subespacio vectorial de V2.

2) Igualmente,  f-2 (W2) es un subgrupo de V1.

Sea λ∈K y ( ) ( ) ( )( ) ⇒=∈⇒∈ −−
22

1
2

1 WWffvfWfv
rr

( ) ( ) ( )2
1

2· WfvWvfvf −∈⇒∈=⇒ rrr λλλ
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DEF Si f: V1 → V2 es una aplicación lineal entre K-espacios vectoriales, definimos el
núcleo del f, y se denota por Kerf, al conjunto de los 1Vv ∈r

 tales que  ( ) ovf
rr = . Y la

Imagen de f, Imf, como el conjunto formado por las imágenes de f.

( ){ } ( ){ } ( )1121 /Im/ VfwvfconVvVwfovfVvKerf ==∃∈==∈= rrrrrr

COROLARIO Sea f: V1 → V2 una aplicación lineal entre K-espacios vectoriales.
Los conjuntos Kerf e Imf son subespacios vectoriales.

Dem.

Kerf = f-1 { }( )o
r

 y { }o
r

 es un subespacio de V2

Imf = f(V1)  y  V1 es un subespacio de V1.

PROP Si V1, V2 y V3 son K-espacios vectoriales y f: V1 → V2, g: V2 → V3 aplicaciones
lineales, la aplicación compuesta fg o : V1 → V3 es lineal.

Dem.

Inmediata.

PROP Si V1 y V2 son K-espacios vectoriales y f: V1 → V2 es una aplicación lineal
biyectiva, la aplicación inversa f-1 : V2 → V1 es lineal.

Dem.

Sabemos que f-1 : V2 → V1 es un homomorfismo de grupos, luego solo hemos de
probar el producto por un escalar.

Si ( ) wvfVvVw
rrrr =∈∃∈ /12

Sea λ∈K ( ) ( )( ) ( )( ) ( )wfvvffvffwf
rrrrr 1111 −−−− ⋅=⋅=⋅=⋅= λλλλλ

DEF Sean V1 y V2 K-espacios vectoriales y f: V1 → V2 aplicación lineal.

1) f es monomorfismo si f es inyectiva.
2) F es epimorfismo si f es suprayectiva.
3) F es isomorfismo si f es biyectiva.
4) F es endomorfismo si V1 = V2

5) F es automorfismo si es simultáneamente isomorfismo y endomorfismo.

PROP Sea V un K-espacio vectorial y N⊂V un subespacio vectorial. Existe entonces
un K-espacio vectorial, W, y una aplicación lineal θ: V → W tal que Ker θ = N.

Dem.
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Vamos a realizar la demostración en dos pasos; primero construiremos W y después
θ.

1) Construcción de W.

Por ser N subespacio vectorial de V ⇒ (N, +) es un subgrupo de (N, +) y como es
conmutativa ⇒ N es un divisor normal de V.

Vamos a considerar el conjunto cociente V/N, siendo sus elementos clases de
equivalencias de V respecto de la relación R definida por

NvvvRvVvv ∈−⇔∈∀ ´´,
rrrrrr

La suma de clases estaría definida por

[ ] [ ] [ ]́´ vvvv
rrrr +=+

siendo (V/N, +) grupo conmutativo

Definimos la operación externa

[ ] [ ]vvK
rr ⋅=⋅∈∀ λλλ

y esta bien definida ya que si [ ] [ ] ( ) NvvNvvvv ∈−⋅⇒∈−⇒= ´´´
rrrrrr λ al ser subespacio

⇒ [ ] [ ]´´ vvNvv
rrrr λλλλ =⇒∈− .

La operación externa que acabamos de definir verifica las propiedades
Pseudoasociativas, distributivas (de la suma respecto del producto por escalares y
viceversa) y existencia de elemento unidad. Su demostración es inmediata y no la
hacemos.

Por tanto, el conjunto (V/N, +, •K) es un K-espacio vectorial. Tomaremos W = V/N.

2) Construcción de θ.

Definimos θ: V → V/N como  ( ) [ ] Vvvv ∈∀= rrrθ . Así definida, θ es una aplicación
lineal:

( ) [ ] [ ] [ ] ( ) ( ) Vvvvvvvvvvv ∈∀+=+=+=+ ´,´´´´
rrrrrrrrrr θθθ

( ) [ ] [ ] ( ) VvKvvvv ∈∀∈∀⋅=== rrrrr λθλλλλθ

Es claro que Kerθ = N

( ) [ ] [ ] NvNovovovKerv ∈⇔∈−⇔=⇔=⇔∈ rrrrrrr θθ

DEF El espacio vectorial V/N recibe el nombre de Espacio Vectorial Cociente de V
por N.
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DEF La aplicación θ:V → V/N recibe el nombre de Proyección Natural del espacio
vectorial V sobre V/N.

OBS Si N = { }o
r ⇒ θ es inyectiva y { } Vo

V ≅r

4. TEOREMAS DE ISOMORFÍA.

Teorema: 1er Teorema de Isomorfía.

Sean V y W K-espacios vectoriales y f: V → W aplicación lineal. Entonces existe

un único isomorfismo de espacios vectoriales ( )fKerf
Vf Im:

~ →  tal que θoff
~= ,

siendo θ:V → V/Kerf la proyección natural de V en V/Kerf. Brevemente escribimos

( )fKerf
V Im≅ .

Dem.

Construyamos la aplicación f
~

 y comprobemos que es isomorfismo y única.

Definimos ( )fKerf
Vf Im:

~ →  con [ ]( ) ( ) [ ] Kerf
Vvvfvf ∈∀= rr~

f
~•  esta bien definida.

Si [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ovfvfovvfKerfvvvv =−⇒=−⇒∈−⇒= ´´´´
rrrrrrrr ⇒

⇒ ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )´
~~

´ vfvfvfvf
rrrr =⇒=

• f
~

 es lineal.

Sean λ, µ∈K y [ ] [ ] Kerf
Vvv ∈rr

,

[ ] [ ]( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )´
~~

´´
~

´
~

vfvfvfvfvvfvvfvvf
rrrrrrrrrr µλµλµλµλµλ +⋅=+=+=+=+

• f
~

 es suprayectiva.

Sea ( ) ( ) [ ] Kerf
VvvfwVvfw ∈∃⇒=∈∃⇒∈ rrrrr

/Im  tal que [ ]( ) ( ) wvfvf
rrr ==~

Luego ( )fKerf
Vf Im:

~ →  es un isomorfismo, que además hace conmutativo el

diagrama

θoff
~=
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( )( ) ( )( ) [ ]( ) ( )vfvfvfvf
rrrr

o === ~~~ θθ

• f
~

 es único.

Supongamos que θofffKerf
Vf

~
/Im´:

~ =→∃

Entonces ( )( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( )( )vfvfvfvfvf
r

o
rrrr

o θθ ~~
´

~~ ====

Luego ff
~

´
~ =

OBS Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios vectoriales de V con U⊂W.
Podemos definir una aplicación ϕ : V/U → V/W de forma natural con

( ) VvWvUv ∈+=+ rrr
,ϕ .

La definición es correcta pues si ⇒∈−⇒∈−⇒+=+ WvvUvvUuUv ´´´
rrrrrr

( ) ( )UvUvWvWv +=+⇒+=+⇒ ´´
rrrr ϕϕ

Además, ϕ es   lineal y   suprayectiva   (epimorfismo)   y su   núcleo es W/U ya  que
( ){ } { } { } UWWvUvWoWvUvWoUvUvKerf //// =∈+=+=++=+=++= rrrrrrrr ϕϕ

COROLARIO 2º Teorema de Isomorfía.

Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios de V con U⊂W. Dada

W
V

U
V →:ϕ  lineal, existe un único isomorfismo  

( )
( ) W

V

U
W

U
V

f →:
~

  tal que

θϕ of
~=  donde θ es la proyección natural de V/W en 

( )
( )V
W

U
V

Dem.

La demostración es inmediata aplicando el 1er teorema de isomorfia y teniendo en
cuenta que Kerϕ = W/U.

Teorema. 3er Teorema de Isomorfía.

Sea V un K-espacio vectorial y U, W subespacios de V. Entonces los espacios

U
VU +  y WU

W
∩  son isomorfos.

Dem.

Consideremos la proyección θ: V → V/U con  ( ) [ ] θθ ,vv
rr = es lineal.

Si lo restringimos a W obtenemos la aplicación lineal
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( ) [ ] WvvvwU
VWw ∈∀=→ rrrθθ :

1) Comprobemos que ( ) U
WUw +=θIm

Si [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ⇒∈=−⇔∈==⇔∈ UuwvWwconwwwvwv
rrrrrrrr θθIm

[ ] U
WUvWUvWwyUuconwuv +∈⇔+∈⇔∈∈+=⇒ rrrrrrr

2) Comprobemos que ( ) WUwKer ∩=θ

• Si ( ) ( ) [ ] [ ] [ ] ⇒








∈−⇒=⇒=
∈

⇒∈
Uovovovw

Wv
wKerv rrrrr

r
r

θ
θ

( ) WUwKerWUv ∩⊂⇒∩∈⇒ θr

• Si ( ) ( ) [ ] [ ] [ ]⇒=⇒∈==⇒∩∈ ovUvcomoyvvvwWUv
rrrrrrr θθ

( ) ( )wKerWUwKerv θθ ⊂∩⇒∈⇒ r

Luego ( ) WUwKer ∩=θ

Aplicando el 1er teorema de isomorfia a la aplicación wθ  obtenemos

( ) ( )wwKer
W

θθ Im≅  que resulta ser:   U
WU

WU
W +≅∩

5. BASES. DIMENSIÓN.

5.1. Combinaciones lineales.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y { }nivi ,....,1:/
r

 vectores de V. Diremos que Vv ∈
r

Es combinación lineal de los vectores { }nivi ,...,1:/  si existen { }nii ,...,1:/λ  escalares

del cuerpo K, tales que  ∑
=

⋅=
n

i
ii vv

1

rr λ . Los λi reciben el nombre de coeficientes de la

combinación Lineal.

PROP El vector nulo es Combinación lineal de cualquier conjunto de vectores.

Dem.

Sea { }nvvv ,...,, 21  un conjunto del K-espacio vectorial V. Basta tomar los

coeficientes todos cero para que ∑
=

⋅=
n

i
ivoo

1

rr
.
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PROP 1) Un vector cualquiera es combinación lineal de si mismo. 2) Un vector
pertenece a un conjunto es Combinación lineal de dicho conjunto.

Dem.

1) vvv
rrr ⇒⋅= 1  es combinación lineal de { }v

r

2) Sea { }nvvv
rrr

,...,, 21  un conjunto.

∑ ∑
−

= +=

∀⋅+⋅+⋅=
1

1 1

,...,1:1
i

j

n

ij
jiji nivovvov

rr

Luego iv
r

 es Combinación lineal de { }nvv
rr

,...,1

PROP Si un vector w
r

 es Combinación Lineal del conjunto { }nvv
rr

,...,1  y cada uno de los

vi es combinación lineal del conjunto { }muu
rr

,...,1 , entonces w
r

 es combinación lineal de

{ }muu
rr

....,1

Dem.

Sabemos que ∑
=

=
n

i
iivw

1

rr λ  y cada ∑
=

∀=
m

j
ijiji nuv

1

,...,1:
rr µ

Entonces ∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑∑
= = = = = ==

⋅







=⋅=





⋅==

n

i

n

i

n

i

m

j

m

j
j

n

i
ijijiji

m

j
iijiii uuuvw

1 1 1 1 1 11

rrrrr
µλµλµλλ

PROP Sea V un K-espacio vectorial y A un subconjunto no vacío de V. El subespacio
engendrado por A, [A], es el conjunto de todos los vectores V que se pueden escribir
como combinación lineal de los vectores de A.

Dem.

Sea A = { }nvv
rr

,.....,1

Definimos ( )






 =∈∃∈= ∑

=

n

i
iinii vvconKVvS

1
,..,1:/

rrr λλ

Hemos de comprobar que S = [A], para lo cual hay que verificar tres condiciones.

 S es un subespacio de V.

Sean ∑ ∑
= =

==⇒∈
n

i

n

i
iiii vvyvuSvu

1 1

,
rrrrrr

µλ
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( ) ( )∑ ∑ ∑
= = =

∀∈+∈+=+=+
n

i

n

i

n

i
iiiiiiiiii KqueyaSvvvvu

1 1 1

µλµλµλ rrr

( )∑ ∑
= =

∀∈⋅∈⋅=⋅=⋅
n

i

n

i
iiiiii KqueyaSvvu

1 1

λλλλλλλ rr

Entonces S es subespacio vectorial de V.

• A⊂S

Por una proposición anterior, todo vector de un conjunto, se puede escribir como
combinación lineal de dicho conjunto.

• S es el más pequeño que lo verifica.

Sea S´ un subespacio vectorial de V tal que A⊂S´.

Si iiii SvKyAv ∀∈⋅⇒∈∈ ´
rr λλ

Entonces ∑
=

⊂⇒∈
n

i
ii SSSv

1

´´
r

λ

OBS El conjunto { }nvvA
rr

,....,1=  es un sistema de generadores de S.

5.2. Dependencia e Independencia Lineal.

DEF Sea V un K-espacio vectorial. El conjunto { }nuu
rr

,....,1  de vectores de V diremos

que es Linealmente Independiente si la relación ∑
=

=
n

i
ii ou

1

rrλ  se verifica solamente para

ii o ∀=λ .

DEF El conjunto { }nuu
rr

,....1  es Linealmente Dependiente cuando no es Linealmente
Independiente.

OBS Es lo mismo decir que { }nuu
rr

,....1  es un conjunto Linealmente independiente y

que los vectores { }nuu ,....,1

r
 son linealmente independientes.

OBS Si un conjunto de vectores es Linealmente independiente, el vector o
r

 se expresa
de forma única como combinación lineal de los mismos. En caso de que el vector nulo
no se exprese de forma única es cuando decimos que el conjunto es linealmente
dependiente.

PROP Sea V un K-espacio vectorial. Se verifica:

1) { }o
r

 es un conjunto linealmente dependiente.
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2) { }u
r

 con ou
rr ≠  es un conjunto linealmente independiente.

Dem.

1) oo
rr =⋅1  es una combinación lineal del o

r
  con escalar no nulo ⇒ { }o

r
 es

Linealmente Dependiente.

2) Una combinación lineal de { }u
r

 es u
r

λ y ou =
r

λ  si λ= 0 ya que { }uou
rr ⇒≠  es

Linealmente Independiente.

PROP Sea V un K-espacio vectorial. Se verifica

1) Todo subconjunto de un conjunto Linealmente independiente es linealmente
independiente.

2) Un conjunto que contenga un subconjunto linealmente dependiente es
linealmente dependiente.

Dem.

Inmediata.

COROLARIO Sea V un K-espacio vectorial. Se verifica:

1) Todo vector de un conjunto linealmente independiente es no nulo.

2) Si un conjunto contiene al vector o
r

 es linealmente dependiente.

Dem.

Inmediata.

PROP Sea V un K-espacio vectorial. El conjunto { }nuu
rr

,...,1  es linealmente dependiente
si y sólo si al menos uno de ellos es combinación lineal del resto.

Dem.

“⇒” Si { }nuu
rr

,...,1  son L. D. ⇒ ∃λ1,…, λn ∈K no todos nulos tal que ∑
=

=
n

i
ii ou

1

rrλ

Sea { } Knjconoj j ∈∃⇒∈≠ −1,...,1 λλ

( ) ( ) ( )∑∑ ∑ ∑
≠
=

−

= =
≠
=

−−−− −=⇒=+⇒=⇒⋅=⋅
n

ji
i

iij

n

i

n

i

n

ji
i

jiijjiijjiij uuouuouou
1

1

1 1 1

1111 rrrrrrr
λλλλλλλλλ

“⇐” Supongamos que uj es combinación lineal del resto.
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Entonces ( ) ∑
≠
=

⇒⋅=∈∃
n

ji
i

iiji uuK
1

/
r

λλ Si tomamos λj = -1 podemos escribir

∑
=

=
n

i
ii ou

1

rrλ  y no todos los escalares son nulos ⇒ { }nuu
rr

,...,1  son L. D.

PROP Sea V un K-espacio vectoria l. Si un vector es combinación lineal de un conjunto
{ }nuu

rr
,...,1  de vectores linealmente independientes entonces dicha combinación lineal es

única.

Dem.

Sea Vu ∈
r

 un vector tal que ∑
=

=
n

i
iiuu

1

rr λ  con ii K ∀∈λ .

Supongamos que Kn ∈∃ µµ ,...,1  tal que ∑
=

=
n

i
iiuu

1

rr µ

( )∑ ∑ ∑
= = =

−=−=−=
n

i

n

i

n

i
iiiiiii uuuuuo

1 1 1

rrrrr µλµλ

Como { }nuu ,.....,1  son L. I. ⇒ λi - µi = o   ∀i ⇒ λi = µi  ∀i

Por tanto, la C. L. es única.

PROP Si el conjunto { }nuu ,....,1  es linealmente dependiente y es un sistema generador
para el K-espacio vectorial V, entonces existe un vector uj∈{u1,….,un} tal que el
conjunto {u1,…, uj-1, uj+1,…, un} sigue siendo un sistema generador de V.

Dem.

Como { }nuu ,.....,1  es L. D.  { } ∑
≠
=

=∈∃
n

ji
i

iijnj uuuuu
1

1 /,....,
rλ

Vamos a comprobar que { }njj uuuu ,...,,,...., 111 +−  es Sist. Generador de V.

∑
=

=∀∈∃∈∀
n

i
iii uuniKVu

1

/,....,1:
rrr µµ  ya que { }nuu ,....,1  es S. G de V.

( )∑ ∑ ∑ ∑ ∑
=

≠
=

≠
=

≠
=

≠
=

+=⋅+=+==
n

i

n

ji
i

n

ji
ji

n

ji
i

n

ji
i

iijiiiiijjiiii uujuuuuu
1 1 1 1

rrrrrrr
λµµλµµµµµ

Entonces  uVu
rr ∈∀  es C. L. de { }njj uuuu ,....,,,..., 111 +−  luego es un sistema de

generadores de V.
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PROP Sea V un K-espacio vectorial, { }nuuL
rr

,....,1=  un conjunto linealmente
independiente y Vv ∈

r
 tal que Lv ∉

r
 siendo { }vL

r∪  un conjunto linealmente
dependiente. Entonces [ ]Lv ∈r

.

Dem.

Sea ∑
=

=+
n

i
oii ovu

1

rrr λλ  una combinación lineal del vector o
r

.

Como { }vL
r∪  es L. D. ⇒ Kj ∈∃λ  con j: 0,…., n no nulo.

• Si λo = 0 ⇒ Es escalar no nulo tendría que ser λj con j 1,…., n pero eso entra en
contradicción con que L es L. I.

• Luego λo ≠ 0 ⇒ Ko ∈∃ −1λ  y por tanto

( ) [ ]∑
=

− ∈⋅−=
n

i
iio Luv

1

1 rr λλ

5.3. Bases y Dimensiones.

DEF Sea un conjunto { }nuuB
rr

,.....,1=  de vectores del K-espacio vectorial V. Diremos
que B es una Base de V si B es un conjunto Linealmente Independiente y Sistema
Generador de V.

OBS Si { }∑
=

=∈
n

i
nii uuconuvesVv

1
1,....,

rrrrr λ  base de V, la expresión es única y λi

recibe el nombre de componente i-ésima del vector v
r

 en la base { }nuu ,....,1 .

DEF Diremos que el K-espacio vectorial V es finitamente generado si existe
{ }muu

rr
,.....,1  un conjunto finito sistema generador de V.

PROP Sea V un K-espacio vectorial, S un conjunto finito sistema generador de V y
L⊂S   un subconjunto linealmente independiente. Entonces una base B tal que L⊂B⊂S.

Dem.

Vamos a considerar el conjunto de conjuntos ( ) { }../ ILesGySGLGGC ⊂⊂=

Este conjunto es no vacío ya que, al menos, A pertenece a él.

Sea B∈C(G) un conjunto tal que Card (B) ≥ Card (G)  ∀G∈C(G)

• B es L. I. ya que B∈C(G)

• Si Card (B) = Card (S) ⇒ B = S  y B es S. G. de V.
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Supongamos B ≠ S. Sea v
r ∈S – B. ⇒ { }vB

r∪  es L. D. ⇒ Por una proposición
anterior [ ]Bv ∈r

.

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∈ ∈ −∈ ∈ −∈ ∈

=









⋅+=+==⇒∈

Su Bu BSu Bu BSu Bu
jjiiiiiiiii

i i i i j

uuuuuuVu
r r r r r

rrrrrr µλλλλλ

[ ]∑ ∑ ∑ ∑∑
∈ ∈ ∈ −∈−∈

∈⋅





+=⋅





+=

Bu Bu Bu
i

BSu
jKii

BSu
jiii

i i i Ki

Buuu
r r r rr

rr µλλµλλ

Entonces B es S. G. de V.

Si B es L. I. y S. G. de V ⇒ B es base de V.

COROLARIO Todo K-espacio vectorial V finitamente generado y no nulo (V ≠ { }o
r

)
posee una base.

Dem.

Como V es finitamente generado, sea S un conjunto finito de generadores de V.
Como { } ouVuoV

rrrr ≠∈∃⇒= / . Sea { }uL
r=  que es L. I.

Aplicando la proposición anterior, existe B base tal que L⊂B⊂S.

COROLARIO Sea V un K-espacio vectorial finitamente generado y N un
subconjunto finito linealmente independiente de V. Entonces existe un subconjunto
finito N´ de V tal que N∪N´ es base de E.

Dem.

Como V es finitamente generado, sea S un conjunto S. G. de V. Aplicando la
proposición anterior tomando S = S∪N y L = N entonces ∃B base tal que N⊂B⊂S∪N

Basta tomar N´ = B – N para demostrar lo pretendido.

OBS Podemos deducir que este corolario que dado un conjunto de vectores
linealmente independientes de un K-espacio vectorial V finitamente generado, siempre
se puede extender ese conjunto a una base, añadiendole vectores adecuados.

Veamos ahora que relación existe entre dos conjuntos que sean base de un mismo
K-espacio vectorial V.
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TEOREMA Teorema de la Base.

Todas las bases de un mismo K-espacio vectorial finitamente generado tienen el
mismo número de elementos.

Dem.

Sean B y B´ dos bases de V. Si    Card (B) = n    y   Card (B´) = m hemos de
comprobar que   n = m.

Sea   { } { }mn vvByuuB
rrr

,.....,´,....., 11 ==

∑
=

=∈∀
n

i
jijjj uvBv

1

´
rrr λ por ser  { }nuuB

rr
,....,1=  base de V.

Sea el conjunto  { }1vB ∪  que es S. G. ya que B es S. G. y L. D. ya que 1v
r

 es
combinación lineal de B.

Podemos extraer una base  { }puuvB
rrr

,.....,, 111 =  con p < n y  1 + p ≤ n.

Repitiendo el proceso, el conjunto   { }21 vB
r∪  es S. G. y L. I.

Podemos extraer una base { }suuvvB
rrrr

,....,,, 1212 =  s < p y  2 + s ≤ n.

Reiterando el proceso m veces encontramos una base

{ }rmm uuvvvB
rrrrr

,...,,....,, 121=  con m ≤ m + r ≤ n  ⇒  m ≤ n.

Si realizamos el mismo razonamiento, pero invirtiendo los papeles de B y B´
llegamos, después de n pasos, a una base

{ }tnn vvuuB
rrrr

,...,,,...,´ 11=  con n ≤ n + t ≤  ⇒  n ≤ m
Luego n = m.

DEF Llamamos dimensión de un K-espacio vectorial finitamente generado al número
de vectores de una cualquiera de sus bases. Se representa por dim V.

COROLARIO Si V es un K-espacio vectorial de dimensión n y B es un conjunto de
vectores linealmente independientes tal que Card (B) = n, entonces B es base de V.

Dem.

Por un corolario previo, existe B´ finito tal que B∪B´ es base de V.

Entonces Card (B∪B´) = n
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Y como Card (B) = n  ⇒  B´ ≠ Ø y B es base de V.

COROLARIO Si V es un K-espacio vectorial de dimensión finita y K es un conjunto
de vectores linealmente independientes, entonces Card (L) ≤ dim V.

Dem.

Supongamos que Card (L) > dim V  ⇒ ∃L´⊂L formado por dim V vectores y L. I.

Por el corolario anterior L´ es base.

Sea v∈L – L´ ⇒ v es C. L.  de los vectores de L´ ⇒

⇒ L´∪{v} es L. D. y como L´∪{v}⊂⇒ L es L. D.

lo que es una contradicción con la hipótesis.

Luego la suposición es falsa y Card (L) ≤ dim V.

5.4. Bases y Aplicaciones Lineales.

PROP Sean V1 y V2 K-espacios vectoriales de dimensión finita, { }nuuB
rr

,....,11 =  una

base de V1 y { }nvvB
rr

,...,12 =  un conjunto de vectores que V2. Entonces existe una única

aplicación lineal  f: V1 → V2 tal que  ( ) nivuf ii ,...,1=∀= rr
 verificándose que f es un

isomorfismo si y solo si B2 es base de V2.

Dem.

• Existencia de f.

Sabemos que ∑
=

∀∈=∈∀
n

i
iiii KconuuVu

1
1 λλ rrr

Definimos ( ) ∑
=

=
n

i
iivuf

1

rr λ

- f es lineal

Sean  ∑ ∑
= =

==
n

i

n

i
iiii uvyuu

1 1

rrrr
µλ  vectores de V1 y λ∈K.

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∑∑
= = ==

+=+=+=




 +=+

n

i

n

i

n

i
iiiiiii

n

i
iii vfufvvvufvuf

1 1 11

rrrrrr µλµλµλ

( ) ( ) ( )∑ ∑∑
= ==

=⋅==




 ⋅=⋅

n

i

n

i
iiii

n

i
ii ufvvufuf

1 11

rrrrr λλλλλλλλ



24/27

- Podemos afirmar que ( ) iii vuf ∀= rr

• Unicidad de f.

Sea g: V1 → V2 lineal tal que  ( ) iii vug ∀= rr

Dado ∑
=

=
n

i
iiuu

1

rr λ

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

===
n

i

n

i
iiii ufvugug

1 1

rrr λλ

Por tanto g  =  f.

Veamos ahora la segunda parte.

Es fácil comprobar que;  * Si quieres compruébalo*

1) f inyectiva ⇔ B2 es L. I.

2) f suprayectiva ⇔ B2 es S. G.

Por tanto, se deduce que f es biyectiva ⇔  B2 es base de V2.

COROLARIO Sean V1 y V2 K-espacios vectoriales de dimensión finita.

2121 dimdim VVVV =⇔≅
Dem.

“⇒” Sea   f: V1 → V2 isomorfismo y { }nuuB
rr

,....,11 =  base de V1.

Por el teorema anterior ( ) ( ){ }nufufB
rr

,...,12 =  es base de V2.

Es claro que  Card (B1) = Card (B2) ⇒ dim V1 = dim V2.

“⇐” Sea  { }nuuB
rr

,....,11 =  y  { }nvvB
rr

,....,12 =  bases de V1 y V2 respectivamente. El
teorema anterior nos dice que la única aplicación lineal  f: V1 → V2 tal que

( ) nvuf iii ,....,1:∀=r
 tiene que ser isomorfismo. Entonces V1 y V2 son isomorfos.

5.5. Dimensión de Subespacios y Espacios Cociente.

PROP Sea V un K-espacio vectorial, B base de V, W el subespacio vectorial
engendrado por un subconjunto B´ de B con B´ ≠ B. Entonces el conjunto B – B´ es
base de V/W.
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Dem.

Sea { }nuuB
rr

,....,1=  y, por ejemplo, { }suuB
rr

,...,´ 1=  con s < n.

Por hipótesis [ ]´BW =  y  { }ns uuBB
rr

,....,´ 1+=−

• Comprobemos que B – B´ es S. G. de V/W.

Sea [ ]v
r

 ∈ V/W. Como B es base de V ⇒  ∑
=

=
n

i
iiuv

1

rr λ

Por tanto [ ] [ ] [ ]∑ ∑
= +=

=⋅=
n

i

n

Si
iiii uuv

1 1

rrr λλ

ya que [ ] [ ] Sou ii ,...,1:∀= rr
 porque SWu ii ,...,1:∀∈r

• B – B´ es L. I.

Sea  [ ] [ ]∑ ∑
+= +=

∈⇒=
n

Si

n

Si
iiii Wuou

1 1

rrr λλ

Como B´ es base de W  ∑ ∑ ∑ ∑
+= = = +=

=−⇒=
n

Si

S

i

S

i

n

Si
iiiiiiii ouuuu

1 1 1 1

rrrrr λλλλ

Por ser B base de V, en particular son L. I. ⇒ λi = 0 ∀i: 1,…..,n

Entonces λi = 0  ∀i: S+1,….,n y B – B´ son L. I.

Por tanto B – B´ es base de V/W.

PROP Sea V un K-espacio vectorial de dimensión finita y W un subespacio vectorial
de V. Se verifica la relación

dim V =  dim W + dim V/W

Dem.

{ } { }
{ } WVW

VyoV
VVWSi

VW
VWyVo

VoWSi

dimdim,0dim

dimdim,0dim

==≅⇒=

==≅⇒=
r

rr

En caso contrario, sea { }suu
rr

,...,1  base de W y se puede extender a { }ns uuu
rrr

,...,,...,1

base de V.

Por la proposición anterior { }ns uu ,....,1+  es base de V/W y
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dim · V = n, dim W = S  dim V/W = n – S

verificándose la igualdad

dim V = dim W + dim V/W

COROLARIO Si U1 y U2 son subespacios de un K-espacio vectorial V, se satisface
la igualdad

dim (U1 + U2) + dim (U1∩U2) = dimU1 + dimU2

Dem.

Por el 3er teorema de isomorfía:

21

2

1

21
UU

U
U

UU
∩≅+

y podemos afirmar que 
21

2

1

21 dimdim UU
U

U
UU

∩=+

Aplicando la proposición anterior obtenemos

( ) ( )212121 dimdimdimdim UUUUUU ∩−=−+

de lo cual se deduce la igualdad a comprobar.

OBS Si la suma es directa ⇒ dim (U1 ⊕ U2) = dim U1 + dim U2

6. ESPACIOS VECTORIALES COMPLEMENTARIOS.

DEF Sea V un K-espacio vectorial y W un subespacio vectorial de V. Diremos que U
es un subespacio vectorial complementario de W si   V = W⊕U.

PROP Sea V un K-espacio vectorial de dimensión finita. Todo subespacio W de V
admite complementario.

Dem.

Denotemos por U el complementario de W.

Si { } VUoW =⇒= r

Si { }oUVW
r=⇒=

Supongamos que W es un subespacio no trivial.

Sea B una base de W (W es una dimensión finita al serlo V).
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∃B´ subconjunto de ´BB
V

∪  es base de V.

Veamos que U = [B´]

• ∑∑
∈∈

+=⇒⋅+⋅=∈∀
´

´ ´
Bv

v
Bv

v UWVvvuVu
rr

rrrr λλ

• ( ) ( ) { }oUWUWUWUW
r=∩⇒=+−+=∩ 0dimdimdimdim


