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TEMA 41

MOVIMIENTOS EN EL PLANO. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS.
APLICACION AL ESTUDIO DE LAS TESELACIONES DEL PLANO. FRISOS Y
MOSAICOS.

1. INTRODUCCION.

En este tema vamos a tratar un tipo particular de transformaciones en e plano:
aquellas que hacen corresponder a cada figura otra de igua forma y tamafio. Estas
transformaciones reciben el nombre de movimientos, y son aplicaciones biyectivas del
plano en si mismo.

De los axiomas de movimiento también podemos deducir que son transformaciones
biyectivas del plano que conservan la alineacion y € orden, y que transforman
segmentos y angulos en otros iguales.

Para definir un movimiento es suficiente determinar las imagenes de dos puntos del
plano e indicar la clase del movimiento (directo o inverso). De esta manera, cualquier
otro punto del plano tiene determinada de forma univoca su imagen. Recordemos que
una transformacion es directa si conserva la orientacion e inversa en caso contrario.

Los movimientos del plano que vamos a estudiar son las traslaciones, los giros y las
simetrias, y sus correspondientes composi Ciones.

2. CONCEPTOSBASICOS.

DEF Llamaremos Vector Fijo a u par ordenado de puntos A y B. El punto A recibe €
nombre de Origen y € punto B de Extremo.

Un vector fijo es equivalente a un segmento dotado de orden.

Como caracteristicas de los vectores vamos a definir la direccion, € sentido y €
maodulo.

DEF Diremos que dos vectores fijos (A,B) y (C,D) tienen la misma direccion s estén
situados sobre la misma recta 0 sobre rectas paralelas.

DEF Diremos que dos vectores (A,B) y (C,D) con la misma direccion tienen € mismo
sentido s se verifica una de las dos condiciones siguientes:

a) S los vectores estan situados en rectas paralelas y trazamos la recta que pasa por
Ay C (el origen de ambos vectores), los puntos extremos, B y D, estan en €
mismo semiplano.

b) Si los vectores estan situados en la misma recta, ambos tienen € mismo sentido
gue un tercer vector con la misma direccion y situado en otra recta paralela.

DEF Dos vectores fijos (A,B) y (C,D) tienen e mismo modulo s los segmentos que
definen son iguales.
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Si definimos el conjunto de los vectores fijos del plano, podemos definir sobre dicho
conjunto unarelacién de equivalencia de la siguiente manera:

DEF Sean (A,B) y (C,D) dos vectores cuaesquiera del conjunto de los vectores fijos
del plano. Diremos que dichos vectores estan relacionados s y solo s tienen la misma
direccion, sentido y modulo.

(A,B)~(CD) U (A,B)y (CD) tienenigua direccion, sentido y médulo.
PROP Larelacion anterior es de equivalencia (también [lamada de Equipolencia).

Dem.

Inmediata.

Larelaciéon de equivaencia, 0 equipolencia, que hemos definido sobre e conjunto
de los vectores fijos del plano nos define un conjunto de clases de equivalencia. Cada
clase de equivalencia recibe & nombre de vector libre, y se representa mediante una
letra en mindscula con una flecha sobre ella, en contraposicion con los vectores fijos,

gue se representan por sus dos letras (origen y extremo por ese orden) con una flecha
sobre ambas letras.

v=|AB|={XxY/ XY ~ AB

Los conjunto de los vectores libres del plano se representa por V.. Veamos algunas
propiedades de los vectores libres.

PROP S v es un vector libre y P un punto cualquiera del plano, existe un Unico
representante de v con origen en P.

Dem.
Sea AB un representante cualquierade v. Vamos a distinguir dos situaciones:

1) El punto P no pertenece a larecta que define el vector AB.

5 Trazamos por € punto P una
paralela a la recta AB y por B una
paraela a la recta AP. El punto de
interseccion, que llamaremos Q, es

A anico. Es trivial comprobar que por

construccion obtenemos PQ ~ AB.

El vector fijo que definen los puntos Py Q es € Unico representante de v que
tieneorigenen P

2) El punto P pertenece alarecta que define el vector AB.
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En este caso, elegimos un punto O no perteneciente a la recta AB. A continuacion
obtenemos el Unico representante de v que tiene origen en O aplicando € caso 1. Por
ultimo, obtenemos el representante de v que tiene origen en P aplicando €l caso 1 al

vector fijo conseguido en el paso anterior.

Veamos ahora diferentes operaciones que podemos definir sobre el conjunto de

vectores libres del plano.

DEF Sean oy v vectores libres. Definimos la suma de ambos vectores como

a+v =|0B|

sendo O un punto cualquiera del plano, OA un representante de u y AB un

representante de v .

PROP La definicion dada de suma de vectores no depende del punto O elegido.

Dem.

Sea O’ otro punto cualquiera del plano.
Los puntos OAA’O’ forman un
paralelogramo, al igual que los puntos
ABB’A’. Entonces los puntos OBB' O’
también forman un paraeogramo,
deduciéndose que OB~O'B'. Por
tanto, la suma no depende del punto O
elegido.

PROP La operacion suma de vectores libres verifica las siguientes propiedades:

1) Conmutativa.

2) Asociativa

3) Elemento Neutro.
4) Elemento Opuesto.

Dem.

1) y 2) son inmediatas.

3) Llamaremos 0 a neutro de la suma siendo O :lAAJ Es fécil comprobar con esa

definicion que es € neutro.
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4) Dado un vector u:[ABJ definimos su opuesto como - U :[BAJ También es
inmediato comprobar que esa definicién verifica la propiedad de ser el emento opuesto.

Conclusion. El conjunto V-, con la operacion de suma definida tiene estructura de grupo
abeliano. (V,, +) Grupo Abeliano.

DEF Dado un vector u:[AB] definimos su producto por un escalar al R, y se
representa por au, como aquel vector libre que verifica

1) Ladireccion de los vectores fijos que componen la clase au es la misma que la de
los vectores O.

2) El sentido de los vectores fijos que componen la clase au esel mismo s a>0 y
contrario si a<0.

3) El modulo de cualquier vector fijo que representa la clase au es YaY2multiplicado
por e modulo del vector a, |AB|.

PROP La operacion de producto de un vector por un escaar verifica las siguientes
propiedades:

1) Distributiva respecto de los vectores:  a(u +v)=au +av
2) Distributiva respecto de los escalares:  (a + b)u =au + bu

3) Pseudoasociativa: a(ba)=(ab)u
4) Elemento Unidad: lu=u
Dem.

L as demostraciones son inmediatas y no corresponden al objetivo del tema.

Conclusion: El conjunto de los vectores del plano, V», con las operaciones interna y
externa definidas tiene estructura de espacio vectorial. (V2,+,") €s un espacio vectorial.

3. MOVIMIENTOSEN EL PLANO.

3.1. Traslaciones.

DEF Sea u un vector cualquiera de \,. Llamaremos traslacion de vector u a la
aplicacion
T,:E,® E,
A A
del conjunto de los puntos del plano en si mismo que transforma cualquier punto A en
otro A’ verificandose que AA'=u

En general, e vector ul 0y por tanto A y A’ serén puntos diferentes. En el caso de

que e vector fuese nulo, A=A’ para todo punto del plano, y la aplicaciéon seria la
identidad.
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Podemos definir el conjunto de las traslaciones de vectores del plano como:
T ={T, /ul V,}
PROP Las traslaciones son transformaciones biunivocas del plano en si mismo.
Dem.
Trivia

PROP Las traslaciones conservan las distancias y transforman rectas paralelas en rectas
paraelas.

Dem.
- Conservan las distancias.

Sean A y B dos puntos cuaesguiera del plano y A’ y B’ sus imégenes por la
aplicacion T, . Entonces se verificaque AA=uy BB'=u.

B A partir de la figura podemos
deducir que:

AB=AB'- BB'=AB'- U0
AB'=AB'- AA=AB'- U

Por tanto AB~ A B'

A

Y obtenemos que el modulo de ambos es e mismo. O lo que es lo mismo, la distancia
de A aB se mantiene por la aplicacion.

- Transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

Partiendo de lo obtenido anteriormente, los puntos ABB’A’ determinan un
paralelogramo pues AB~ A B'y AA=BB'.

Por tanto también transforma rectas paraelas en rectas paralelas (y conserva los
angulos).

PROP Unatraslacion de vector no nulo no tiene puntos invariantes.
Dem.

Inmediata.
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En e conjunto T de las traslaciones de vectores a8l plano, podemos definir una
operacion interna, llamada composicién o producto, de la siguiente forma:

DEF SeanT,,T,1 T.Llamaremoscomposicion o productode T, y T, ala traslacion
definidapor (T, o T, J(A) =T, (T, (A)).

Comprobemos que la definicion es consistente y que la aplicacion obtenida como
composicién de traslaciones es una traslacion.

Si tenemos en cuenta que:
(T, o T )(A) =T, (T, (A) =T, (A) = A"
y que:
AA'=0+v

obtenemos que la composicion de las traslaciones T, y T, nos da como resultado otra
traslacion de vector suma de los anteriores T,

a+v
PROP La operacion de composicion de traslaciones verifica las siguientes propiedades:
1) Asociativa
2) Conmutativa.
3) Elemento Neutro.
4) Elemento Opuesto.
Dem.
La demostracion es inmediata ya que esas propiedades las verifica la suma de

vectores en V, y sblo hemos de tener en cuenta que la composicion de trasaciones se
reduce a la trasacion de la suma de los vectores asociados.

El elemento opuesto es T, y e elementoinversoes T, =T,

Conclusion: El conjunto T con la operacion de composicion definida tiene estructura de
grupo conmutativo. (T,o) Grupo Conmutativo.

PROP Los grupos (Va,+) y (T,°) son isomorfos.
Dem.
Basta comprobar que la aplicacién

f:Vo® T
definidacomo f (a) =T, esunisomorfismo, lo cua esinmediato.

3.2. Giros.

DEF Llamaremos giro de centro €l punto O y angulo a aunaaplicacion delplano en si
mismo que transforma cada punto A en otro A’ verificando las condiciones:
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1) Losvectores OA y OA’ tienen & mismo maédulo.

2) DAOA’ =a

La aplicacion se denota por Go a

PROP Los giros verifican las siguientes propiedades:

1) Conservan las distancias, es decir, son Isometrias
2) Transforman puntos alineados en puntos alineados.

Dem.

1

Sean A y B dos puntos del plano y
A’ y B’ sus imagenes por Ga Setrata
de comprobar que € maodulo de los
vectores AB y A’'B’ es & mismo,
manteniéndose asi |a distancia entre dos
puntos por medio del giro. Para €elo
necesitamos demostrar que los
tridngulos AOB y A’OB’ son
semejantes.

Lostriangulos AOB y A’OB’ tienen dos lados iguales y un angulo, que son

OA=0A’ OB=0B’

DBAOB =a-b =bA’OB’

Por tanto, € tercer lado también coincide y AB=A'B’, luego € maodulo de ambos
vectores es el mismo y la aplicacion Gp 5 conservalas distancias.

2)

£ ,

Sean A, B y C tres puntos alineados
dd plano y sean A’, By C sus
imégenes respecto del giro Go a.

Por el apartado anterior tenemos que

se consarvan las distancias entre los
puntos, por tanto

AC=AB+BC=AB'+BC'=AC'

De aqui obtenemos que s e punto B estd en & segmento que forman A y C,
entonces el punto B’ también esta en e segmento determinado por los puntos A’ y C'.
Asi pues transforma puntos alineados en puntos aineados.
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PROP Los giros transforman circunferencias en circunferencias del mismo radio.
Dem.

Sea Goa un giro de centro O y angulo a. Sea también una circunferencia de centro
el punto Cy radior.

La imagen de C sera un punto & 4(C)=C’ y teniendo en cuenta que conserva las
distancias, transforma una circunferencia en otra

Como consecuencia de estas propiedades podemos deducir que los giros son
transformaciones directas, ya que mantienen el sentido de los éangulos.

Podemos definir e conjunto de todos los giros de centro O como:
Go={ Goa/al R}

DEF En € conjunto Go definimos la operacion interna llamada composicién o
producto como:
Gop °Goa =Coan

La operacidn es interna, ya que dado un punto A cualquiera del plano tenemos que
al aplicarle la composicién, la primera aplicacion lo gira un angulo a y la segunda lo
giraun angulo b. Por tanto € resultado final ha sido un giro suma de angulos, que es
otra aplicacion que estéa en € conjunto Go.

PROP El conjunto Go con la operacion de composicion o producto verifica las
siguientes propiedades:

1) Conmutativa.
2) Asociativa

3) Elemento Neutro, Go ge.
4) Elemento Opuesto, dado Go 5 Su opuesto es Go -5.

Dem.
Inmediata.

Conclusion: El conjunto de todos los giros con € mismo centro con la operacion de
composicion o producto tiene estructura de grupo conmutativo. (GO ,o) Grupo

Conmutativo.

3.3. Simetrias.

3.3.1. Simetria Central.

DEF Dadaunarectar, consderemos una semirrecta suya con origen en € punto O.
Llamaremos Simetria Central de centro O a movimiento que transforma la semirrecta
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de origen en O en su semirrecta opuesta, y cada semiplano determinado por la
semirrecta en el semiplano opuesto.

Podemos dar como definicidn equivalente de simetria central la siguiente:

DEF2 Llamamos simetria central de centro O a una aplicacion del plano en si mismo
gue transforma cada punto A en otro A’ verificando que e segmento AA’ tiene como
punto medio a O

CARACTERISTICAS.

1) Las simetrias centrales son movimientos directos, ya que los semiplanos guedan
ambos a la derecha o alaizquierda de las semirrectas consideradas.

2) El punto O es € Unico punto invariante de la aplicacion, también llamado punto
doble.

A 3) S A es un punto cualquiera del

plano y A’ su imagen, se verifica

B que OA'=-0A. S B es otro punto

del plano, también se verifica que

OB'=-0OB y de agui deducimos
R O R que

B' AB'=0B'- OA'=-0OB+0OA=-AB

PROP Las Simetrias Centrales verifican las siguientes propiedades:

1) Las rectas que pasan por e centro de simetria se transforman en ellas mismas, es
decir, son invariantes.

2) Lasrectas que no pasan por €l centro de simetria se transforman en rectas paralelas.

3) Conservan las distancias y los angulos.

4) Son aplicaciones involutivas, lo cua significa que aplicadas dos veces se convierten
en la aplicacion unidad o identidad.

Dem.

La demostracion es inmediata sSin méas que tener en cuenta que una simetria central
de centro O es equivaente aun giro de centro O y angulo 180°.

En general, las smetrias centrales verifican las mismas propiedades que los giros, ya
gue son un caso especial de éstos.

3.3.2. Simetria Axial.

DEF Llamaremos Simetria Axial de ger a movimiento del plano que dgja invariante
una semirrecta OR situada en larecta r, cambiando los semiplanos que determina.
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Otra definicién alternativa de simetria axial podria ser la siguiente:

DEF2 Dadaunarectar, [lamaremos Simetria Axia de gjer ala aplicacion del plano en
si mismo que asocia a cada punto A del plano otro punto A’ tal que e segmento AA’
tiene como mediatriz alarectar.

PROP Las simetrias axiaes son transformaciones involutivas, es decir, aplicadas dos
veces se convierten en la aplicacion identidad.

PROP Los puntos que forman e €e de una simetria axial son invariantes por la
Simetria.

Dem.

Supongamos que no es cierto. Sea P un punto del ge r y P su imagen por la

simetria. Por la primera definicion, el segmento OP se transforma en OP’, siendo uno
parte del otro. Y eso es una contradiccién con los axiomas de movimiento.

PROP Todarecta perpendicular a ger de una simetria, se transforma en si misma.

Dem.

Dado un punto A no perteneciente a €e r de la simetria se transforma en A’
verificando que €l ge r es la mediatriz del segmento que determinan. Por tanto, la recta
gue contiene al segmento AA’ es perpendicular al ge (por definicion de mediatriz).
Luego todo punto de una recta perpendicular se transforma en otro punto de la propia
recta. Como conclusién obtenemos que las rectas perpendiculares a €je son invariantes.

PROP Toda simetria axial es una isometria, es decir, conserva las distancias.

Dem.

A Tenemos que demostrar que €l
modulo del vector AB coincide con €
del vector A’'B’. Para dlo

P B demostraremos que los tridngulos
rectinhgulos APB y A’QB’ son

M N r semegantes. Obtenemos los puntos P y
Q trazando pardelas ar por B y B’

Q B' respectivamente, y estén situados en la
recta que contiene alos puntosA 'y A’.

Al

Por definicién de simetria tenemos que AM=MA’, BN=NB’ y PM=MQ
Por la manera de obtener P tenemos que PM=BN y MQ=NB’.

Entonces AM =AP+PM = AP+ BN
MA’ =MQ+ QA’ =NB’ + QA’ =BN + QA’

11/24



Y deducimos que AP = QA’

Como B y B’ estéan en la misma recta perpendicular ar y Py Q también estan en
otra recta perpendicular a r, tenemos que los cuatro puntos BB'QP determinan un
paralelogramo, por lo que PB=QB"’.

Asi pues tenemos que ambos tridngulos tienen dos lados iguales y e angulo
rectangulo también, por tanto, aplicando un criterio de semejanza de triangul os tenemos
gue ambos triangulos son semejantes. De lo cua se deduce que € tercer lado de ambos
tridngul os también coincide, verificandose que

AB=A'B’
PROP Las Simetrias Axiales transforman puntos alineados en puntos alineados.

Dem.

Sear el giedesimetriay sean A, B y C tres puntos alineados, situados en e mismo
semiplano. Sus imégenes por la simetria son, respectivamente, A’, B’y C'.

Por la proposicion anterior se conservan las distancias, luego:

AB=A'B BC=B'C AC=AC

Y como AC=AB+BC=A'B'+B'C

Entonces A'C =A'B +BC
siendo B’ un punto interior del segmento A’C’. Por tanto A’, B’ y C' estan alineados.
COROLARIO Lassmetrias axiales transforman rectas en rectas.

COROLARIO Las simetrias axiales transforman circunferencias en circunferencias
del mismo radio.

PROP Las simetrias axiales transforman angulos en angulos iguales pero de sentido
contrario.

Dem.

Una semirrecta s con origen en un punto O del ge de simetria r se transforma en
otrasemirrecta s con € mismo origen, pues O es un punto invariante. EI ahgulo que
forma s con €l ger se transforma en €l que forma s con € propio ge, que son iguales
pero de sentido contrario, pues estén en distinto semiplano.

Conclusién: Las simetrias axiales son movimientos inversos.
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4. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS.

4.1. Producto de Simetria axial por Tradacion.

DEF Llamaremos Antitraslacion o Deslizamiento a todo movimiento que sea igual a
la composicion o producto de una simetria axial de e r por una traslacion paralela a
ger. El ger recibe & nombre de ge de la antitraslacion o gje del deslizamiento.

El g e de una antitraslacion o deslizamiento es la Unica recta invariante.

B
A / Dado un vector AB, su imagen por
la simetria axial es € vector A’B’ y
aplicando la tradacion de vector u nos
dae vector A’’B”’

Cuando la traslacion no es paralela a ge r de la simetria se obtiene también una
antitradlacion, pero de ger’ paraelo a ger. A partir de un vector AB se obtiene por la
simetria un vector A’B’ y aplicando la traslacion de vector u obtenemos A’'B’’.

Para halar & €e de smetria de la /'B
antitradacion r’, éste viene dado como A

mediatriz del segmento que une e punto

A’’ con € punto que se obtiene como

interseccion de una paralelaar que pasa e m oo

por Acon la perpendicular a r que pasa .
por A", A

4.2. Producto de Simetrias Axiales.

4.2.1. Ejesparalelos.

Sean dos simetrias axiales de gjesr y ' respectivamente. Dado un punto cualquiera
A, por la primera simetria obtenemos A’, y este punto tiene como imagen A’’ por la
segunda simetria.

Por tanto, laimagen de A por la composicion de las dos simetriases A’’, que estd en

la recta perpendicular a ambos gjes. Se verifica que AA"'=2u, donde u es € vector
determinado por dos puntos, uno de cada ge, contenidos en una perpendicular a los
mMismos.

Como esto sucede para todos los puntos, € producto de dos simetrias axiales de gjes
paraelos es una traslacion de vector 2-u.
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4.2.2. Ejesno Paralelos.

Sean dos simetrias axiales de ges r
y I' respectivamente y A un punto
cualquiera del plano. Como los dos ges
no son paralelos, se cortan en un punto
que llamaremos O y determinan un
angulo a.

Laimagen de A por lasimetriade ger es A’, y laimagen de este punto por la otra
simetriaes A’’. El &hgulo DPAOA’’ =2a, yaque € ger esla bisectriz de DAOCA’ y €
ger eslabisectrizdeBA’OA’’.

Luego la composicién de dos simetrias axiales de ges no paraelos equivale a un
giro de centro O y angulo 2a.

4.3. Producto de Giros.

Vamos a considerar la composicion
0 producto de giros de distinto centro,
ya que S tienen & mismo centro ya lo
hemos visto (como una operacién
interna en e conjunto de los giros de
centro O).

Sean los giros Goa Y Gop.
Supongamos que ambos angulos son
positivos.

Trazamos la recta que pasa por los puntos OO’ y lallamamos r. Como € primer giro
tiene amplitud a, trazamos una recta s que forma con la recta r un angulo a/2. Entonces
e giro Goa se puede descomponer como producto de dos simetrias de gesr y s

respectivamente; G,, =S, o S,

De forma andloga trazamos un ge s que forma con € e r un angulo b/2. Luego
GO,b = Ss‘ °© Sr

Entonces GO,b © Go,a = (Ss © Sr)O (Sr ° Ss) = Ss' © (Sr © Sr)O Ss = Ss‘ © Ss

Y como la composicién de las simetrias de ges sy S es un giro de centro C y
angulo a+b, tenemos que la composicion de dos giros de diferente centro es otro giro

con otro centro y angulo suma de los otros dos.
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4.4. Producto de Simetrias Centrales.

Al Sea la primera smetria central la
semirrecta con origen en O y la segunda
simetria central con origenen O'.

Se verifica:
OA'=-O0A & AK'= A+ A'A"= 208+ 2A°0' = 200
O'A'=-O A

Como laimagen de un punto por ambas simetrias no depende del punto elegido,
tenemos que & producto de dos simetrias centrales de centros O y O’ es una trasacion

de vector 200"

4.5. Producto de una Tradaciéon por un Giro.

Sea T, unatraslacion de vector u y
| Go,a UngirodecentroOy angulo a.

Sea r una recta perpendicular al
\ vector U que pasa por € centro de Giro
o' O. Sea s una recta paralela a r, que
2/2 o) verifica que mediante una traslacion de
vector u/2 setransformaenr. Sea s la
al2 S recta obtenida a partir der a aplicarle el
giro de centro O y angulo a/2.

Entonces podemos descomponer:

Entonces:  Gg, T, =(S,©S,)o(S ©S,)=S, S, =G,

Por tanto, la composicién de una traslacion con un giro es otro giro con € mismo
angulo que el anterior y distinto centro.

4.6. Producto de un Giro por una Tradsacion.

Sea Gpa un giro de centro O y angulo a y T, una traslacion de vector u.
Descomponemos € giro en producto de las smetrias S, y S, sendo r' una recta
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perpendicular al vector u por € punto

O. Descomponemos la traslacion como u
producto de las Smetrias S y S, cuya -
distancia eslamitad del vector u. /

Go,a = Sr' ° Sr O'
Tu = Srvv o Srv a/2

Sustituyendo: @)
r

Ty 0Go, =S, 0§ =Go,, al2

r r
1

I r.ll

El producto de ambas aplicaciones es un giro de centro O’ y angulo a.

Podemos observar que e producto de giros y trasaciones no es una operacion
conmutativa, ya que varia el centro de Giro.

5. MOVIMIENTOS.

DEF Llamaremos Movimiento a toda transformacion geométrica que se puede
descomponer en un numero finito de simetrias. Si e nimero de simetrias es par €
movimiento es directo y s esimpar diremos gque es inverso.

Ladefinicion tiene sentido pues acabamos de ver que las traslaciones y los giros se
pueden expresar como producto de dos simetrias axiales. Por tanto, las traslacionesy los
giros son movimientos directos. Iguamente, una simetria central es también un
movimiento directo, pues se puede interpretar como un giro de angulo p.

PROP Todo movimiento directo puede reducirse a un producto de una traslacién por un
giro.
Dem.

Sean dos tridngulos ABC y A’B’C’ dos triangulos homdlogos en € movimiento.
Una traslacion de vector AA’ transforma €l tridngulo ABC en e triangulo A’B’C’’. Si

ahora aplicamos un giro de centro € punto A’ y dngulo a (siendo a e angulo formado
por loslados A’B’’ y A’B’) transformamos el trianguio A’'B'C"” en A’B’'C'.

Si e movimiento fuese inverso, tendriamos que afiadir a la tradacion y a giro una
simetriaaxial de e A’B’.

OBS Ladescomposicion anterior no es Unica ya que podemos encontrar otras con una
reduccion mayor.

TEOREMA. Teoremade Chasles.
Sean A y B dos puntos del planoy A’ y B’ sus imagenes por un movimiento.
1) S losvectores AB y A’B’ no son equipolentes y tienen distinta direccion pero igual

modulo, e movimiento puede reducirse a un giro.
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2) Si tienen la misma direccion y modulo, pero no son equipolentes, se reduce a una

simetria central.

3) Si son equipolentes, se reduce a una trasacion.

Dem.

B Las mediatrices de los segmentos
AB y A’B’ se cortan en un cierto punto
O, que sera invariante por la aplicacion
y centro de un giro de amplitud
DAOA'.

B En este caso los dos segmentos
determinan univocamente una simetria
centra que tendra de centro € punto
medio de AA’ 0 de BB'.

B En este caso, la aplicacién que
\\\\_“ transforma uno en otro es una traslacion
TN~ de vector AA’.
g
——
—
—=~ A‘

Como conclusién atodo lo que hemos visto, podemos resumir que:

Todo movimiento directo se puede reducir a una composicion de un nimero par de
simetrias axiales, que podemos limitar a dos.

Todo movimiento inverso se puede reducir a una composicion de un ndmero impar
de simetrias axiales, que podemos limitar atres.

Las simetrias axidles son las transformaciones elementales del grupo de los
movimientos.

Un movimiento sin puntos dobles es una traslacion o una composicién de traslacion
y simetria axial (dependiendo que que existan dos o mas rectas invariantes o solo
una).

Un movimiento con tres puntos invariantes no alineados es la identidad.

Un movimiento (excluyendo la identidad) con a menos dos puntos invariantes es
unasimetria axial.
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Un movimiento con un Unico punto invariante es un giro o rotacion.

6. TESELACIONESDEL PLANO.

DEF Llamamos Teselacion del plano a una o varias figuras planas que a repetirse con
regularidad pueden llenar el plano.

L os movimientos que se pueden aplicar alafigurao figuras del plano son:

1) Simetrias axiales.

2) Tradlaciones.

3) Giros.

4) Antitraslaciones o Deslizamientos.

Las aplicaciones de las teselaciones nos las podemos encontrar en los frisos y
MOSal CosS.

6.1. Frisos.

Los frisos son también conocidos con € nombre de cenefas y son figuras donde el
autor utiliza su ingenio geométrico para crear belleza por medio de la repeticion.
Podemos afirmar que los primeros frisos fueron las hileras de dolmenes prehistéricos,
luego los podemos encontrar en las decoraciones de los templos egipcios y griegos, en
las decoraciones textiles romanas, etc. En Espafia |os podemos encontrar en su maximo
esplendor en la edificacion musulmana de la Alhambra (Granada).

DEF Seaunaciertafigura Fy sea S(F) e grupo de simetria de F (S(F)=conjunto de
isometrias que dgjan invariante F). Diremos que F es un Friso s verifica las dos
condiciones siguientes:

1) Existe una recta r (que puede estar o no dibujada) que indica la accion y
desarrollo del friso y que permanece invariante por todas las isometrias de S(F).

2) Existe unatraslacion T, de vector no nulo y paralelo ar que verifica que dada

cualquier otra trasacion T, que dga invariante € friso, €l vector v es un
multiplo entero de U.

6.1.1. TiposdeMovimientosen los Frisos.
a) Simetrias Axiales en Frisos.

Nos podemos encontrar una simetria axial respecto de larectar, S;, y otra sSimetrias
Sy, siendo r’ una recta perpendicular a r. También es posible tener mas simetrias Sy,
siendo '’ rectas paralelaar’ y situadas a una distancia mitad del vector u o multiplos

enterosde U.

b) Girosen Frisos.
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Son posibles todos los giros de centro un punto O situado en la recta r y angulo
180°.. Puede existir mas de un giro, pero todos debes de verificar que sus centros se
obtienen como traslacion de vector multiplo entero de u de uno cualquiera de ellos.

c) Antitraslaciones en Frisos.

Las Unicas antitraslaciones posibles son las que se obtienen de multiplicar la

-na

: L . . 1
smetriaaxia de ger, S, con trasaciones de vector Enu, T,
1

6.1.2. Clasificacion de Frisos.

La clasificacion la vamos a redlizar en funcion de los movimientos que se efectlien
parala obtencién del Friso.

a) Tradacion.

Disponemos de una figura que desplazamos a la derecha por medio de una
traslacion de vector U.

=

L
S O

b) Tradaciony simetriaaxia de ge paralelo a vector de latraslacion.

A partir de una figura obtenemos €l friso por medio de una traslacion de vector u y
sus multiplos enteros y luego aplicamos una simetria axial. respecto de un determinado
gepadeoauu.

E‘FFFFF
A A A

c) Simetriaaxial y trasacion de vector perpendicular al ge de la simetria.

Dada una figura, realizamos una simetria de ge r y luego sucesivas trasaciones de
vector u perpendicular a ee de simetria. Aparecen asi infinitas simetrias obtenidas por

traslacion del gjer segin multiplos enteros de u.

@
A A A A A

d) Tradaciony antitrasacion.
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Dada una determinada figura, se redliza una tradacion T, y una antitraslacion de

a

Vector c—
€

+n+U
€2 g

+n% yger, T, , °S.
4] 'C

€) Girode 180° y tradacion.

Dada una figura, realizamos un giro de centro C situado en una recta r y 180°. A
continuacion aplicamos traslaciones de vector multiplos de u, siendo éste paralelo ala

rectar.

UYL, ¥ v 1Y

| —|—————————

TMATA A A A

f) Simetria Axia, Giro de 180° y Tradlacion.

Se basa en € friso anterior, a que le afladimos una simetria axial de ger.

vivvvvy

— = o

AT A A 4

g Giro, Antitradlacion y Tradacion.

Aplicando estos movimientos surgen simetrias axiales respecto de ges verticales,
pero no aparece lasimetriaaxia de e paraelo a vector u de latradacion.

A
AN A hd kA

6.2. M 0saicos.

Los Mosaicos aparecen a intentar recubrir e plano de forma que no queden
agujeros ni se produzcan solapamientos. A lo largo de la historia se han utilizado unos
pocos disefios geométricos basicos. Se piensa que en € vigo Egipto ya conocian de la
existencia de 17 formas de recubrir e plano mediante mosaicos periodicos, y en la
Alhambra de Granada existe una representacion de 17 modelos.

Fue € cristalografo ruso Fedorov quien demostrd en 1981 que sélo hay 17
estructuras basicas en mosaicos periédicos.
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6.2.1. Tiposde M osaicos.
a) Mosaicos Regulares.

DEF Son aquellos formados por baldosas iguales con forma de poligono regular. Los
casos que nos podemos encontrar son baldosas con forma de:

Tridngulos equilateros.
Cuadrados.
Hexagonos regulares.

Para que estas baldosas recubran completamente e plano, basta con que verifiquen
lasiguiente propiedad: S giramos el poligono regular con centro en uno de sus vértices
y angulo igual al angulo interior del poligono, al cabo de un nimero finito de giros, n,
alcanzamos la posicion inicial, siendo el producto de n por e angulo de giro igual a
360°.

Otra forma de obtener mosaicos es desplazando unas filas con respecto a otras,
siempre que se pueda.

|
LITTT1

También podemos obtener otros mosaicos sin que verifiquen la propiedad anterior.
Basta con que estén formados por paralelogramos y tridngulos isdsceles con una cierta
equiangularidad o equilateralidad. Son, por g emplo:
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b) Poligonos Cuasirregulares.

DEF Diremos gque un poligono es Cuasirregular si estéa formado con baldosas iguales
y los poligonos que se forman a unir los puntos medios de sus lados 0 unir sus centros
determinan nuevos poligonos regulares.

Como gjemplo de obtencién uniendo sus puntos medios tenemos:

§
i

-
-~

8
:
%

88

DEF Diremos que un mosaico es semirregular S esta compuesto por dos o mas tipos
de poligonos regulares en los que existe un Unico tipo de poligono regular obtenido a
unir sus puntos medios.

C) Mosaicos Semirregulares.
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DEF Diremos que un mosaico es semirregular s estéd compuesto por dos o més tipos
de poligonos regulares en los que su distribucion arededor de cualquier vértice del
mosaico es siempre la misma.

L os ocho mosaicos semirregulares que existen son:

d) Mosaicos Pararregulares.

Son mosai cos formados por poligonos no regulares.
€) Mosaicos de Escher.

El matematico holandés Maurits Escher, conocido por sus configuraciones
imposibles, también intervino en el proceso de construccion de mosaidos. A partir de

una cierta loseta bésica, realizaba modificaciones pero manteniendo € area de la misma.
Un gemplo es € siguiente mosaico, en e que utiliza figuras de animales:
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