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TEMA 25

LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD. TEOREMA
DE BOLZANO.

1. INTRODUCCION.

Entre todos los conceptos con los que nos podemos encontrar en e calculo
infinitesimal, el méas importante es el de limite. A partir de é podemos definir otros
conceptos como son el de continuidad, derivabilidad, integrabilidad, etc.

Informalmente, podemos decir que la funcién f tiende hacia el limite | cercade a, s
se puede conseguir que f(x) esté tan cerca como queramos de | tomando X
suficientemente cercade a, pero siendo distinto en a.

Esta primera aproximacion al concepto de limite nonos resulta Gtil debido a su falta
de precision. Por eso, daremos mas adelante otra que nos permita utilizarla en las
demostraciones de |os teoremas.

Otro concepto importante es el de continuidad, s bien, tardé en aparecer debido a
gue cuando comenzd a desarrollarse € célculo, casi todas las funciones eran continuas.
Por tanto, no era necesario definir la continuidad.

Poco a poco comenzaron a surgir en Fisica, Quimica y otras ramas del saber
funciones discontinuas.

Una definicidn de continuidad, expresada solamente a partir de las propiedades de
los nimeros reales, fue formulada por primeravez en 1821 por Cauchy.

2. LIMITES DE FUNCIONES.

2.1. Limite de una funcién en un punto.

Para formaizar la definicion de limite vista en la introduccion, tenemos que
concretar las expresiones “tan cerca como queramos’ o “suficientemente cerca’. El
concepto de distancia entre nimeros reales nos lo da € valor absoluto. El valor absoluto
de la diferencia entre dos nimeros reales nos indica e grado de aproximacion entre los
mismos.

Asi pues, podemos definir € limite de una funcion en un punto como sigue.

DEF SeaAl Runintervalo, al Ayf: A ® R. Diremos que e limite de f(x) cuando x
tiendea a esL, y serepresenta por L('!jmf(x) =L,d

"e>0 $d>0/0<|x- d<dp [f(x)- L<e

OBS Quex tiendea a se traduce en que x se puede hacer tan préximo a n° a como
gueramos, pero nuncaigual.
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OBS Que |f(x)- L|<e eslomismoque f(x)T (L-eL+e)yque 0<|x-ad<d
esequivalenteaque x1 (a- d,a+d) yx? a

Ejemplos.
1) Dadalafuncién f(x) = 3x + 5, comprobemos que

lim f(x)=8

X®1

"e>0 $d>0 |3x+5-8<e § [|x-1d

Bx+5-8=[3x-3=3Kk-1<3d =e b dzg P limf(x)=8

2) Dada la funcion f(x) = E(x) (parte entera de x) comprobemos que en X=2 no tiene
[imite.

Demostracion andloga

En la definicion de limite hemos supuesto que A era un intervalo y que x podia
Ilegar atomar e valor de a. Podemos dar una definicién mas general suponiendo que A
es un subconjunto, no necesariamente un intervalo, y que a es un punto de acumulacién
de dicho subconjunto.

DEF Sea Al R un subconjunto, a un punto de acumulacion de Ay f: A ® R una
funcion. Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a a es L, y se representa por
Ii(gn f(x)=L,si

"e>0 $d>0/0<|x- d<db |f(x)- L|<e

OBS S f(x) esta definida en todos los puntos del subconjunto Al R menos en un
numero finito de ellos, y a es uno de esos puntos, significa que f(a) no existe. Pero eso
no implica que Ii(gn f(X) novayaaexidtir.

2.2. Limites L aterales.

Vamos a suponer quef: A ® R esunafuncion, con Al R un subconjunto y al R un
punto de acumulacién de A.

DEF Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a a por a izquierdaes L,y se
representapor lim f(x) =L, si
x® a

"e>0 $d>0/a<x<a+db |[f(x)- L|<e
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PROP Limf(x) =L U L@!mf(x)zLimf(x):L

X® a’
Dem.

[P] "e>0 $d>0/ [3x-akd P [f(x)-L|<e
"e>0 $d>0/a<x<a+d b [f(x-U<e b lim () =L

1

|
b

-T'-"e>0 $d>0/a- a<x<a b |[f(x-U<e b lim (x) =L

p lim f(x)=lim f(x) =L
X® a X® a’

S limf(y=L P "e>0 $d'>0/a<x<a+d b |f(0)-L<e

S limf(y=L P "e>0 $d'>0/a-d'<x<a b [f(x-<e

x® a

b Sitomamos d=min{d',d"} b
P "e>0 $d>0/[x-d<a P [f(¥-|<e P Imf(x=L

Ejemplo.

Dada la funcién f(x) = E(x) cacular los limites |aterales paraz = z.
Demostracion andloga

2.3. LimitesInfinitosy Limitesen € I nfinito.

De nuevo, sea Al R un subconjunto y al R un punto de acumulacion de A. Veamos
lo limites infinitos.

DEF Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a a es +¥ , y se representa por
Iiénf(x) =+¥ s
"K>0 $d>0/0<|x- al<dp f(x)>K

A partir de estas dos definiciones y teniendo en cuenta las vistas para limites
laterales, podemos mezclarlas obteniendo cuatro nuevas, que serian desglosar cada una
de las dos anteriores en sus laterales. Por gjemplo.

DEF Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a a por d izquierdaes +¥ ,y se
representapor |im f(x)=+¥,si
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"K>0 $d>0/a-d<x<ab f(x)>K

Andlogamente para lim f(x) = +¥,
x® a
Ejemplo.

1) Comprobar que i gfi = +¥

(x-1f

"K>0 $d>0/0<|x-]4<d
1 1
>K b x-1? <=
(x-1)° (-1 K

lim f(x)

x® a

b

¥y lim f(x)=-¥.

>
(x-1)°

1
p (x-1)<+\/; P

N Y
p 0<|X-1|<+\/; [5) d_+\/;

2) Comprobar que Iim1 no existe
x®0 X

Iim_lz-¥-$ .
®0 X y P $Iigg—
lim = = +¥1 o X
x® 0" X b

b

x® a*

. 1
legg—(x_ 1)2 =+¥

Para definir los limites en € infinito, es necesario que & subconjunto Al R cumpla

lim f(x)=L

X® +¥

"e>0 $H>0/"x>HPb |f(x)- L<e

Ejemplo.

1) Comprobar que lim x+1 =1
X® +¥ X

521

alguna condicién, como es e no estar acotado superiormente o inferiormente, segun
corresponda.

DEF Sea f: A ® R una funcion con A R subconjunto no acotado superiormente.
Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a +¥ es L, S se representa por

OBS Enloslimites en € infinito no tiere sentido hablar de limites laterales.



"e>0 $H >0/"x>H P

b X+1 o _
X
Una vez vistos los limites infinitos y los limites en € infinito, podemos juntarlos
obteniendo limites infinitos en € infinito. Su representacion seria:

X_+1-j~<e b
X

1 X+1

X+1- x 1{<e b x>X p |H=2|p 1imX*t=
X

X

e e @+ X

1) lim f(x) = +¥
2) lim f(x)=+¥
3) lim f(x)=-¥
4) lim f(x)=-¥

Sus definiciones se obtienen a partir de las definiciones de cada uno de ellos.

2.4. Definicion de L imite mediante entor nos.

Vamos a caracterizar 1os limites mediante entornos. Recordemos las definiciones de
entornos

1) E(a,d)={x1 R/a- d<x<a+d}
2) E*(a,d)=E(a,d)- {a}

El primero es e entorno de centro a y radio d y es equivalente a intervalo
(a- d,a+d), que también se escribe como |x - & <d-

El segundo es e mismo, pero sin incluir €l punto central a. Recibe € nombre de
entorno reducido de centro ay radior.

Con estas consideraciones, podemos dar |a siguiente definicion.

DEF SeaAl R un subconjunto, d R un punto de acumulacion de Ay f: A ® R una
funcidn. Diremos que € limite de f(x) cuando x tiende a a es L, y se representa por

limf(x)=L, si

X® a
"e>0 $d>0/"x1 E*(a,d)CAP f(x)T E(L,€
S ademas, denotamos como

E(+¥,r)={x] R/x>r1}
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E(-¥,r)={x1 R/x<-r}

alas semirectas (r,+¥) y (- ¥,-r) respectivamente, la definicién nos sirve también
paralos limites infinitos, limites en € infinito 0 ambos.

2.5. Propiedades deloslimites.

2.5.1. Acotacion.

PROP S lim f(x) =L, con L finito, lafuncién f(x) esta acotada cuando x tiende a a.

X® a

Dem.
"e>0 $d>0/|x-d<d b |[f(x-L<e P
p § xi(a-da+d) b f(x)71(L-eL+e) b f(x) estéacotada
La siguiente proposicion se conoce comunmente como Regla del Sandwich.
PROP S tres funciones f(x), g(x) y h(x) estan relacionadas entre si por la desigualdad
fovle f(x) £ g(X) £ h(x)

ysi lim f(x) =limh(x) = L, entonces limg(x)= L.

X® a
Dem.
imf(x)=L P "e>03$d>0/xl (a-d'a+d) P f(x)T (L-eL+e)

como

limh(x)=L P "e>0s3d">0/xl (a-d"a+d") P h() (L-eL+e)
s tomamos d =min{d',d’} ycomo f(X)£g(X)£h(x) b
b s xi(a-d,a+d) P g(x)i (L-eL+e b

b "e>0 $d>0/|x-a<d b [|9(X-L<e b limg(x) =L

PROP S f(x) no toma valores negativos cuando x tiende a a y existe Ii@gn f(x) =L

entonces L 3 0.

Dem.

L
SupongamosqueL<0 P Sitomamos e= % setiene que:
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"e>0 $d>0/|x-a<d d§ f(T (L-eL+e) P

b f(x)<0 "xi (a-d,a+d) b Contradicciéon b L3 0

PROP S dos funciones f y g verifican la desigualdad f(x) £ g(x) para valores de x que
tienden a a y existen lim f(x) y lim g(x) entonces lim f (x) £ lim g(x).
Dem.

Andoga

2.6. Definicion de limite mediante sucesiones.

PROP Sea Al R un subconjunto, d R un punto de acumulacién de Ay f: A ® R una

funcion.

im(x)=L0 { (x);,1 Acon limx,=ap limf(x,)=Lf

X® a

Dem.

E Dadax,con x 1 Ay xléqlxn = a, se trata de probar que Xl(érg f(x,)=L,es
decir, quedado e>0 $n,T N/|f(x,)- L|<e s n3ng
Paraese e>0 $d>0/f(B(ad))i B(L,e) pero b $n,1 N/x 1 B(a,d)
s n3n, encuyocaso f(x)I B(L,e) s n3n,
Dado e> 0 setratade demostrar que $d >0 tal que f(B(a,d))i B(L,e)

Supongamos que $d que buscamos que buscamos

Paracada d = = novale luego $x,/x,1 (a1/n) pero f(x,)i B(L,€).
n

Pero entonces lim f(x)=a vy f(x)I B(L,e) P
P I(Lnl f(x,)* L contradiccion
(yaque estamos admitiendoquesi x, ® a b f(x,)® L) P $d>0 buscado.

2.7. Criterio de Cauchy.

PROP Sea Al R un subconjunto d R un punto de acumulacion de Ay f: A ® R una

funcion.
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Existe Imf(x)0 "e>0 $d>0/x,x,1 E*(ad)p [f(x)- f(x)]<e

X® a

Dem.
Realizar como gercicio

2.8. Operaciones Aritméticas con L imites.

En este punto, y salvo que se diga lo contrario Al R es un subconjunto y a R es un
punto de acumulacién de A.

2.8.1. Limitedeunasuma.

PROP Sean : A® Ryg A ® R dosfunciones.
Si existen lim f(x)=L, y limg(x) =L, y sonfinitos entonces existe:
im(£(9+ ) = L + L
Dem.
Como " €>0 $d'>0/|x-a<d b |[f(x)- L|<e

y "e€>0 $d'>0/[x- a<d" P |g(x)-L,|<€
b s tomamos d = min{d',d"} entonces:
[FO)+9(X)- L - L|=[f()- L +g(x)- L] E]f(X - L|+|g(X)- L,|<e+e=2¢e=e
b "e>0 $d>0/[(f(0+9(x)- (L +L,)<e s [x-d<d b
b 1lim(f(x)+g(9)=L, +L,

PROP Sean f, g: A ® R dos funciones. Si existen lim f(x)=L, y limg(x)=L,. ¥

son finitos, entonces existe lim(f (x)- g(x))=L, - L,.

Dem.
Andloga ala anterior.

Si aguno de los dos limites fuese infinito tenemos
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PROP Sean f,g: A ® R dosfunciones. Si existen limf(x)=L, y limg(x)=+¥ con
L1 finito, entonces existe lim(f (x)+ g(x))=+¥.
Dem.
Realizar como gjercicio
De forma analoga se podria demostrar que:
1) Li=+¥ y Lyfintob Li+Ly=+¥
2) Lifinitoy Loy=-¥ P Li+Ly=-¥
3) Li=-¥ y Lyfinitob Li+L,=+¥
4) Li=+¥ ylo=+¥ b Li+Ly=+¥
5) Li=-¥ y Lb=-¥ b Li+Ly=-¥

En e caso de que ambos limites sean infinitos y de signo contrario no podemos
garantizar la existencia de la suma.

Iguamente se haria para la resta.

2.8.2. Limitedeun producto.

PROP Seanf,g: A ® R dosfunciones. Si existen lim f(x)=L, y limg(x)=L, y son
finitos. Entonces existe lim(f (x)>g(x)) = L, L,

Dem.

Como " €>0 $d'>0/|x-al<d Pp fXI (L, -¢€,L +¢€)

y "€>0 $d'>0/[x-d<d" p g (L,-e€,L,+€)
1F()9(¥) - LL,|=]f()g(x) - Lig(¥) +L,9(x) - LL,|=...
(- LA + L, (900 - L) E|F M) - Ljg)|+|L]la(¥) - L,| £...
..£ efL, +e)+|Lje=e s tomamos d =min{d',d"}

P "e>0 $d>0/|f(x.0x)- LL,|<e s |x-d<d.
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PROP Seanf, g: A ® R dosfunciones. Si existen Iig1 f(x)=L,2 0y Ii®m g(x)=+¥ y
L1 finito, entonces existe lim(f(x)-g(x))=+¥ si Li>06 lim(f(x}g(x))=-¥ siL1>0
Dem.
Andoga.

Andogamente se podria demostrar el resto de combinaciones paral; y L, menos las
siguientes; que son indeterminadas:

1) Li=0y Ly=+¥
2) Li=0y Li1=-¥
3) Li=+¥ y L,=0
4) Li=-¥ y Lb,=0
OBS S a=0hay que usar limites laterales.

2.8.3. Limitedeun cociente.

PROP Seag: A ® R una funcién. Si existe limg(x) =L y esno nulo, entonces existe

x®a g(x) L
Dem.

Realizar como gercicio.
PROP Seenf, g: A ® R dos funciones. Si existe limf(x)=L, y limg(x)=L, con

Lo O entonces existe “m;]j(% = %

X® a

Dem.
Realizar como gercicio.

L as Unicas indeterminaciones que nos encontramos es que ambos limites sean nulos
0 ambos sean infinitos (independientemente del signo).

OBS S a=0 hay que usar limites laterales.

2.9. Infinitésimos.

DEF Llamaremos ala funcién f(x) infinitésimo cuando x tiendea a s lim f(x)=0.

X® a
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PROP la suma agebraica de un nimero de infinitésimos es un infinitésimo. Cuando x
tiendea a.

Dem.
Utilizando las propiedades anteriores

PROP El producto de un infinitésmo por una funcion acotada es un infinitésimo
cuando x tiende a a.

Dem.
Utilizando las propiedades anteriores

COROLARIO El producto de dos infinitésimos es otro infinitésimo cuando x tiende
aa.

PROP Si I(x) es un infinitésimo cuando x tiende a a, entonces lim I (1) -
x®a | (X

Dem.
Inmediata.

PROP Si I(x) esun infinitésmo cuando x tiendea a yf: A ® R es otra funcion con

I (X)

Ixigg f(x)=L conL finitoy no nulo, entonces m esun infinitéssimo cuando x tiende
aa.

Dem.

Inmediata

3. CONTINUIDAD Y DISCONTINUIDAD.

3.1. Continuidad de una funcion en un punto.

De forma intuitiva, podemos definir el concepto de continuidad de una funcion en
un punto s a representarse la grafica, en un entorno del punto no se levanta e boligrafo
de la hoja. Es decir, diremos que f(x) es continua en x 0 as para todo punto préximo a
X = a, € valor de lafuncién es proximo af(a).

V eamos ahora una definicion mas forma.

DEF SeaAl R unsubconjuntoy al R un punto de acumulacion de A. Seaf: A ® R
una funcién. Diremos gque f(X) es continuaen x = as

1) $f(a)
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2) limf(x)

3) limf(x)=f(a)

X® a
También es posible dar la definicion basandose en la de limite.

DEF SeaAl R un subconjuntoy d R un punto de acumulacion de A. Seaf: A ® R
una funcién. Diremos que f(X) es continuaenx = as

"e>0 $d>0/|x- d<db |f(x)- f(a)<e
Y d igua que hicimos con la definicién de limite, podemos dar la definicidn
continuidad en términos de entornos. Esta definicion sirve cuando la funcion no solo es

real de variable real.

DEF SeaAl R un subconjuntoy d R un punto de acumulacion de A. Seaf: A ® R
una funcién. Diremos que f(x) es continuasi x = as

"e>0 $d>0/"xI ACE(ad)p f(x)T E(f(a)e)

3.2. Continuidad L ateral.

Supondremos Al R un subconjunto, al R un punto de acumulacion de Ay f: A ® R
una funcion.

DEF Diremos que f(x) es continua por laderechaenx = as
"e>0 $d>0/afx<a+db |f(x)- f(a)<e

DEF Diremos que f(x) es continua por laizquierdaen x = asd
"e>0 $d>0/a-d<x£fab |f(x)- f(a)<e

OBS Podemos observar que la definicion de continuidad lateral se basa en la de limite
lateral.

3.3. Continuidad en un Intervalo.

DEF Diremosquef: (a, b) ® R escontinuaen (a, b) I R s es continua en todo punto
del intervalo.

DEF Diremosquef: [a b] ® Rescontinuaen [a b]1 R s es continua en todo punto

Xl (a, b) y ademés es continua por laderechaenx =a y continua por la izquierdaen
X =Dh.
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3.4. Algebra de funciones Continuas.

PROP Sean f y g dos funciones continuas en x = d R. Entonces:
1) (f £g) escontinuaenx=a

2)f -gescontinuaenx =a

3)Sg@ropb r escontinuaenx = a.
g

Dem.

La demostracion es inmediata teniendo en cuenta que e limite de una suma,
diferencia, producto o cociente es la suma, diferencia, producto o cociente de los
limites. S6lo hay que especificar que e cociente de dos funciones continuas sera otra
funcidén continua, exceptuando |os puntos en los que e denominador sea nulo.

OBS Sabiendo que las funciones constantes son continuas y que f(x) = x también es
continua, podemos demostrar que todo polinomio es una funcién continua.

Es més, s llamamos funcién racional a r(x) obtenida como cociente de dos
polinomios p(x) y q(x), estara definidaen todo X R tal que g(x) * 0. Entonces r(x) sera
continua en todo su dominio de definicion.

Sea Al R un subconjunto. Sabemos que f seria continua en A s 10 es en todos sus
puntos. Llamamos C (A) a conjunto formado por todas las funciones continuas en A.

(C (A), +, ) tiene estructura de Anillo conmutativo con unidad, con la suma y
producto de funciones visto.

Su demostracion es inmediata.

También podemos indicar que (C (A), +, -r) es un R-espacio vectorial, siendo el
producto de un nimero rea por una funcion.

Como conclusion C (A) es un dgebra.

3.5. Composicion de funciones continuas.

PROP Sean A, B, CI R subconjuntos, f: A ® Byg:B® C funcionqsai A un punto
gue verifica que f es continua en X = ay que g es continua en x = f(a)l B. Entonces la
funcion f o g: A ® Cescontinuaenx =a

Dem.

Inmediata.
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3.6. Propiedadesy Teoremas Fundamentales.

Sea f(x) una funcién continua en x = ay f(@ * 0. Entonces existe d>0 tal que
x- d<dp f(x)-f(a)>0.

Dem.

Ha)

Supongamos f (a) >0 (andogos f(a)<0) P sea e= p

P Como f(x)escontinuaen x=a para e= f(2a) >0 $d>0/[x- g<d

b f(X)I (f(a)-ef(a)+e) b f(x)>f(a)- e=

% b f(x)f(@)>0

COROLARIO S f escontinua en x = ay toma vaores de signo contrario en todo
entorno de a, entonces f(a) = 0.

Dem.

Andoga
TEOREMA. Teorema de Acotacion.

1) Sea f(x) una funcién continua en x = a. Entonces f(x) esta acotada en un entorno
dea

2) Toda funcion f(x) continua en un intervalo cerrado [a, b] es acotada.

Dem.
1) Comof escontinuaenx=a b "e>0 $d>0/|x- al<d b
P |f(x)- f(a<e P (X1 (f(a)-ef(a)+e) b
b f(x) estdacotado "x1 (a- d,a+d)
2) Andloga
TEOREMA. Teorema de Bolzano.

Si f(X) escontinuaen [a, b] y f(a@ - f(b) < O entonces existe @ menos un punto
al (a b)tal quef(a) =0.

Dem.
Denotemos € intervalo [ab] por lp y lo dividimos en dos intervalos de igual

longitud. Si en & punto medio de lp (at+b)/2=a lafuncionvadecero b FIN
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S f(ap)t0 P  designamos por k a intervalo en € que la funcién toma en sus
extremos valores de signos opuestos. Hacemos o mismo que con b; s en & punto
mediodel; (3+b)/4=a;lafuncibnvadecero b FIN

Sf(a;))*0 b congruimosls .......

Repitiendo e procedimiento en el supuesto de que f no se anule en e punto central
tenemos dos posibilidades:

a) O bien en un nimero finito de pasos habremos encontrado un punto donde f se
anula'y entonces hemos acabado.

b) O bien, tendremos una sucesion de intervalos cerradosde la forma lp>11>12>... ...
y f toma valores de signo opuesto en los extremos de cada I,.

Si tomamos un punto X, de cada I,, obtendremos una sucesion de Cauchy gue tendra
un limite: llamémosleL talque LT I, "nT N (L= C 1, por ¢ teorema de encgje

de Cantor)
Veamoss f(L)=0

- Supongamos f(L)>0 b en todo entorno (L- e, L+e) la funcién tomaria
valores positivos, contradiccion (porque para n  suficientemente grande
|1 (L -elL +e) y f tomavalores de signo opuesto en los extremos de I,).

- Supongamos f(L)<O P  en todo entorno (L- e L+e) la funcion tomaria

valores negativos, contradiccion (porque para N’ suficientemente grande
|1 (L -elL +e) y f tomavalores de signo opuesto en los extremos de I ,).

P f(L)=0
TEOREMA. Teorema deWeier strass.

Si f(x) es continuaen [a, b], entonces existe a1, al [a, b] taes que f(a1) = Sup f(X)
y f(a2) = Inf f(x). Es decir, el conjunto {f(x) / Xi [a, b]} tiene méaximo y minimo.

Dem.
i) Lafuncion f es acotada, 1o que significa que f([a,b])=1m f es un conjunto de R.

Supongamos que f([ab]) no fueraacotado P
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$x, con |f(x)|>1 Iu
$x, oon |f(x2)|>2§/ $(x,), 1 [ab] con [f(x,)|>n paracada ni N
$x. con |f(xn)|>n'L
Como (Xn)n €s acotada posee una subsucesion convergente b (Xwk ® a
fcontinua P f(xwk ® f(@) peroentonces f(Xnk)k €S acotada
Tenemosque $M /|f (x,)|JEM pero n, <|f(x,)|EM  Contradiccion
i) f(ab])i R acotada b $aup{f(x);xI [ab}=b
$x,1[ab] con b-1n<f(x)Eb b lim f(x,)=b
(x,), esacotada b existe una subsucesion convergente aun punto a, 1 [a,b]

(x,) ® al [a,b] como fescontinua P f(x,)® f(&,)

como € limite es Unico f(@a)=Db

f(X)Eb=1f(a) P f acanzaunmaximo absolutoen a,.

Razonando and ogamente con € infimo de f[a,b], se prueba que:

$a,1 [ab] taque f(a,)=inf{f(x)/xl [ab]
TEOREMA. Teorema de los valores | nter medios.

Si f(x) es unafuncion continuaen [a, b] y KI R un nimero comprendido entre f(a) y
f(b). Entonces existe 8 menos un nimero 7 [a, b] tal que f(z) = K.

Dem.

Definimos g(x) = f(Xx) - K que es continua.

g(@=f(@)- K <0 u

P lafuncion se anula en agin punto (Bolzano
g(b)=f(b)- K >0 } Hne ula.en alglin punto (Bolzano)

$z1 [a,b]/ g(2) =0

g(20=f(2-K=0 b f(2)=K
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3.7. Discontinuidades.

Seaf: A® Runafunciony a A.

DEF Diremosquef presenta una discontinuidad evitable en x = asi existe lim f(x) y

X® a
no existe f(a).

OBS Recibe e nombre de discontinuidad evitable ya que se podria evitar s definimos
f () =lim f(x).

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad de salto finito en x = a S existen
lim (x) y lim f(x) y son finitos pero distintos.

x® a x® a

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad evitable en x = a s existen f(a) y
lim f(x) y son distintos.

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad inevitable de sdto finito s
Xl(i@m f(x)? Ii®rr1 f (X) y su diferenciaesfinita.

DEF Diremosquef presenta una discontinuidad inevitable de salto infinitoen x = a s
alguno de los limites laterales no existe o es infinito.

3.8. Continuidad de la Funcién | nver sa.

Recordatorio Sea f(x) una funcion continua y estrictamente creciente en € intervalo
[a,b]. Sabemos que si X [a,b] entonces f(x) toma cada valor “y” del intervalo [f(a),f(b)]
por lo menos una vez (teorema de los valores intermedios] y solo una vez (por ser
estrictamente creciente). Si f es biyectivaentre [ab] y [f(a),f(b)], entonces f* también lo
es. A f! selellama funcion inversa

PROP S f: [a, b ® R es continua y estrictamente creciente, entonces f es biyectiva
entre[a, b] y [f(d), f(b)].

Dem.

f escontinuaen [a, b], aplicando € teorema de Weierstrass, f alcanza un maximo
M, un minimo my todos los valores comprendidos entre ambos P f([a, b]) = [m, M].

Por ser f estrictamente creciente tenemos que
f@=m y f(b) =M
Entonces " X [a,b] $ y1 [f(@), f(b)] /f(x) =y

PROP S unafuncién y = f(X) es estrictamente creciente (decreciente) y continua en
[a, b], entonces f*(y) también es estrictamente creciente y continuaen [f(a), f(b)].
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Dem.

. 1 es estrictamente creciente.

Supongamos que f es estrictamente creciente.

Entoncesy” <y cony’,y”'T Dom f2.

Entonces $x’, X1 Domfta quef(x) =y y f(x")=y”

Como y'< y” y f es estrictamente creciente tenemos que X < x*’, ya que lo
contrario seria una contradiccion.

Entonces f* es estrictamente creciente.
- 1 es continua.
Seay,l (f(a), f(b) y e >0.
Seaf™ (yo) =Xo
f(% -€) =y
fo +€)=y”
Entonces fH () <x <f (Y )P x-e<fi(y)<x+eb
b fi(yo)-e<f(y)<f'(y)+e
Sead =min{yo—y", ¥ - Yo}

Entonces, sempreque |y - y,[<d b |f(y)- f(y,) <e

3.9. Continuidad Unifor me.

DEF Seaf:R® R unafuncionrea de variable redl.
Se dice que f(x) es uniformemente continua si:
"e>0 $d>0/|x- yj<d P |f(x)- f(y)|<e

NOTA Toda funcién uniformemente continua es continua. Pero e reciproco no es
cierto.

Teorema. Sea f:[ab]J® R una funcion continua en e compacto [ab] P f(x) es
uniformemente continua en [a,b].
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3.10. Asintotas. Ramas Infinitas.

El conjunto {(x, f(x) / xi Dom f} recibe & nombre de gréfica de f y se denota por
Graf (f).

DEF Diremos que un punto se alga infinitamente sobre una curva cuando su abscisa
0 su ordenada o ambas coordenadas crecen infinitamente. Podemos afirmar que el
punto recorre una rama infinita.

DEF S a recorrer un punto P una rama infinita, la recta OP tiende a una posicién
limite, entonces esarecta limite y sus paralelas definen una direccion asintota.

DEF Llamaremos a la recta r asintota de la curva Graf (f) s su direccién es una
direccién asintota de la curvay la distancia de un punto P a r tiende a Cero cuando P se
aega infinitamente.

DEF Llamaremos asintota horizontal de f(x) alarectay=K que verifica una de las dos
condiciones siguientes:

1) lim f(x)=K

2) lim f(x)=K
DEF Llamamos asintota vertical de f(x) a la recta x=a s se verifica aguna de las
condiciones siguientes:

1) xl(i@mf(x):-¥ 2) lim f(x)=-¥

x® a*

3) lim f(x) = +¥ 4) lim f(x)=+¥

x® a*

DEF Dada una funcion f(x) tal que en € infinito tiene limite infinito, diremos que
presenta una asintota de ecuacion y=mx+n s verifica una de las dos condiciones
siguientes.

- f(x) _ : _
1) im—Z=m0 vy lim (f(x)- mq=n
2) lim M=m1 0 vy lim (f(x)- mx)=n
®-¥ X X® - ¥
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