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1. INTRODUCCION.

Sea K[x] €l anillo de los polinomios en una indeterminada, sobre el cuerpo K. S
Pl K[x], P recibe el nombre de Polinomio.

Sabemos que " Pl K[x] con P=a + aX + &X? +....+ aX" existe una funcién
polinébmica
P :K®sendo" xI K P(x)=a +ax+a,x®+..+ax"
donde & polinomio P sustituimos la indeterminada X por la variable x.
Las funciones polinémicas se pueden sumar y multiplicar siguiendo las reglas:
1) (P* +Q*)(x) =P (x)+Q'(x) xI K
2 (PQJ =P Q

Dem.

Sea P=gaX' y Q=3 hX' (pudiendo ocurrir que a, =06 b, =0)

i=1l i=1

D (PrQf(=4(a+hh=Gax +40x =P () +Q (=[P +Q)) " K

=1 i=1 i=1

yak O § o 6
2) (PQ)(x)=a ¢a ab. ~x =4 ¢a ab x ==
K=0€1=0 a K=0€1=0 a
3 o 40 & i (229 0
=a5a ax b, x'F=caq ax %4 bx' =
K=0€1=0 g e€i=o j=0 [

=P (x)Q () =(PQ )X *xi K

Como vemos, no eslo mismo P o P(X) que es un elemento de K[x] que P'(x) que es
una funcién. En la préctica, llamaremos a P'(x) polinomio (en lugar de funcién
polinbmica) y lo denotaremos por P(x). Igualmente, cuando hablemos del valor del
polinomio en un punto, estamos queriendo decir e valor de la funcién polinémica en un
punto o elemento de K.

DEF Sea Pl K[x] con P =& + aX +.....+a,X". Llamaremos Polinomio derivada de
P al polinomio de PT K[x] definido por

P = a + 2&X +...+na X"t

DEF Sea Pi K[x]. Llamaremos Polinomio derivada m-esmaa P” = (P™?)
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OBS A partir de ladefinicion se puede ver que s Pl K[x] con grad(P) = n se verifica
P)=g-nl yque P"=0 "m>n

PROP Sean P, QI K[X], se verifica:
D (P+Q) =P +Q
(AP =IFP "ITK
3 (PQ =P Q+PQ
Dem.
Inmediata.
COROLARIO Sea Pi K[x]. (P") =mP™. P
Dem.
Inmediato. Se realiza por induccion.
TEOREMA. Férmula de Taylor.

Sea Pl K[x] con P=a + a&X +....+a.X", d K y K un cuerpo de caracteristica
cero. Se verifica laigualdad.

P"(a)

P=P(a)+ P'ﬁ"")(x- a)+L@(X- a) + ...+

(X-a)
Dem.
Sea V ={P1 K[x|/grad(P)£ n}.

Esinmediato ver que (V, +, - k) esun K-espacio vectorial, que dmV =n+ 1y que
B :{1,X, X2 X”} €s una base.

Seaa + a(X —a) +....+ &(X —a@* = 0 una combinacién lineal de B” del vector
nulo.

El coeficiente de X" del polinomio de laizquierda es a,, luego a, = 0. Queda
Bt+taX—-2a)+..ta(X—-a"=0.

Repitiendo lo anterior n veces obtenemosque g =0 " : 0,...,n.

Luego B" eshasede V.
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Entonces podemos escribir P como

P:én‘tq(x-a)i con b1 K "i:0,..,n

=0

Tomando ahora el valor de Py sus derivadas sucesivas en a K obtenemos
P(@) = bo
P@=b 1!
PY(@) = b, - n!

Y como K es de caracteristica0

P=pP(a)+ P'(a)(x - a)+..+ P”r)]!(a)(x - af

DEF Sea P K[x] no nulo. Un elemento al K sedicequeesraizdeP s P(a) = 0.
También se llama cero del polinomio.

PROP Sea Pl K[x],y d K
a esraizde PU X-aP
Dem.

“D”
Si aesraiz deP b P@=0

Si realizamos ladivision euclidea de P entre (X —a)

$C,RT K[x]/P=(X-a)C+R con grad(R) =0 b RI K
Como P@=R P R=0y X-aP

uUn
S X—-aP b P=(X-aQ con QI K[X

Trivialmente P(@) =0 P a esraiz de P.
DEF Sea HK[x], nRIN con R">0 y d K. Diremos que a es una raiz
multipledeorden R" de P, s P esdivisblepor (X —a" perono lo es por

x-am,

PROP Sea Car (K) =0, a K, Pl K[x] y ml N con m> 0.
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a esraiz deorden m deP U P@ =P @ =...=P" Y@ =0 yP"(@?1 0.
Dem.

Hp”
Como a esraizdeorden m de PP P=(X-a"-Q

Q@ ! 0 yaqueencasocontrario X —a/Q b (X —a)™*/Plo cua no en contra de
la hipétesis.

P=mX-a™ Q+X-a"Q =m(XX-a™ - Q+R; con Ry(&=0
P'=mm-1)(X-a™-Q+R® con Ry(a) =0

P™) =mm=1).....2(X —a)Q+ Rn1  con Rn.1(8) =0

PV =m:Q+Rn, con Rn@=0

YPY@=m Q!0 (yaque car(K)=0)

HU ”
La Formulade Taylor aplicadaa Pl K[x] enel punto al K

L _Pa)

(X-a)"+...+ P”;fa)(x - a)’

Esclaro que X—-a™P v P=(X-a™-Q con Q@0 b (X-a™ no
dividea P. P a esraizdeorden m de P.

2. ECUACIONESALGEBRAICAS. RAICES.

DEF Llamamos Ecuacion Algebraica de grado n a toda expresién delaforma
P(xX) = 0 donde P(x) es un polinomio de grado n (funcién polinémica) con
coeficientes reales. Los valores reales 0 complgos que sustituidos en x hacen que la
ecuacion algebraica sea una igualdad numérica las [lamamos raices o ceros de la
ecuacion. El proceso de célculo de las raices recibe é nombre de resolucion de la
ecuacion.

Podemos generalizar la definicidn anterior como sigue:

DEF Llamamos ecuacion a toda expresion de la forma f(x) = g(x) que, mediante
transformaciones algebraicas, se puede transformar en laforma P(x) = 0 siendo P(x) un
polinomio.

OBS A partir de la definicion de ecuacion algebraica podemos afirmar que las raices
(simples o multiples) del polinomio P(x) coinciden con las de la ecuacién P(x) = 0. Es
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por ello que hablamos de forma indistinta de raices o ceros de un polinomio P(x) y
raices o ceros de la ecuacion algebraica P(x) = 0.

En lo que queda de tema vamos a tratar de halar las raices de una ecuacion
algebraica

A lo largo de toda la historia del Algebra, entre otros, han existido dos problemas
muy importantes ligados entre si. Uno era demostrar la existencia de raices de una
ecuacion algebraica, y €l otro hallarlas por métodos algebraicos.

El primer problema lo solucion6 Gauss en 1799 demostrando € “Teorema
fundamental del Algebra: Toda ecuacién algebraica tiene a menos una solucién (real o

compleja)”. El teorema viene a decir que toda ecuacion algebraica de grado n tiene n
raices o Cceros.

El segundo problema lo resolvieron simultdneamente Niels Henrik Abel y Erariste
Galois demostrando que toda ecuacion algebraica de grado superior a 4 no eran, en
general, resolubles por métodos algebraicos.

2.1. Ecuaciones de Cardano-Vieta.

El teorema fundamental del dlgebra demostrado por Gauss nos dice que dado un
polinomio P(x) de grad (P) =n, P=a, + ayxx +...... +a,X", existen n raices, X, ...., %,
gue pueden ser reales 0 complgas, pudiendo entonces escribir e polinomio como

Patiendo de la expresion  P(x)=a,(x- x)...(x- x,) y multiplicando los

é n A $n 9 l‘:l
paréntesis P(x) = aﬂgx” - Q;aé X, 9x“+gé XX, X"+ (- 1)”x1x2xnﬂ
é €1 @ éijjzl B é

Como la expresion general de P(x) es P(x)=a, +ax+a,x*+...+ax"

|gualando ambos polinomios obtenemos

393
1
393

B o0
-
X

o

]

o
=

1

=

]

»—‘>< -

< i

% 1o . o
T = = =i

:PJ
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I
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- QJO:J
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Estas expresiones se conocen con el nombre de ecuaciones de Cardano-Vieta, y nos
dan una relacion entre coeficientes de un polinomio y sus raices.
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Las ecuaciones de Cardano-Vieta adolecen de un defecto: No sabemos s |as raices
gue se obtienen como solucién de ese sistema de ecuaciones son reales o complejas.

VVeamos un resultado que nos permitira aclarar un poco este problema.
PROP Sea P(x) =0 una ecuacién agebraica degrado n, con coeficientesreaes. Si
X;=a+ bi esunaraizcomplejadeorden p de P(x) = 0 entoncesa—bi estambién raiz
complegja de orden p de la misma ecuacion.

Dem.

Seguin e teorema de Gauss, € polinomio P(x) de grado n tiene x,..., %n raices
(reales o complgas), con Ki,....., Ki € indice de multiplicidad y é K. =n. Asi, P(x)
se puede escribir como:

P(x)=a,(x- x) " (x- x,) (X - x, )

Como P(x) tiene coeficientes redles (P(x)T R[x]) se verifica que P=P vy
P(x)=a,(x- %)™ {x- %)% x- %, )

Y como la descomposicion de P(x) es Unica, podemos tener dos situaciones
) x=Xxb xT R ylarazesred.

2 x =X i'j Ki=K,P X=X =x,P x y X son raices compleas
conjugadas de P(x) y con e mismo indice de multiplicidad.

Por tanto P(x) = O tiene raices readles y/o parejas de raices complejas conjugadas
con e mismo indice de multiplicidad.

Sededuce ques (x —(a+ bi))” esun factor de P(x), también lo serd (x — (a— bi))".
Multiplicando ambos queda ((x —a)? + b?)".

Por tanto, podemos afirmar que " P(x)T R[X], P(x) se puede descomponer como
producto de factores de primer grado y/o de segundo grado con coeficientes reales y
siendo su discriminante negativo.

Es lo mismo decir que los polinomios (X —a) y (aX? + bX +c) con b’ —4ac <0
son los unicos polinomios irreduciblesen R[x].

3. RESOLUCION DE ECUACIONES.

En este punto vamos a resolver por métodos algebraicos las ecuaciones algebraicas
degrado 1,2y 3.

3.1. Ecuacion de primer grado.

Una ecuacion de primer grado es de laforma
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ax+b=0

y trivialmente

oo

siendo Unica la solucion.

3.2. Ecuaciones de sequndo grado.

Una ecuacion de segundo grado es de laforma
ac+bx+c=0 (1)

Veamos como se resuelve:
Multiplicamos (1) por 4a: 488X + dabx + dac=0

Completamos los dos primeros sumandos para obtener un cuadrado perfecto,
sumando y restando b?

4a°x? +4abx +b* - b*> +4ac=0
(2ax +b)* =b? - 4ac
2ax+b:im
Zw:-bim

_-bx+lb? - dac

2a

X

Las dos raices serén redes s

b*- 4ac3® 0 y complejas conjugadas en caso
contrario.

_ , _ 2
S b%- 4ac< 0P x:—b+Lbi

2a 2a

3.3. Ecuacion de tercer grado.

Una ecuacion de tercer grado es de laforma:

ax® +bx?+cx+d =0
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Para simplificar las operaciones que vamos a redlizar, y puesto que siempre es
posible, vamos a considerar que el polinomio de tercer grado es normalizado, siendo la
ecuacion:

xX*+ax*+bx+c=0

Lo primero es cambiar X = X - % , pudiendo eliminar e término de segundo grado de

la ecuacion:

.3 .2 ..
S89 L a%- 29 4 p&- 2% c=0
G G
3g €& 3g ¢é& 3g

s

X3- ax’2+1a2x’- ia3 + ax’?- gazx’+£a3 +bx - Eab+c: 0
3 27 3 9 3

x’3+€éaz- 24 +b9x’+g? ESIE PN Eab+c9:0
e3 3 g e 27 9 3 2
1 2 1
Sea p=b- =a =_—a’- ~ab+c
P 3 y d 27 3

X®+px+q=0

Realicemos ahora un nuevo cambio de variable
X =u+v (G+v)’+plu+v)+g=0
Y desarrollardo

ul+3uv+3uw’+Vv +pu+ pv+q=0
w+v:+3w(u+v)+ plu+v)+q=0
w+vi+q+Buv+ plu+tv)=0

Como variando losvaloresde uy v, cualquieraque sealasuma u+ v, siempre es
posiblefijar u - v, tomemos 3uv + p = 0. Entonces

u3+v3:-q1|'.] u+v®=- o
__PyP L, pY
u=-— = uv’ =- —4
3 b 27b

Teniendo en cuenta las relaciones de Cardano-Vieta, podemos afirmar que & y \?
son raices de la ecuacion
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3

2 4 _p_:O
y" +qy 57

Al ser una ecuacion de 2° grado sabemos resolverla siendo

2 3
9.,

4 27

L _.a.
y \ 5

u3:-ﬂ+
2 4 27

Entonces

u:#_L/Lﬁ y Jg a,p
2 4 27 2 4 27

Como X =u+ Vv tenemos

2 3 2 3
X,:i/-g-'- q_+p_+%/_ﬂ_ q_+£
2 4 27 2 4 27

Yasr x=x-2 p:b-ia2 y q:£a3-lab+c
3 3 27 3

Sustituyendo obtenemos las tres raices de la ecuacion.

La ecuacion de cuarto grado, debido a su complgjidad y no demasiado interés, no la
vamos a resolver.

4. APROXIMACION NUMERICA DE RAICES.

Dada una ecuacion algebraica P(x) =0 degrado n con coeficientes reales, vamos
atratar de resolverla, 1o que significa calcular todas sus raices o aproximarlas.

4.1. Célculo de las raices enteras y racionales de un polinomio con coeficientes
racionales.

Sea P(x) = 0 unaecuacion agebraicade grado n con coeficientes en Q.
Multiplicando por e minimo comin multiplo de los denominadores, obtenemos otra
ecuacion con los coeficientes enteros, luego podemos considerar que P(x) = 0 es una
ecuacion algebraica con los coeficientes enteros.
4.1.1. RaicesEnteras.

Sea P(x)=a,+ax+a,x*+...+ax" conal Z "i1,..,n

Sim Z esraiz de P(x) P P(m)=0

10/21



P a +am+an’ +...+am"=0pP a =-am- a,nr - ...- am
P a, esun miltiplode m 6 m/a,.

Ademés P(x) = (x —m) Q(X), siendo Q(x) degrado n—1.
P(1)=(1-m)Q(1) b P(1) esmiltiplode (1 -m) 6 1-m/P(1)
P-)=(-1-m)Q(-1) b P(-1) esmditiplode (1L+m) 6 1+ m/P(-1)

Resumiendo, s ml Z es un cero de la ecuacion P(x) = 0 con coeficientes enteros,
se debe verificar

1) m/a,

2) 1-m/P(1)

3) 1+ m/P(-1)

L uego basta descomponer en factores a, e ir probando sus posibles divisores como
soluciones de la ecuacion en caso de que verifiquen también 2) y 3). Esas seran todas

las soluciones enteras, s |as hay.

4.1.2. RaicesRacionales.

Sea P unaraiz o cerode P(x) =0 (con P irreducible).
q q
P, &0 20
Entonces a ,+a,—+a,g—= +...+a,6—= =0
q dg gqg

Y multiplicandopor " a,g"+aqg"'p+a,qg”’-p’+...+a p" =0

Como mced (p, gq) =1 por ser P irreducible tenemos:

1) aq"=-a9""p- 897" p - ...- ,p"P a
n—2_

2 a,p"=-a,q" - a9""-p- a,q

® po _ Q(x)
Ademés P(x) =gx- Ep;Q Plx)=(ax- )=~
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1) Pl)=(a- ) 2p a- P

q P(1)
_ Q-1), g+ V
2) P(-1)=(- g- p
) PL1)=(- a- p) 2 )
Resumiendo, para que P irreducible sea una raiz de la ecuacion P(x) = O debe
verificar:
1) pla
2) gfan
3) q—p/P(1)
4) g+ plP(-1)

Observemos que s €l coeficiente principal es 1, & = 1, la ecuacion no tiene raices
racionales, ya que no hay ningn nimero ¢/1 salvo e propio 1 6 -1, siendo entonces

E un entero.

q

Para obtener todas las raices racionales, descomponemos a@ y a en factores 'y
escribimos todas las fracciones posibles formadas por los divisores de @ entre los
divisores de g,. Comprobamos que verifican 3) y 4) y esas seran las posibles raices
racionales.

4.2. Acotacion delas Raices Reales.

Una vez visto € caso particular de obtener las raices enteras y racionales de una
ecuacion algebraica con coeficientes racionales, vamos a resolver e caso general.

Tenemos una ecuacion algebraica P(x) = 0 con coeficientes reales. Para determinar
sus raices, realizaremos tres pasos. El primer paso consiste en acotar las posibles raices.

Las raices positivas estardn acotadas superiormente por L e inferiormente por |, y
las raices negativas |0 seran superiormente por L~ e inferiormente por |”.

Es evidente que sdlo vamos a describir métodos sobre P(x) para calcular la cota
superior de las raices positivas L, ya que | se calcula igual pero sobre P(1/x), |I” se
calculasobre P(- x) y L™ sobre P(-1/x). Veamos pues gque esas cuatro cotas se pueden
obtener sobre polinomios distintos.
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4.2.1. MétododelLaguerre.
PROP Sea P(x)I R. Sal dividir P(x) por x —L obtenemos un polinomio cociente con
todos sus coeficientes positivos y € resto también es positivo, entonces L es una cota
superior para las raices positivas de P(x).

Dem.
n-1
Sea P(x) = (x—L) Q(x) + R siendo Q(x)=§ bx con b>0"iy R>0.

i=0
Entonces " x| R con x >L severifica que (x—L)>0 yQ(X%)>0 P P(x)>0
Luego P(x) no puede tener unaraiz positiva mayor que L.

L es cota superior de todas |as raices positivas.

4.22. Méodo de Newton.

PROP Siunn® LT R* hace positivos P(x)I R[X] y todas sus derivadas, entonces L es
una cota superior de las raices positivas de P(x).

Dem.

Consideremos el desarrollo de Taylor para el polinomio P(x) en L.

p@):p@ﬁ#(x- L)+%(x- L)+....+%(L)(x- )

Como por hipétesis PX(L) >0 O£ K £ n, entonces
"X >L P(x)>0
Por tanto, no hay ninguna raiz mayor que L, y L es una cota superior de las raices

positivas.

4.3. Separacion de las Raices Reales.

Este es el segundo paso en la determinacion de raices reales de una ecuacion
algebraica P(x) = 0.

Una vez que sabemos que todas las raices negativas estén en € intervalo (I, L") y

las positivasen € (I, L), vamos a tratar de separarlas. Es decir, vamos a dar intervalos
en los que podamos afirmar que hay unaraiz y solo una.
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4.3.1. Separacion de lasraices de un polinomio por medio de su derivada.

Para poder desarrollar este apartado vamos a enunciar dos teoremas. La
demostraciones se pueden encontrar en € tema 25y 26.

TEOREMA. Teorema de Bolzano.

Sea f: R® R unafuncién continuaen [a, b] con f(a) - f(b) <0, entonces existe
Xl (a, b) tal que f(x) = 0.

TEOREMA. Teorema de Rolle.

Sea f: R® R continua en [a b] y derivableen (g b) y f(a) = f(b), entonces existe
Xl (3, b) tal que f'(x)=0.

Como toda funcion polindmica es continua, podemos aplicar los dos teoremas
anteriores a P(x).

El teorema de Bolzano nos indica que si un polinomio tiene signo contrario en los
extremos de un intervalo, posee una raiz dentro de dicho intervalo, pero no afirma que
sea Unica

PROP Dada la ecuacion algebraica P(x) =0 degrad n, s P(a) - P(b) < 0 entonces
existe un nimero impar deraicesen (a, b).

Dem.

Sabemos que hay una raiz, al menos, en (a b) puesto que es lo que afirma €
teorema de Bolzano.

Supongamos que %, X,....., % Son todas las raices de P(x) en (a, b), pudiendo
existir repetidas (raices multiples).

Entonces P(X) = (X —X1)....... (X — %) Q(X).

Sustituyendo P(x) ena y en b tenemos

Sabemos que Q@) y Q(b) tienen & mismo signo, ya que en caso contrario
existiriaunaraiz de Q(x) (otrade P(x)) en (a, b) y no esposible.

También P(b) y Q(b) tienen & mismo signo, ya que todos los b — X son
positivos.

Entonces P(b) y Q(b) tienen & mismo signo. Como % — a son positivos, para que
P@ y P(b) (otambién P@ y Q(d)) tengan signoscontrarios, debe suceder que
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(- )X seanegativo, lo cua solo ocurresi K esimpar.

Reciprocamente, si K esimpar, P(@) y P(b) tendran signos contrarios.

Al ser K impar, existen un nimero impar de raicesen (a, b).

PROP 1) Entre cada dos raices consecutivas de P(x) hay a menos unaraiz de P (x).

2) Entre cada dos raices consecutivas de P (X) existe alo sumo unaraiz de P(x).

Dem.

1) Sean xq, X2l R/P(x)) =0y P(x)=0

Aplicando € teoremade Rollea P(x) en [x, %] $I T (X, %) /P (c) =0

2) Sean ¢, C,l R dos raices consecutivas de P’ (X).

Supongamos que existen i, Xl (c1, C2) raices de P(x).

Entonces, aplicando el apartado anterior

$I T (x, %) (c,c)/P(@©=0
lo cual es una contradiccion con el hecho de ser ¢; y ¢, consecutivas.

Entonces existe alo sumo unaraiz de P(x).

Egta Ultima proposicidn nos permite situar las raices de P(x) entre cada dos raices de
P (x), estando la primera raiz entre la cota inferior y la menor raiz de P'(x) y la Ultima
entre la mayor raiz de P'(x) y la cota superior.

El problema que tenemos con ete método es que para poder separar las raices de
P(x) = 0 hemos de resolver la ecuacion P (x) = 0, y a veces tienen ambas ecuaciones
una dificultad similar.

Podemos ver métodos que esquivan este problema.

4.3.2. MéododeBudan-Fourier.

DEF Diremos que e par abl R con a<b presentan unavariacion s signo
(@ t signo (b). Se denotarapor V(a, b) = 1.

Generdizando, V(ay, a,...... ,8n) = gV(awam)

i=1
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TEOREMA. Teorema de Budan-Fourier.

Sea P(x) = 0 una ecuacion algebraica de gradon, a, bl Rcon a <b, P‘@* 0y
PY(b)t 0 0£K £ n. Entonces

i=1

sendo é a, € n°deraices de P(x) en (a b) contadas con sus multiplicidades y 2 un
i=1

multiplo de 2.
4.3.3. Método de Sturns.

TEOREMA. Teorema de Sturns.

Sea P(X) = 0 una ecuacion algebraica de grado n, y P(x) un polinomio sin raices
multiples. Entonces

OBS S P(x) = 0 tuviese raices multiples, podemos analizar € polinomio que se
P(x)

obtiene de med (P, P()

4.3.4. MétododeHarriot-Descartes.

TEOREMA. Regla de los Signosde Harriot-Descartes.

Sea P(x) =0 unaecuacion algebraica con P(x)=§ ax' entonces:
i=0

N° deraices positivas de P(x) £ V(a,....., &).

4.4. Aproximacion de las Raices Reales.

Este es el Ultimo paso en la determinacion de raices reales de una ecuacion
algebraica P(x) = 0.

Una vez que tengamos las raices separadas en intervalos, hemos de aproximarlas
con un grado de aproximacion predeterminado. Veremos para ello varios métodos.

441 Méodode Newton.

También se conoce como método de la tangente.
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Seaa lauUnicaraizdeP(x) en(a b) con P(a) - P(b) <O.

Vamos a supones tambiénque P (x) y P’ (x) conservan e signo en €l intervalo
considerado.

Bgjo estas condiciones, la gréficade P(x) en (a, b) tiene cuatro posibilidades.

o>
m_
—=

El método consiste en trazar la recta tangente a punto (a, P(@) o (b, P(b)).
Elegiremos aguella recta que corte a gje x en € interior de (a, b). Tomaremos como
aproximacion delaraiz a el punto de corte de al rectacon € gje, ;.

Larectatangente elegida verificala condicion P(x) P”"(x) > 0.

Si e eror que se comete es superior a fijado de antemano, repetimos el proceso
pero ahora trazando la tangente a punto (x, P(X1)), obteniendo asi una nueva
aproximacion, X.

Iterando €l proceso, construimos una sucesion de aproximaciones a,, (X)ni N
verificando Lim P(x,) = 0.

Tenemosque P(@) <0y P7(a) <0, luego P(@) - P"(a) > 0, por esa razdn trazamos
latangente por (a P(a)).

La ecuacion de la tangente es
y- P(a)=P(a)(x- a)

Entonces, el punto x donde la tangente corta al gje x es
X =a- —— 1)
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Si iteramos € proceso, la tangente por (X, P(x1)) es
y- plx)=P(x)x- x)

siendo (%, 0) & punto de corte de larecta tangente y el ge horizontal

_, . Plx)
X=X P (x
Y en general
— _ P(Xn—l)
T P, )

Comprobemos que cada una de las aproximaciones mejora la anterior.

Escribiendo el polinomio de Taylor de P(x) en x =a, de grado 1

o)

P(x)= Pla) + 21 - 2) + 2]

(x- af

Sustituyendo x por laraiz de P(x), x =a

0= P(a) + P(a) +a- a+ P”(X) (a ) a)z

P (a) aP(a)
Entonces
a=a- Pla) - Plx) (a- af
Pla) 2P(a)
Teniendo en cuenta (1)
a-x=- ;;(E;))(a- a)’ @

Tomando |P(x)] <K "xi (ab) queda

|a-x1|<M

4P (a)
Veamos ahora gue X mejora la aproximacion dada por a.

signo (x - a) = signo ?%% por (1)
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. e Pl@o_ . e Px). .0 o .

sgnog pag—sgnog 2|:(a(a a)E yaque P@ -P7(@ >0y P’ (x)
conserva € signo en €l intervalo.

@ P(x) 20 ]

sgnog =6 (a- a) == sgno @ - x1) por (2)

Entonces signo (x; —a) = signo (a - X1) y eso significaque
a<x<a

Reiterando el proceso a<x <X <a con i<j loquesignificaque (X)ni n €S Una
sucesion creciente y acotada por a, por tanto $lim x, y eslimx, = a.

P(x,.)

Como X =X, - Ff(xn )
-1

-

p(“mxnl)
p(lim %) = lim PG¢) B lim (%) =0

Tomando limites a=a- MD P(limx )=0P por ser P(x) un polinomio

4.4.2. Método dela Regula Fals.

El método de la Regula Falsi es muy similar al método de Newton visto antes, pero
en lugar de trabgjar con tangentes, 1o haremos con la cuerda que une los extremos del
intervalo que consideremos en cada instante.

Seaa launicaraiz de P(x) en (a, b) con P(a) P(b) < 0. Y supongamos que P (x) no
seanulaen (a, b).

Laecuacion de lacuerdaque une (a, P(@) y (b, P(b)) es

)= P(b)

- P(a)
v Pla)=— g a)
Y cortaal ge x en (X, 0) siendo

0- pla) = PO P ) TR Pla) T Rb)- PR)




Si queremos obtener una nueva aproximacion a a, repetiremos el proceso tomando

ahora uno de los intervalos (a, %) 6 (X, b). Elegiremos aquel que verifique las
condiciones de partida (en nuestro caso (a, x1) yaque P(a) - P(x:) < 0).

Entonces x, = a

Podemos iterar €l proceso de sucesion mondtona (creciente o decreciente) y acotada
por b 6 arespectivamente.

Entonces la sucesion tiene limite y la recurrencia nos dice que dicho limite esa.
Si queremos hallar un término de la sucesion (%)ni N cuya distanciaa a sea menor
gue un error dado de antemano, hemos de conocer una cota de error que se produce a

sustituir a por Xm.

Sea xn un valor aproximado de a, raiz de P(x). Al ser P(x) un polinomio, es una
funcién continuaen [a, b] y derivable en (a, b). Aplicando € teorema de Lagrange en
[a, Xn].

$x1 (a,x,)/ P(x,)- Pl@a)=Px){x, - a)

Entonces P(x,)= P(x)(x, - a)P |x, - a|= P

sendo C<|P(x)] " xT (a,b)

Luego s queremos calcular, por este método, una aproximacion de laraiz a con un

=]
error menor que e, debemos iterar €l proceso m veces hasta que se verifique @ <e.

4.4.3. Método general de Iteracion.

El método de Newton y e método de la Regula Falsi son casos particulares del
[lamado método de Iteracion.

Si somos capaces de encontrar unafuncion Y (x) definida [a, b], que tiene una Unica
raiz en (a, b) y tal que la ecuacion P(x) = 0 con x la Unica raiz de P(x) en (a, b) sea
equivalente a x = Y (X), entonces la recurrencia » = Y (X, — 1) nos proporciona una
sucesion (X,)ni N, de la que podemos afirmar:

PROP S Y es continua[a, b], derivableen (a, b) y |Y'(x)|< K<1 "X (a b), entonces
la sucesion definida por larecurrencia x, = Y (X,-1) €s convergenteaa, siendo a la Unica
raiz de P(x) en (a b).

Dem.
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Consideremos €l intervalo [X,.1, @] (0 [a, Xn1] Segun sea € caso] y apliquemos a Y
en ese intervalo €l teorema de Lagrange:

$xT (x..a)/Y (@)- Y(x..)=Yx)a- x.)
YocomoY@)=a y Y (Xn.1) =X
Entonces a - xp =Y '(X) (@ - Xn-1)

Tenierdo en cuentaque |Y (x| <K <1 " x1 (a b)

|a-xn :|Y'(x)|-|a- Xn-l|< Kla- x, < K*fa- x,,|<....< K"|o- 4

Y comob—-a>0 ylimK"=0 porser K<1

a- x|< K"(b- a)p limx, =a
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