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TEMA 28

ESTUDIO  GLOBAL DE  FUNCIONES. APLICACIONES A LA
REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES.

1. INTRODUCCION.

En los dos temas anteriores hemos estudiado propiedades de las funciones como la
continuidad, derivabilidad, crecimiento, decrecimiento, curvatura, etc, todas ellas a
nivel local. En este tema tratamos esas mismas propiedades pero a nivel global de la
funcion.

El desarrollo que vamos a redizar del tema serda similar a que sigue cuando
gueremos readizar €l estudio y representacion de una funcién.

2. DOMINIO

DEF Seaf: A0 R unafuncion rea de variable real. Llamemos grafo de f, y se denota
por G(f), a conjunto de pares de la forma (x, f(x)). Es decir:

G(f) ={ (x, f(x) }

La definicion anterior nos obliga a tener en cuenta para que valores X' A existe su
imagen mediante f. Ello es debido a que no se verifica que para todo elemento x de A
existe f(x). Por tanto nos vemos obligados a definir un conjunto formado por aquellos
elementos de A paralos cuaes exista f(x).

DEF Seaf: AO R unafuncion rea de variable real y Al R. Llamamos dominio de f,

y lo representamos por Dom(f) a conjunto formado por los elementos de A para los
cuales exigte f(x).Es decir:

Dom(f) = { xI A/ $f(x)}
Teniendo en cuenta esta definicién podemos redefinir e conjunto grafo de f como:
G(f) ={ (x, f(x)) / xI Dom(f)}

PROP Sean fg: A0 R dos funciones reales de variables real y Al R. Se verifican las
siguientes propiedades:

1) Dom( f + g) = Dom( f) N Dom(g)

2) Dom( f xg) = Dom( f) N Dom(g)

3) Dom(f /g) = Dom(f)N (Dom(g) - {x1 Dom(g)/g(x) = 0})
4)Dom(go f) ={xT Dom(f)/f(x)T Dom(g)}

Dem.

Inmediata.
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3. CONTINUIDAD

DEF Unafuncién f: AD R rea de variable real es continuaen x,1 A s se verifica

1) x,1 Dom(f)
2) $Ixi®m f(x)( U los limites laterales existen y son iguales)

3 m (9= f(x)

DEF Diremos que la funcion f: A R rea de variable real es continua en todo su
dominio si escontinuaen x, " xI Dom(f).

A la vista de las dos definiciones anteriores nos podemos plantear la siguiente
pregunta: ¢Cuando una funcidn no es continua en un punto? La respuesta seria cuando
no se verifique alguna de las tres condiciones de la primera definicion.

Seaf: AD R unafuncion red devariablered y x,1 A.

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad evitable en x=x, s existe lim f (x)
X® X

pero no existe f(X,).

OBS Recibe e nombre de discontinuidad evitable ya que se podria evitar s definimos
f(x,) como

f(xo) = lim (x)

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad inevitable de salto finito en x=x, s
existen lim f(x) y lim f(x) y son finitos pero distintos.
X® Xg X® Xy

DEF Diremos que f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito en x=x, si
alguno de los limites laterales no existe o es infinito.

4. PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES.

Sea f: AOR una funcion real de variable real. Sabemos que €l ge de abcisas tiene
por ecuaciéon y=0, por tanto, los puntos de la funcién que cortan a dicho ge son
aquellos que verifican la ecuacion:

f(x)=0.

Si 0l Dom(f) entonces la funcion f también intersectara con el ge de ordenadas,
siendo (0, f(0)) € punto de corte.
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5. SIMETRIAS

DEF Seaf: A0 R una funcion real de variable real. Diremos que f es una funcion
simétrica respecto de un cierto gje vertical x=a s se verifica:

flatx) =f(ax) " x1 dom(f).

Si a=0 entonces f es simétrica respecto del ge de ordenadas y recibe € nombre de
funcidn simétrica par, verificandose:

f(x) =f(-x) " xI dom(f).

Ser simétrica respecto de un ge vertica x=a, geométricamente significa que s
doblamos € plano respecto de dicho ge ambos trozos de la gréafica se superponen
(coinciden).

DEF Seaf: AO R una funcidn rea de variable real. Diremos que f tiene simetria
impar s se verifica:

f(x)=-f(x) " x1 dom(f).

Geométricamente, que la funcion tenga simetria impar significa que si doblamos el
plano respecto del gje de ordenadas y a continuacion respecto del gje de abcisas, las
graficas se superponen. También se conoce como ser simétrica respecto del origen de
coordenadas.

En general, para que una funcion f: A 0 IR sea simétrica, par 0 impar, debe
cumplirse como condicién necesaria que e conjunto Dom(f) sea simétrico respecto del
punto x=0.

OBS Nunca vamos a encontrar una funcion que tenga una grafica que sea simétrica
respecto de un gje horizontal, ya que en ese caso existirian valores de x pertenecientes al
dominio de f que tendrian mas de una imagen, lo que entra en conflicto con la propia
definicion de funcion. Este es e caso que nos encontramos con las gréficas de la
circunferencia, la elipse, la hipérbole, etc, que no se pueden expresar como funciones.

6. PERIOCIDAD

DEF Seaf: ALl R una funcion real de variable real. Diremos que f es una funcion
periddica s existe una constante T>0 tal que f(x + T) =f(x) " xI dom(f). Llamaremos

periodo de lafuncién f ala menor de dichas constantes.
Si una funcion es periodica de periodo T, para representarla gréficamente solo es

necesario hacerlo en un intervalo de la forma [, X + T], ya que € resto de la gréafica
consiste en repetir la representacion anterior alo largo del dominio.
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Ejemplo

Las funciones f(x)=Sen X, f(x)=Cos x y f(x)=Tg x son periddicas de periodo 28, 20,
0 respectivamente.

Lafuncion f(x)=Sen 2x es periddica de periodo d ya que:

f(x + 8) = Sen (2(x + 8)) = Sen (2x + 28) = Sen 28 = f(x)

7.ASINTOTAS

DEF Diremos que un punto se aga infinitamente sobre una curva cuando su abcisa o
su ordenada o ambas coordenadas crecen infinitamente. Podemos afirmar que el punto
recorre una rama infinita.

DEF S a recorrer un punto P una rama infinita la recta OP tiende a una posicién
limite, entonces esa recta limite y sus paralelas definen una direccion asintota.

DEF Llamaremos a la recta r asintota de la curvay = f(x) s su direccién es una
direccion asintota de la curva y la distancia de un punto P a la recta r tiende a cero
cuando P se agjainfinitamente.

7.1. Asintotas Horizontales.

DEF Llamaremos Asintota Horizontal de f(x) alarectay = K = cte. que verifica una
de las dos condiciones siguientes:

 Jm, 109 =K
2) lim f(x)=K

El estudio de las asintotas horizontales cuando x® +¥ es independiente de cuando
X® - ¥ , por tanto no tiene porque existir asintota por ambos lados simultaneamente ni
tiene porque ser la misma en los dos lados.

PROP Seaf: RO R unafuncién rea de variable rea. Cuando x tiende a+¥ la asintota
horizontal, en caso de existir, es Unica

Dem.

Supongamos que f(x) presenta dos asintotas horizontaleseny = K ey = K’, con
K1 K’, cuando x tiende a + ¥ . Entonces, por definicion

im f0)=Ky lm f()=K’

X® +¥

Pero obtenemos una contradiccion ya que € limite, al exigtir, es Unico. Por tanto,
K =K’ y laasintota horizontal es Unica.
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PROP Seaf: RO R unafuncion real de variable real. Cuando x tiende a -¥ |a asintota
horizontal, en caso de existir, es Unica

Dem.
Andogaalaanterior.

Ejemplos
1) f(x) =arctg x

lim arctgx:%D Presenta A.H. eny=

X® +¥

p
2

lim arctgx =— il P PresentaA.H.eny=- P
X® - ¥ 2 2

In x
2) f()——
Iimln—x—l E—OD PresentaA.H.eny =0
X®+¥ w0 X® +¥ 1
®$Im|n—b No tiene A.H.
X®-¥ X
3 fx)=e*

im e =0Pp PresentaA.H. eny=0

X® +¥

IE@n_"l¥ e’ =+¥ p No presenta A.H.

7.2. Asintotas Verticales.

DEF Sea f: RO R unafuncion rea de variable real. Llamamos Asintota Vertical de
f(x) alarecta x=a s se verifica alguna de las condiciones siguientes:

1) lim f(x) =-¥ 2) lim f(x) =+¥

Xx®a’

3) lim f(x)=-¥ 4) lim_f(x) = +¥

x®a”*

También podriamos haber dado como definicion de asintota vertical la siguiente:

“Una funcion f(x) tiene como asintota vertical la recta x=a si presenta en el punto
x=a una discontinuidad inevitable de salto infinito.”

Es probable, aunque no obligatorio, encontrar asintotas verticales en los puntos de
adherencia del conjunto dom(f) que no pertenecen a interior de dom(f).
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Igualmente, s la funcion esta definida a trozos, también hemos de buscar
posibles asintotas verticales en los puntos de cambio de trozo.

Ejemplos
IX S XxX£O0
D=,
rinxs x>0

Ii®rrgr f(x)= ngrO] x=0P NopresentaA.V.
lim f(x)=IlimInx=-¥ P PresentaA.V.enx=0
X® 0

x® 0*

2) ()= '”TX

Dom(f) = (0, +¥ )

S6lo podemos estudiar la existencia de asintota vertical a la derecha de

x=0
im f(x)=lim "X =_¥p PresontaA.V. aladerecha de x=0
x® 0* x® 0" X

1

3) f(x)=e *V

Dom(f) = R {1}

1
im f(X)=lime ®*? =e* =0
X®1" X®1°

1

. . T2 }
lim f(x)=lime *Y =¢e¥ =0
x®1* x®1*

Por tanto no existe asintota vertical por ninguno de los lados.

7.3 Asintotas Oblicuas.

DEF Sea f: RO R una funcidn rea de variable real. Diremos que f presenta una
Asintota de ecuacion y = mx+n con mnl R m? 0, llamada asintota oblicua, s verifica
una de las dos condiciones siguientes:

. f(x) _ . _
D fim o =my fim (Fe9- m =

2) le@m¥¥=m y XIj@n_1¥(f(x)- mx) = n
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El estudio de la existencia de asintota oblicua cuando x tiende a +¥ es
independiente del que se realiza cuando x tiende a -¥ , y no tienen por qué existir
asintotas por ambos lados ni ser iguales.

PROP Sea f: RO R una funcién real de variable real. La asintota oblicua de f(x)
cuando x tiende a+¥ , en caso de existir, es Unica.

Dem.

La demostracion se redliza de forma andloga a la que vimos con asintotas
horizontal es, basandonos en la unicidad del limite.
PROP Sea f: RO R una funcion real de variable real. La asintota oblicua de f(x)
cuando x tiende a- ¥ , en caso de exigtir, es Unica

Dem.

Igual que la anterior.

Otra consecuencia que podemos deducir de la unicidad del limite es que las

asintotas horizontales y oblicuas de f(x) por € mismo lado (X® +¥ 6 x® -¥) son
mutuamente excluyentes. La existencia de una de ellas impide la existencia de la otra.

Ejemplo.
X3 +1
fX) = —;
X
x3+1
2 3 4
im 0 = im X =i X o1 p m=a
X® +¥ X X® +¥ X X® +¥ X
. X+ o xX+-xE 1 _
)!!@nl(f(X)- X)_xl!ﬂ«( X2 i X)_xlé)m;éT_xl!@nl?_op n=0

Existe asintota oblicua cuando X® -¥ eny =X

8. REGIONAMIENTO

Utilizando todos los datos obtenidos hasta este momento, en este paso se trata de
localizar las regiones del plano en las que se va a situar la gréfica de la funcion, de
manera que podamos aclarar alln méas su forma. Por tanto, estudiando e regionamiento
podemos saber, por giemplo s nos gjustamos por arriba o por abgjo a una asintota
horizontal.

Para aclarar mas el estudio del regionamiento, utilizaremos la informacion que nos
puede ofrecer la primera derivada de f(x).
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9. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO. EXTREMOS

El estudio de mé&ximos y minimos de una funcion f(x) consiste en encontrar
puntos que verifiguen alguna de las siguientes propiedades:

1) Algin punto x = al Dom f tal que existe un entorno centrado en dicho punto,
E(a,r), de maneraquef(a) 3 f(x) " xI E(ar). El punto x = a recibe el nombre de
maximo relativo de f(x).

2) Algun punto x = al Dom f tal que existe un entorno centrado en dicho punto,
E(ar), de maneraquef(a) £ f(x) " xI E(ar). El punto x= arecibe € nombre de
minimo relativo de f(Xx).

3) Unpuntox = ata quef(a 3 f(x) " xI Dom f. Este punto recibe & nombre de
méximo absoluto de f(x) y no tiene por que ser Unico.

4) Un punto x = ata quef(a) £ f(x) " xI Dom f. Este punto recibe & nombre de
minimo absoluto de f(X) y no tiene por que ser Unico.

Los puntos del dominio de f(x) que hay que considerar a la hora de buscar
maximos y minimos, ya sean relativos o absolutos, deben cumplir alguna de las
siguientes condiciones:

1) Sean puntos criticos de f, es decir, sean solucion de la ecuacion ' (x) = O.
2) S Domf =[ab], entonceslos puntosx =ay x = b.
3) Lospuntosde Dom f en los que | funcién f(x) no sea derivable.

9.1. TeoremaDd Valor Medio.

TEOREMA. TEOREMA DE ROLLE.

Sea f:[ab]® R una funcién continua en [ab] derivable en (ab) y f(a)=f(b).
Entonces existe a menos un punto ¢l (a,b) tal que f'(c)=0.
Dem

Sabemos por € teorema de Weierstrass que toda funcion continua definida en un
cerrado acanza un valor maximo y minimo en €l intervalo.

Segln donde podamos localizar ese méximo y ese minimo vamos a distinguir dos
Casos:

1) Tanto e maximo como € minimo estd en los extremos. Como f(a)=f(b)
P maxf=minf b f escte. S e maximo y e minimo de f son iguales, necesariamente f
tiene que ser constante.

Si f es constante su derivada es cero y entonces ¢ es cualquier punto de (ab).
Recordemos que ay b no pueden ser ya que f no es derivable en ellos.

2) Al menos uno de ellos se acanza en € interior. En un teorema anterior vimos que
"s f acanza un extremo relativo en ay existe f'(a) entonces f'(a)=0". Al localizarse €
extremo absoluto en el interior también es relativo y como en ese punto (a ser interior)
es derivable, su derivada es cero.

Llamaremos a ese punto x=c y se verifica que:

cl (ab) y f'(c)=0.
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OBS Lainterpretacion geométrica del teorema de Rolle es que una funcién continua es
derivable e igual en sus extremos debe tener un punto cuya recta tangente sea
horizontal.

El siguiente teoremaaver esel del Valor medio o Lagrange.
Supone una generalizacion del anterior, pues en éste eliminamos la hipétesis de que f(x)
coincida en los extremos del intervalo. Lo que vamos a conseguir ahora es un punto X=c
gue va a tener tangente paralela a la recta que une los puntos (a,f(a) y (b,f(b)).
TEOREMA. TEOREMA DE LAGRANGE.

Seaf:[a,b]® R continuaen [a,b] y derivable en (a,b). Entonces ¢l (a,b) tal que

fe) =10 1@

b-a
Dem.
Definimosj [ab]® R
x® j (x)=f(x)+mx, donde m=- MT
-a

paraquej (a) =] (b)

J es continua en [a, b] i
j esderivable en (a,b)i’/b $cl (ab)/j (©)=0
j (@)=] (b) b

f(b)-7 (@),

i) =f(X)+mb | () =fF(©+m=0pP f(0)=

b f(c)(b-a) = f(b)-f(a).

Geométricamente existe al
menos un punto de la gréfica de f,
distinto de sus extremos Ay B en €l
gue la tangente de la gréfica es
paralela ala cuerda AB.

PROP Sif'(x)=0 " xl (ab) b f=cte.
Dem

" x1,%2l (a,b) con x;, %, consideremos [, %]l (ab). Comof (x)=0b fes
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derivableen (a,b) P escontinuaen (a,b) P f escontinua en [x,x.] y derivable
en (X]_,Xz).

Aplicando € teorema del vaor medio:

CORR{CYI SR

$cl (X, %) /1 f(c) X, = X, i,b ——2—22=0P f(x)- f(x)=0
F©=0 | X

Entonces f(x)=f (%) " X1, %ol (a,b)

Por tanto f es una funcion constante.

PROP Si fy g son dos funciones que tienen la misma derivada entonces se diferencian
en una constante.

Dem

Sean las funciones f,g:A® R con f'(x)=g'(x) " XI A siendo A un intervalo abierto.
Consideremos lafuncion f-g. Su derivada:

(f-g)'=f"-g=0p (f-g)=cte.

9.2. Crecimientoy Decrecimiento de una funcion.

DEF Diremos que una funcion f: R33,® R real de variable real creciente en un
intervalo [a,b] I Domf. S " xg,%1 [ab] con x<x, se verifica que f(x) £ f(x).

DEF Diremos que una funcién f: R3%4® R real de variable real decreciente en un
intervalo [a,b] | Domf. S " x¢,%I [a,b] con x;<x, se verifica que f(x)3 f(x).
TEOREMA. S f(x)>0" xI | b f(x) es estrictamente creciente en |.

Dem

Tomemos un punto cualquieraxl 1. Sabemos que la funcion es derivable y que

la derivada es positiva, luego " (x)>0.

: - jgd x>x, b f(x)>f
Como ()= limxo 007 F00) g 18 XX P 100> T00)
X- X, 79 X<X, P (X <f(x,)

Por tanto f(x) es creciente cerca de X, tanto antes como después. Y como eso ocurre

para cua quier punto %l 1, entonces la funcion es creciente en |.
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TEOREMA. Si f'(xX)<0" xI | b f(x) es estrictamente decreciente en |.
Dem
La demostracion esigual que la anterior.

SeaXol | un punto cualquiera. Sabemos que " (x)>0.

f(X) - f(XO)<0p 19 X>x, P f(x)<f(x)

Como " (x0)= limke xo i
X- X, 79 X<X, P f(X)>f(x)

Vemos que lafuncién es decreciente en P o esentodo |.

El reciproco de las dos proposiciones anteriores es faso. Por gemplo, s f es
creciente es facil comprobar que f' (x)= 0 (por eemplo para f(x)= 3¢ + 1).

Vamos ahora a dar un método general para poder afirmar si un punto singular es
un méximo o minimo local, o ninguna de ambas cosas. Para ello tengamos en cuenta las

siguientes graficas.
I I I I

<_X1 —» <_X1 —» <_X1 —»
f'<0 >0 f’<0 f'<0 >0 >0

)

-
it
O I'x
-
Av
o

Si > 0 en algun intervalo a la izquierda de % y f'< 0 en agun intervalo a la
derecha de x entonces Xy es un maximo relativo.

S f'< 0 en adgun intervalo a la izquierda de % y f'> 0 en dgun intervalo a la
derecha de X entonces X es un minimo relativo.

Si f' tiene e mismo signo en agun intervalo tanto a la derecha como a la
izquierda de %, entonces X No es un extremo relativo.

9.3. Caracterizacion delos M aximosy Minimos locales.

PROP Seauna funcion f: R 3%,® R rea devariablered,y al Dom(f), un punto en e
queexistef' (@) y f'’(a). Seaf’(a)= 0, se verifica

1) S f’(a) > 0entoncesf tiene un minimo relativo en X = a
2) Sif’(a) <0 entoncesf tiene un maximo relativoenx = a

Dem.

1) Por definicion tenemos que
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f'@+h)- f'(a)

e =lm——
y como f'(a)= 0

N . f'(a+h

f(a)=m

Por hipotesis f''(a) >0P

@ > 0 para h suficientemente pequefio.

S h® 0"pb f'(ath)>0pb f crecealaderechadea

S h® O b f'(a+th)<0b f crecealaizquierdade a
Luego f(x) presenta en x= a un minimo relativo
2) Andoga.

PROP Sea una funcion f: R 3%4® R rea de variable real. Sea al Dom(f) ta que
exisef' (@ y ' (a).

1) S ftiene un minimo relativo en x = aentoncesf’’(a)3 0.
2) S f tiene un méximo relativo en x = aentonces '’ (a) £ 0.

Dem.

1) Supongamos que f tiene un minimo relativo en x = a s f’(a) < 0 entonces,
aplicando € teorema anterior, f tendria un maximo local en x = a.
Pero s f presenta en x = a un maximo y un minimo entonces seria constante y,
por tanto, f'’(a) = 0 lo cua es una contradiccién.
Por tanto f’’(a) 3 0.
2) Andogaalaanterior.

10.CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION.

DEF Diremos que una funcion f es convexa en un intervalo s para todo par de puntos
X1, X2 de ese intervalo, €l segmento rectilineo que une (x;, f(x)) con (%, f(x)) queda
por encima de la grafica de f.

X1 X

La condicion geométrica en la que basamos la definicién podemos expresarla
analiticamente.

La recta que une (X, f(x1)) con (X, f(x)) es
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— f (Xz) - f(Xl)

9(¥) (X= %)+ f(x)

La recta g(x) quedara por encima de f(x) siempre que se verifique g(x)>f(x), y
Fxx)- TOx) T~ T(x).,

Xy = Xy X=X
obteniendo una definicion equivalente. Por tanto:

x1 (Xl' Xz)

DEF Unafuncion f: R 3%,® R real de variable real es convexa en un intervalo s para
X1, X2 Y X CON % < X < % seveifica
FOe)- f(x) _ F)- f(x)
X, = X X- X,
Andogamente vamos a definir funcién concava.

DEF Diremos que unafuncion f es concava en un intervalo si para todo par de puntos
X1, X de ese intervalo, el segmento rectilineo que une (xi, f(x1)) con (%, f(x)) queda
por debgjo de lagréficadef.

DEF Unafuncion f: R 3%,® R real de variable real es concava en un intervalo s para

X1, X2 Y X CON % < X < % seveifica
FOe)- f(x) _ F()- T(x)
X, - X X- X

PROP Seaf: R 3%4® R unafuncion real de variable real y convexa. Sea al dom(f).

1) S f es derivable en x = a entonces la gréfica de f queda por encima de la
tangente af en (g, f(a)) excepto en (a, f(a))
2) Sia<byfesderivableenay enb, entoncesf’ (a) < f'(b)

Dem.

Sea 0< h, <h, y consideremoslospuntos a<a+h <a+h,.
Como f es convexa se verifica
f(ath)- f(@ _f(a+h)- f(a)
h, h,
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S tomamos limites cuando h, ® 0"

i farh)- f@ _ . f@a+h)- f(a)

h®0* h1 h,® o

f'(a) < f(a+ hz) B f(a)

h,

Ilegamos a que la pendiente de la recta tangente es menor que la pendiente de la secante
que pasa por (a f(@) vy (@ + hp, fla + h)) lo cua implica que € punto
(a+ hp, f(a+ h)) queda por encima de la recta tangente.

h,

Deformaanaoga, s h, <h <0 y consderamos a+h, <a+h <a como f es
convexa se verifica
f(ath)- f(@ _f(a+h)- f(a)
h, h,
S tomamos limites cuando h, ® O
i f@arh)- f@ . farh)- f(@)
h®0 h1 h® 0
f(a+h,)- f(a)
h2
y esto nos indica que la pendiente de |a recta tangente es mayor que la pendiente

de la secante que pasa por (a, f(a) y (a+ h, f(a + b)) lo cua implica que & punto
(a+ hp, f(a+ hp)) queda por encimade larectatangenteen x = a.

2

f'(a) >

3) Seaa<h. Entoncesb =a+ (b-a)

f(a+(b- a)- f(a) f(b)- f(a)

f'(a) < porser b- a>0b f'(a)<
b- a b-a
£(b) > f(o+(a- b)- f(b) porser a- b<0b f'(b)> f(a)- f(b)
a- b a-b
luego, f'(a)<L;(a)<f'(b)

LEMA  Supongamosque f: R 33® R unafuncion rea de variable real es derivabley
f' creciente. Si a< by f(a) = f(b) entonces f(x) < f(a) = f(b) paraa< x <h.

Dem.

Supongamos que f(x) > f(a) = f(b) paraagin x1 (a,b)

Entonces el méximo de f sobre [a,b] se presenta en algin punto x,1 (a,b) con

f(xo) > f(@) y por supuesto f'(x) = 0. Por otra parte, aplicando e teorema del valor
medio a intervalo [a,x] encontramos que existe un punto x; ciba<x < Xy

1) =100 F@
X, - a
y eso estd en contradiccion con que f' sea creciente ya que f'(x) > f'(x,) =0 vy

X =X
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L uego hemos demostrado que f(x) £ f(a) = f(b) paraa < x < b y solo nos queda
por ver que f(x) = f(a) paraalgin xI (a,b).

Sabemos que f no es constante sobre [a,X] ya que s 1o fuese f' no seria creciente,
de modo que existe algiin x cona<x < Xy f(x) < f(a).

Aplicando € teorema del valor medio a [x1,x] deducimos gque existe un punto X%

con X <Xy < XYy
Frx) =100 T04)
X- X,

Por otra parte, f'(X) = 0, puesto que hay un méximo relativo en x. De nuevo
Ilegamos a una contradiccion por ser f* creciente.

TEOREMA
Sea f: R3%,® R una funcion rea de variable red. S f es derivable y f’

creciente, entonces f es convexa.
Dem.

Sea a<h. Definimos una funcién g como
f(b)- f(a
g(x) = f(X) - M(X- a)
b- a

Es fécil ver que g'(x) es una funcion creciente, y como g(a)=g(b)=f(a), aplicamos €l
Lema anterior ag(x) y
g(x)<f(a) s a<x<b

Que g(x)<f(a) significa que

f (X)- w(x- a)< f(a)

f(x)- f(a) < f(b)- f(a)
X- a b- a

Por lo tanto f es convexa

DEF Llamaremos punto de inflexién de f a x = a g la tangente a la grafica de f en
(a () cruzalagréfica

PROP Seaf: R 3%,® R unafuncién real de variable real. S f es derivable de orden dos
enx Yy ' (%) > 0, entonces f es convexa en X.

Dem.
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Inmadiata

PROP Seaf: R 33,® R unafuncion real de variable real. Si f es derivable de orden dos
enx Yy f'' (%) <0, entonces f es concava en X.

Dem
Inmediata

PROP Seaf: R 33,® R unafuncion real de variable real. Si f es derivable de orden dos
en X Y % es un punto de inflexion entonces '’ (%) = 0.

Dem.
Inmediata

11. REPRESENTACION GRAFICA.

In x

D fe9==>

1 Domlnlo: Dom(f) = (0,+ )
2. Puntos de corte con los ges:
QY: x=0; noexiste
In x

OX: y=0® f(X)=0p —=0® Inx=0® x=1® P(1,0)
X

3. Simetrias: No hay
4. Periodicidad: No hay

5. Asintotas
a) Horizonta:
jim 11X =8 9- 1) Hopital} = lim }/ =0® y=0
X®+¥ Y e¥ g X
b) Vertical:
im "X =¥ -y @ x=0
x®0" X o*

c¢) Oblicua: No hay porque hay horizontal

6. Crecimiento y decrecimiento. Extremos.
In X
f'(x )—
f'(x) —0® 1-Inx=0P Inx=1® x=eb P(gl/e)Maximo

i f'(x)>0"x1 (0,e)

Secumpleque
T (x)<0" xT (e+¥)

7. Curvatura. Puntos de inflexion.
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" - 3+2In X
f'(x)=———
X
f"(x)=0® -3+2Inx=0® x=¢€"?p Pé%slzfz 3;/—29
€ "9

N n o 1T 3/2
Secumpleque}_f (X)<OlAJ Xl 0.e7)
FE' () >00 xI (e¥%,+¥)

8. Gréfica:
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