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TEMA 22

LA FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA DE VARIABLE REAL.
SITUACIONESREALESEN LASQUE APARECEN.

1. LA FUNCION EXPONENCIAL DE BASE a.

1.1. Potencias de Exponente Natur al.

Dado un nimero real positivo, a, podemos definir una funcién
faN® R
n® a
siendo a" & producto de a por s mismo n veces.
Es fécil comprobar que fi: (N, +) ® R, -) es un homomorfismo:
"n,n,1 Ntenemosque f (n+n,)=a"" =a"a"™= f,(n )f,(n,)

En los siguientes apartados iremos extendiendo el dominio delaf, a Z y a Q hasta
Ilegar a definirla sobre R, y siempre verificando que sigue siendo un homomorfismo.

1.2. Potencias de Exponente Entero.

Sea f(Z,+)® (R',) con f, homomorfismo de grupos. f, verificaque
"2, Z oz +2) = f(z) - fJ(2).

Sabiendo que f, es un homomorfismo, se cumple:

D2 =fz+0) =@ 0 "Z4Zp f0)=1

2)1=10) =faz—-2) =1a(2) - T(- D) P fa-2) = —7~

f.(2)

S escribimos  fi(z) = a* "zl Z', por convenio podemos decir que
1 R
fl-z)===a* "zl Z"
(7)==
Asi conseguimos extender el dominio de f,de N aZ.

1.3. Potencias de Exponente Racional.

Sea 1 Q un nimero raciona. Entonces r:B sendo P un representante

q q
cualquierader, con pl Zy ol Z-{0}.
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Sabemos que fy(1) = apor ser 11 N, y que f, debe ser un homomorfismo.

= fa&ai
q

25

Q-0
CD('D>('D

SEe,

Entonces f%g debe ser un nimero real tal que su potencia de grado g sea a

Comprobemos gque ese nimero existe.

PROP Sea g: R*® R" con g(x) = X". Esta funcion verifica:
1) Es continua.
2) Es estrictamente crecienteen R.

3) lim g(x) = +¥

4) Es un homomorfismo de grupos.

Dem.

1) Lafuncién g(x) es continua por ser un polinomio.

2) Sean X1, Xl R con %3 < Xo.

g(%) - 90u)=x3- % =0 - X )0gH #3570+t X2+ >0

3yComo NN P 1En"nINb x£g(x) "nl N
con x>1 ycomo lim x=+¥ £ lim g(x) P lim g(x)=

4) Hemos de comprobar que (X - X2)" = XX}

La demostracion la hacemos por induccion.

n=1 (1 - %)t =x1 - %

n=2 (X1 - %)% = (X1 - %) (X - X2) = X2-X2

Suponemos cierto (X x2)™* = x"t.x

Para 1 (x%)" = (%%,)" (%) = (x5 %) = X%

Luego laigualdad esciertay g(x - %2) = g(x1) - 9(%)
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De todo esto obtenemos como conclusion que g(x) es un isomorfismo, existiendo
por tanto su inversa

H:R"® R* con (goh)(x)=x=(hog)(x)
Denotaremos como h(x) = x"

Luego " al R* h(a) = &" siendo &" el nimero que verifica que su potencia de
gradonesa

ibi Q: % :é c—i;lq: %gq
Podemos escribir que fg}{m ' y a Efge}ad?l Sa% :

SifQcon r=" tenemos que
q

y ahora solo nos queda comprobar que e resultado obtenido no depende del
representante elegido parar.

Sea r = E dos representantes de r. Verifican que pq” =p’-q

o |o

¢ ¢ ol B oawd
efa — = _efag_:l:l - efag_:u - a

é éd@ & €den 6 édm

. , .00 .pag L
gl _Somal _Roaod? _
efa — = _efa — = - efag_,:u - =a
é6edm & éda & édm 4

y como pq” = p’q, ambas expresiones coinciden.

. b i o
Por convenio, denotaremos fagggzaA conpl Zy q Z.
o
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PROP S a> 1, entonces r!(.!;nl a" = +¥

Dem.

S a>1bp a=1+x con x>0.
ano ano
Por tanto a" = (1+x)" =1+ nx+g ixz+g3¢x3+ ...... >1+nx
2

Y como lim{l+nx)=+¥ b lima" = +¥
n® ¥ n® +¥

PROP Lafuncion f;: Q® R con fy(r) = d verificalas siguientes propiedades:

1) a"az=a""2 "r,r,1Q (Es homomorfismo de grupos).

2) (arl)r2 = qn" "1 Q

3) fy esestrictamente crecientess a> 1y estrictamente decrecientes 0<a< 1.
4) fyescontinua " rl Q.

Dem.

1) Sean r—% y rz=% con pu, Pl Zy o, ool Z

2

Q% __ p 0%

22 E20
(arl _arz)ql-fh _ (arl)qlqz_(arz )qlqz Ca® T Ca%™ =gPh.gPa=
& 3 & o
Como p1o2l Yy p20il Z tenemos
e Pot Ry %
— gt = Cgq @k T+ = (ar1+r2 )ql'qz
@
Portanto a2 =a"a?  "r,r,1 Q

2) Andlogamente a la anterior.

3) Ya hemos comprobado en este mismo apartado que la funcion g(x) = X" es
creciente” nil N y g R*® R, e igualmente h(x)=12/x estambién creciente” ni Ny
hR'® R".
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Como g(x) y h(x) son crecientes, s a>1p a">1"=1y%a>1p Ya" >1
Entoncess r, <r,pb r,-r,>0pP a#" >1p (a’Z' r1)-ar1 >la*bp a?"a*>a'p

P a®*>a" "r,r,1 Q con r,<r,p f,escrecienteparaas a>1.

De forma andoga, s a<lp d=§>1ysi r,<r,conr,r,] Q tenemos que

o _ado 3
* <¢c=x b a'">a” "r,r,| Qb fiesdecrecientepara a <1.
eag eag

4) Como a’- a*= ax(ay"‘ - 1) tenemos que cuando y ® x, s se verifica que
a¥*- 1® 0 podemos asegurar que a’® a”.

Por tanto, para demostrar la continuidad de f, en Q, basta demostrarlo en el origen
(r=0).

Seae>0y a>1b $CIN/1l+re>a
(1+e)">1+ne>ab l+e>aMm

Y portanto e>a’"—1>0

Luego" el Q con O0£r< % sabiendo que f, es creciente tenemos

-]|<e

Ademas, como O<a}/n -1l<eb 0O< a% - 1<e-a%.

Y dividiendo por a% 0<1- a'% <e
Entonces " r1 Q con - %<r£0 seveifica 0£1- a' <e

Uniendo ambas partes:

"e>0 $d>0/"rl1 Q con

e

Luego f, es continuaen r =0y por lo visto & inicio tambiénloes " 1l Q.

Para demostrarlo con a < 1, basta tomar d :é >1 y como fjescreciente "rl Q

gueda que f, es continua para todo valor a positivo.
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1.4. Potencias de Exponente Real.

El homomorfismo £: Q ® R definido en e punto anterior vamos a extenderlo de
forma Unica de tal manera que su dominio sea R. Tengamos en cuenta que " xI R
$(g)1 Q con (q)i N un representante de x.

PROP S (g)i nl Q es una sucesion racional de Cauchy entonces (aq )n Nl R es una
sucesion de Cauchy.

Dem.

Seaa>1(d a=1trivia)

Comoq esdeCauchy "e>0 $n,1 N/|g - g|<es n3n,
p ‘a“ - at :|aq ”l aqi'q“ﬁ K‘l- aqi'q“E(*)
porque como ¢ esde Cauchy b estaacotado b |a“|£ K

()£ K[L- &

y COmo e es tan pequefio como queramos, entonces & es tan cercano a 1 como nos de la
ganab K[i- | <€(l)

P"e>0 $e>0 (que verifique la propiedad (1) y por tanto

$n, 1 N/‘aq- aq"‘<e' § n3n

0]

P a% esdeCauchy en R. (Andogamentes a<1).

Como conclusion tenemos que (a“) es de Cauchy y por tanto define un Unico
numero real que denotaremos por &

Esta definicion no depende del representante elegido, pues s (g°) Q es otra
sucesion de Cauchy que representa a x, se verificard que

G-q®0b a" " ®1
yaque a% {a®%)=a¢

y por tanto (aq )n N Y (a‘“')n N tienen e mismo limite, definiendo e mismo nimero
red.

PROP La funcion f.: R ® R definida por fy(x) = & verifica las siguientes
propiedades:
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1) f, es estrictamente creciente si a> 1y estrictamente decreciente s a< 1.
2) fa: (R, +) ® (R", ) es un homomorfismo de grupos.

3) faes continua.

o) ey (@) <art

3[Iimax:+¥ 1 lima*=0
| >1 X® +¥ J <1 X® +¥
5 Sa ! ima* =0 y sa %Iimaxz+¥
X® - ¥ x® -¥
Dem.
1) Sea a> 1.

S x <x,b $r,sl Q/x <r<s<x,

Sean ()il Qy (G )i ni Q representantes de x; y % respectivamente.
Como x =limg e x=limg P

$nl N/"i3n, g<r<s<gqg’

Por tanto

lli3n

a% <a <a*<a" X
Y entonces

a*<a <a*<a®
Siendo f, creciente estrictamente.

El caso a< 1 se demuestra de forma andloga, basta tomar

1

d==>1
a

2) Sea f.. R® R*

S x, %l Rsean (q)inl Q Yy (g)i Nl Q dos representantes de x; Y %.
Entonces (g + g )i N €S un representante de x; + Xo

Luego (a%)in (@@ )iw y (2% )iw son representantes de xi, % y x1 + X
respectivamente.
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Como fy: Q® R" es un homomorfismo de grupos, se verifica
a%"% =a%a%
entonces
ave=ara®  "x,%1 R
Y como f,(x, +x,)=a% =a%a% = f (x)f,(x,)
Entonces f;: R® R* es homomorfismo.

3) Andlogamente al caso de la funcién exponencial racional, basta que demostremos
que f; es continuax = 0.

Ssbemosque "e>0 $d>0/"ql Q |g<dbp |aq-]|<e
"xT R con |[x|]<d $r,sT Q/-d<r<x<s<d
- S a>1

a'<a‘<a’®

Entonces 1- e<a' <a*<a®*<l+e

Y "e>0 $d>0/"x1 R con [x<dbp ax-q<e
- S a<l1
a">a">a’
Entonces 1- e<a’<a“<a’ <l+e
Y "e>0 $d>0/"xI R con |x<dp ax-14<e

Do) e
Sea(qg)ii Nl Q unrepresentantedex; y (G )inl Q de .

Entonces limgi=x y limqg =%
Como (a"‘ )q =a%% (yavisto en el punto anterior) y Si tenemos en cuenta que:

1 lima% =a"
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2) g(x)=x%" escontinua " g1 Q
tenemos que
fax ) =2
y como f, escontinua
(ax1 )Xz — gre
- (ab) =a* b
Inmediata.
5) Para a> 1.

Que XIQ!)m a* = +¥ esconsecuenciade I(i@m a" =+¥ vy que f, escreciente.
+¥ n® +¥
VI |
Iima*=Ilima”?’=Ilim—=0
X® - ¥ X® +¥ yo+ Y
De forma andloga se demuestrapara a< 1.

PROP Lafuncion exponencial debasea(at 1), fa: (R, +) ® (R", -) es un isomorfismo
de grupos.

Dem.
1) Como a*™ =a*-a* b f,eshomomorfismo.

2) fy(x) =& esestrictamente creciente P Inyectiva f;escontinua y Recf,b=R" b
suprayectiva.

S f, eshomomorfismo y biyectivab f, eslsomorfismo.

2. LA FUNCION LOGARITMO DE BASE a.

En e punto anterior hemos demostrado que la funcion
fa (R, +) ® (R, )

X® f(x)=&
es un isomorfismo de grupos. Por tanto existe la funcién reciproca de £, f.', que

llamaremos funcién Logaritmo en base a, y se denotapor f,*° log, .

fo (R, )® (R, +)
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x® f*(x)=log, x
verificandose
a'°%0) = x =og_ a*

a

yaque

(f,o £2)00) = x= (70 1.[x)
PROP Lafuncion log: R*® R verifica las siguientes propiedades:
1) log, es estrictamente creciente s a> 1y estrictamente decreciente s a< 1.
2) logs: (R*, ) ® (R, +) es un homomorfismo de grupos.

3) log, es continua.

i limlog, x=+¥ ilimlog, x=-%¥
] > rx(:@+¥ y < 'x®+¥
4)S a l%xl(!@r_rllogax:# ys a 11"x|(éf2|09ax=+¥

Dem.

DSeaa>1ly x<x

Sabemosque a* < a® yaquelafuncion a escreciente estrictamente.
X, = q'°%% = log, a*

X, = alogaxz :Ioga a®

Supongamos que log, X1 3 10gy X2

Entonces a'°%% 3 "% p x 3 x, |lo que es una contradiccion.

Luego logy x1 £ logy X2 y lafuncion log, x es una funcion estrictamente creciente.

De forma andloga se demuestra a< 1.
2)Como @=1b log,1=0 ( f;*(e)=e transformael neutro en el neutro).
" xq, Xl R

XX, =al% y

loga XX — ~logs X +10g, Xo
_ o log. X, _ .log, x,+log. x P a =a P
)&'X _agaxl_agaZ_agal Ga X2
2
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Al ser & una funcion inyectiva se verifica
log, x,-x, =log, % +log, X,
gue es o mismo que:
frt(xox) = 7 (%) + £2(x)
3) Inmediata.

4) Los limites son inmediatamente deducibles sin mas que tener en cuenta que
loga x y & son funciones reciprocas.

PROP Se verifica

1 log,y*=xlog,y "xI R "y>0
2) log, y =log, ylog,b " ab,y>0
Dem.
1) y* :(alogay)x — gXlomy
Entonces

log, y* =log, a** = xlog, y
Luego

log, y* = xlog, y
2) Sabemos que y = p'o®Y
Entonces log, y =log, b'"**”
Y aplicando €l apartado anterior

log, b"**” =log, ylog, b

Luego

log, y=log, y-log, b
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Hay un caso especia de funciones exponenciales, que son aquellas en las que la
base es € nimero e. Estos son muy Utiles a la hora de hacer estudios fisicos ya que
aparecen con gran frecuencia en los problemas de crecimiento de poblaciones.

La funcién reciproca de la exponencia f(x) = €, es e logaritmo en base e de x, 0
también [lamado logaritmo neperiano de x (en honor a Juan Neper), Lnx. En concreto,
para los matematicos, el logaritmo en base e es e mas importante debido en gran parte a

que es la integral de la funcién f(x):%, aunque esto se salga del tema, pero su

utilizacion es muy grande y la tendencia natural es a manegjarlos con mayor frecuencia
gue ninguno, pudiendo transformar cualquier otro logaritmo en neperiano mediante la
expresion:

_Inx

log, x=—
Ina

a

3. FUNCION POTENCIAL.

DEF Llamamos funcién potencial a f: R"® R* con f(x) =X siendo f R*.

La definicion tiene sentido ya que i R® y como ¥ R* el simbolo X podria ser
considerado de forma puntual como la funcion exponencial de base x.

PROP Lafuncion potencial f(x) = X verificalas siguientes propiedades:
1) Es estrictamente creciente s r > 0y estrictamente decreciente.
2)S r<0 f: (R, )® (R, ") f(x) =X esun homomorfismo de grupos.

3) Es continua en todo su dominio.

i- limx =0 -‘l-lirqxr:+¥
4HS r>0f @0 y 9 r<Qj®?

x Im X" = +¥ x limx =0

Tx®+¥ Tx®+¥

Dem.

Esta proposicién casi en su totalidad la tenemos demostrada antes en € caso de que
r sea un natural. Demostrémosla ahoracon rl R.

Si tenemos en cuentaque X' = a" %>
Podemos definir g(x)=a* y h(x)=r-og, x

Verificandose que  f (x) = (g o h)()
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1) Si elegimosa< 1, g(Xx) es estrictamente crecientey h(x) también en caso de que
r>0. S r <0 entonces h(x) es estrictamente decreciente. Al componer ambas
funciones, se demuestra lo que queriamos.

2) f(x) = X es un homomorfismo de grupos por ser composicion de dos
homomorfismos.

Portanto f(x,x,) = f(x )} f(x,)

Yes (x%) =%

3) f(x) = X' es continua por ser composiciéon de funciones continuas en todo su
dominio.

4) Inmediato.

4. SITUACIONESREALESEN LAS QUE APARECEN.

4.1. Funcion Exponencial.

a) La desintegracion atomica.
N(t)= N, e* siendo
No = nimero de aomosinicial (t = 0)

K = constante de desintegracion del elemento.

b) Enfriamiento de un cuerpo.

flt)=be  +e "‘é‘( M (n)e*"dn
K = constante.
b =temperaturaen t=a

M(t) = temperatura ambiental.

c¢) Caida de un cuerpo en un medio resistente.

2 Kt A
f(t)=9 ., I & w12
K K&

N

d) Crecimiento de Poblaciones.

Lafuncion exponencial aparece al calcular e crecimiento de una poblacion donde
la tasa de crecimiento se mantiene constante, pudiendo ser positiva o negativa.
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P, = tamafio inicial de la poblacion.

K = tasa de crecimiento.

t = tiempo transcurrido.

Con € paso del tiempo, diversos factores influyen en el crecimiento de la poblacion
haciendo que la funcion exponencial de adapte a la funcidn logistica, moderando su

crecimiento (o decrecimiento).

Las funciones logisticas tienen como expresion

oft) = ——

€) Problemas de Interés Compuesto y Continuo.
En los problemas de interés compuesto, disponemos de un capita inicia que va

incrementéndose al afiadirle los intereses producidos. Si €l capita inicia es G y €
interéses|, el capital C que tendremos al cabo det afios sera

c=cC,(1+1)
Ilamado capital compuesto.

Si los intereses se devengan cada instante (cada infinitésimo de tiempo) la expresion
parael capital C es

Ilamado capital continuo.

4.2. Funcion L ogaritmica.

a) La Escala de Richter.

La escala de Richter es una escala logaritmica de base 10 que mide la fuerza o
intensidad de los terremotos. Al ser su base 10, un terremoto de intensidad 5 es 10 veces
mayor que otro de intensidad 4, 100 veces mayor que otro de intensidad 3 y asi
sucesivamente.

Teniendo en cuenta esto, un terremoto de escala 8’4 es 501 veces més intenso que
otro deescala 7’7, yaque
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108'4

o7 =10°" » 501

b) pH.

El pH de una solucién es la medida de su acidez, y mide la concentracién de iones
[H'], que son los &omos de hidrégeno por litro.

1
pH =log,, [m
3

¢) Reglade Célculo.
La regla de Célculo sirvio, hasta la aparicion de las calculadoras, para simplificar
operaciones complicadas. Se apoya en las propiedades de los logaritmos que permiten

traducir productos en sumas, cocientes en restas, potencias y raices en productos y
cocientes, etc.
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