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TEMA 55

LA GEOMETRIA FRACTAL. NOCIONES BASICAS.

1. INTRODUCCION A LA GEOMETRIA FRACTAL.

1.1. Una Geometria para las Formas Irregulares.

Hasta ahora la matemdtica y, més concretamente, la geometria ha explorado €l
mundo fisico cas siempre simplificando la realidad compleja que é mismo encierra en
sus leyes 'y en sus formas.

Las dos simplificaciones mas habituales se refieren por una parte a la linealizacion
de las leyes (aproximacion lineal de unaley que no lo es) y por otra, la regularizacién de
las formas geométricas (se suponen suaves o lisas tanto lineas como superficies que en
rigor no lo son).

Muy recientemente se ha descubierto como procesos regidos por leyes estrictamente
deterministas (p.e., la temperatura en un punto de la Tierra) dan lugar a futuros inciertos
e impredecibles de los que lo Unico que podemos saber es que “vagan” cas
aleatoriamente por regiones geométricas de estructura muy irregular. Son los llamados
Procesos Cadticos de tipo determinista. Si a esto unimos los caprichos del azar, es decir,
la existencia de procesos puramente aleatorios, € resultado es una naturaleza con
formas muy irregulares y caprichosas.

Pero la Matematica, una vez mas, no se ha dgado vencer y asustar por este nuevo
reto y, aunque en primera instancia utiliza para éstos nombres catastrofistas (irracional,
caos, etc.), del mismo modo que racionalizdé por medio de Dedekind € concepto de
nimero irracional, ahora pretende explorar y encontrar orden y regularidades en formas
geométricas aparentemente cadticas. Podemos afirmar pues que acaba de nacer la
Geometria Fractal.

El término fractal fue acufiado recientemente por Mandelbrot para designar ciertos
objetos geométricos de estructura irregular que é constatd por primera vez, y que
estaban presentes en muchos comportamientos y formas de la naturaleza, aunque ya
habian sido tratados desde finales del s. X1X desde € punto de vista matematico dentro
de lo que se conoce como Teoria Geométrica de la Medida.

Ha sido, por una parte, € descubrimiento de Mandelbrot y, por otra, €
descubrimiento del caos determinista, 10 que ha provocado € enorme desarrollo y la
importancia que en poco tiempo ha adquirido esta geometria.

Hay muchos procesos en la naturaleza que conducen a formas irregulares. Pero

podemos destacar tres sumamente importantes, en los que habituamente esta el origen
de lairregularidad. Pasamos a describirlos.
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a) La Separacion de Fronteras.

La frontera de separacion de dos medios suele venir caracterizada por € hecho de
gue miradas a cualquier escala, se observan incursiones de un medio en € otro. Y
cuando aumentamos el grado de resolucion de la medida de la longitud o del &rea, éstas
aumentan indefinidamente. Asi pues, la modelizacion de estas fronteras, cuando esto se
tiene en cuenta, ha de hacerse con un tipo especial de curvas (0 superficies) con la
curiosa propiedad de que la longitud (o € &red) de las mismas es infinita, hechos que
nunca ocurren con curvas o superficies suaves (diferenciables en todos los puntos).

Como gjemplos de uso de este tipo de modelizacion tenemos que es utilizada para €l
estudio de costas, accidentes geogréficos, accidentes geol égicos, superficies de fractura,
superficies de separacion de fluidos, etc.

b) Los Procesos de Ramificacion.

Un proceso de ramificacion se puede explicar esquematicamente a partir de la figura
siguiente:

Podemos ver que el segmento inicia se ve
reemplazado, por gemplo, por otros tres tales
gue la suma de sus longitudes resulta mayor

—p gue la del origina. Es conocido que la
naturaleza utiliza procesos similares en
muchas ocasiones y a todas las escalas,
resultando estructuras ramificadas de las que
anteriormente la geometria clésica no se habia
ocupado.

Como gemplos de este tipo de estructuras tenemos los polimeros ramificados,
estructuras coralinas, etc.

c) LaFormacion dela Porosidad.

Si queremos modelizar fielmente la presencia de “idas’ (poros) de todos los
tamafios, de un medio en € seno de otro, esto ha de hacerse con objetos geométricos
nuevos que, a todas las escalas, tengan “idlas’ que no pertenezcan a dicho objeto. Puede
resultar asi un solido sin volumen, con otras propiedades que, en principio, choquen con
laintuicion.

Por gemplo, puede pensarse en la geometria de una nube, una esponja ,etc.

El estudio de este nuevo tipo de objetos geométricos tiene aspectos y enfoques
totalmente nuevos y diferenciados respecto a la geometria tradicional, que hacen de la
geometria fractal una nueva geometria.
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1.2. Geometria Fractal versus Geometria Diferenciable.

La caracteristica mas peculiar de la geometria fractal consiste en abordar € estudio
de formas geométricas no diferenciables o quebradas, a cualquier escala que se miren.
Este hecho, ta vez, queda oculto por la forma en que usuamente se contrapone
geometria fractal a geometria euclidea, cuando seria mucho mas preciso establecer la
division entre geometria fractal y geometria diferenciable.

La geometria diferenciable estudia las formas geométricas que miradas en
“pequefio” son lisas. En e caso de una curva, por giemplo, no diferenciabilidad significa
gue, localmente, se comporta como una recta y, aunque las formas que estudia la
geometria euclidea pueden ser diferenciables, la clasificacion geometria euclidea/no
euclidea no coincide con la clasificacion geometria diferenciable/no diferenciable.

Cuando se estudia un fendbmeno real, e mismo contexto establece habitualmente €l
alcance del término “en pequefio”. El objeto estudiado tendra medidas de determinada
magnitud, y los intrumentos de medicion o nuestro propio interés limitardn los minimos
relevantes de dichas medidas.

El modelo diferenciable es valido siempre que a estudiar muestro objeto con cierto
grado de aproximacion mayor que ese minimo, su comportamiento local a una escala de
tal orden sea liso. Debido a que observador dotado de una vison norma no puede
apreciar las rugosidades en la superficie lunar, también estara dispuesto a admitir que
una esfera es un modelo geométrico adecuado para ella. Sin embargo, un selenita que
habitase en un créter de la Luna podria oponer serias objeciones a tal comparacion. Por
tanto, la utilidad de cuaquier modelo esta en relacion directa con la oscilacion entre los
valores minimo y maximo considerados en las magnitudes que se estudian.

La evidencia experimental indica que la regularidad aceptada por la geometria
diferenciable es excesivamente fuerte para poderse adaptar satisfactoriamente a la
mayoria de las formas reales.

La geometria fractal ofrece un modelo aternativo que busca una regularidad en las
relaciones entre un objeto y sus partes a diferentes escalas. Esta forma de regularidad no
precisa € encorsetamiento del objeto en otras formas geométricas que, aungue
elementales, no dejan de ser externas a mismo. Busca la l0gica interna del propio
objeto mediante relaciones intrinsecas entre sus elementos constitutivos cuando éstos se
examinan a diferentes escalas. De esta forma no se pierden la perspectiva ni del objeto
globa ni del aspecto del mismo en cada escala de observacion. La geometria fractal
busca y estudia los aspectos geométricos que son invariantes con el cambio de escala.

Cuando se explora lalégica interna a que nos referiamos antes, puede construirse un
modelo matemético del objeto expresable como € limite de un proceso geométrico
iterativo que, con mayor o menor facilidad, se repite indefinidamente.

Dicho proceso iterativo, que resume la organizacion del objeto a sus diferentes
escalas y lo caracteriza, puede provocar en cada iteracion una ruptura (fractura) de la
“suavidad” que conlleva la ausencia de diferenciabilidad del objeto limite. De esta
forma, la geometria fractal, ademas de no perder la perspectiva del objeto en cada escala
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de observacion, readliza e andlisis local del objeto sin la necesidad de suavidad del
mismo, hecho que requeria la geometria diferencial para aplicar sus técnicas.

1.3. Geometria Fractal y Teoria Geométrica de la M edida.

Actualmente, o que se entiende por geometria fracta es una parcela de las
matematicas cuyos limites reales no estan todavia del todo claros. Historicamente, sus
origenes se remontan a finales del siglo XIX y principios del siglo XX, con la aparicion
en e campo de las mateméticas de conjuntos geométricos de propiedades
aparentemente paraddjicas.

En dichos conjuntos (curvas de Peano y Koch, conjunto de Cantor, etc.) parecia
existir una discordancia entre su tamafio real y su configuracion especial como conjunto
de puntos (curvas con area o con longitud infinita entre dos de sus puntos, etc.)

Los gemplos plantearon la necesidad de establecer una medida adecuada de su
tamario, por una parte, y por otra € estudio de su forma o propiedades geométricas. De
esta forma, se inicié una nueva parcela de andlisis matematico denominada Teoria
Geométrica de la Medida, que tuvo como punto de partida la definicién del concepto de
Dimension de Hausdorff. Este concepto establecia da distincion del tamafio de los
conjuntos paraddjicos y sentd sus bases con los trabgos de Besicovitch,
aproximadamente sobre 1920 a 1930. En ellos, con singular ingenio, estudié las
propiedades geométricas de los conjuntos planos que € llamé Irregulares: eran el
arquetipo de lo que hoy llamamos fractales, y sus trabgos fueron los cimientos de la
geometria fractal.

A partir de entonces, matematicos como Federer, Marstrand, Davies Falconer, etc,
contindan € estudio de este tipo de conjuntos. En 1981, Hutchinson publica un trabajo
donde desarrolla un concepto basico de la geometria fractal: € de conjunto
autosemejante. En 1977, Mandelbrot, en su obra “La Geometria Fractal de la
Naturaleza’, ademés de acuiiar € término fractal, definede una idea que se convertiria
con € tiempo en larazon del crecimiento exponencial de las aplicaciones de éstay de la
actual popularizacién del término: las formas de la naturaleza son fractales y mdltiples
procesos de la misma se rigen por comportamientos fractales.

El Udltimo punto clave en e desarrollo de la geometria fracta ha sido €
descubrimiento del Caos Deterministay e impacto del ordenador.

En sistemas dinamicos, € valor X de un estado presente se va transformando con el
tiempo, sometido a una ley fija F (funcion) y va tomando los valores sucesivos

X0 x1=F(x0) xo=F(x1) ... Xn=F(%-1)

gue, bgjo ciertas condiciones, se van acercando a un conjunto ha llamado Atractor del
sistema. A veces, puede suceder que dicho atractor tenga una estructura fractal (atractor
extrafio), hecho que suele ir unido a la circunstancia de que dos presentes proximos, X y
X 0, pueden dar lugar a futuros que se acercan y se aejan con e tiempo de forma cas
aleatoria, de los cuales, |0 Unico que se sabe es que estan, 0 se acercan con € tiempo, a
atractor extrafio. Se tiene asi una situacion que aun siendo determinista es, de hecho,
impredecible: es e llamado caos determinista.
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Por otra parte, la exploracion de los futuros X, X, ..., X, ... mediante iteraciones de
la funcion F, hoy en dia es una tarea realizada por € ordenador, que ha supuesto una
ayuda indispensabl e para aproximarse (solo) a la geometria de esos atractores extrafos.

2. ELEMENTOS GEOMETRICOS ESPECIALES.

A principios del siglo pasado, a la teoria de la medida le surgieron una serie de
problemas derivados de la aparicién de conjuntos con propiedades no concordantes con
Su estructura geométrica (topol ogica).

Con dichos conjuntos aparecian los primeros g emplos de lo que llamamos fractales.
Sus paraddjicas y sorprendentes propiedades fueron uno de los sustos que la
matematica, en toda su historia, ha padecido. Se llegaban a resultados capaces de
violentar € sentido comun y que obligaban a los mateméticos a prestar atencién a los
fundamentos de la misma

En lo que se refiere a problema de evaluacion del tamafio de los conjuntos
geométricos, tales gemplos ponen de manifiesto la insuficiencia de la medida de
Lebesgue y levantan de nuevo, con mas fuerza, los problemas de la teoria de la medida.

2.1. El Conjunto de Cantor.

Es un giemplo clasico de conjunto no numerable con e mismo cardina del continuo
pero, a pesar de ello, con medida de Lebesgue unidimensiona nula (longitud).

Se construye de la siguiente forma:

Partiendo del intervalo unidad Eo=[0,1], se divide dicho intervalo en tres partes
iguales. Consideramos los dos interval os cerrados de |os extremos:

Ny é2 .0
E :90,—/ E.="1-
11 8 3H 12 SsrlH

ambos de longitud }é .

Cada uno de estos intervalos se divide a su vez en tres intervalos iguales,
prescindiendo de los interval os centrales. Tenemos, por tanto, cuatro nuevos interval os:

&2 71 é3 .U
=, — E24:,\_’ p
&' o &

5 1 é2 1
E21 = % - Ezz = 5 E23

u
& of &9'3H
siendo cada uno de longitud }6

Si continuamos indefinidamente este proceso, en e paso K-ésimo obtenemos 2
intervalos cerrados:

B j12..,2¢
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donde cada uno de ellos es de longitud 3.

Para cada vaor de k definimos;

2k
E=JE,
j=1

Observemos que con los conjuntos E¢ para k:1, 2, ... tenemos una sucesion
decreciente, es decir .
Eceal B¢ "k

DEF El conjunto limite de este proceso

recibe e nombre de Conjunto Ternario de Cantor.
PROP El conjunto C de Cantor es no vacio y cerrado.
Dem.

En primer lugar, destaquemos que e conjunto de Cantor es No Vacio, pues en cada
E. estan, por lo menos, los extremos de los 2¢ interval os cuya interseccion buscamos.

Ademés, es Cerrado, por ser interseccion de cerrados.
PROP El conjunto C de Cantor es No Numerable.
Dem.

Cada punto de C se representa de forma Unica mediante

a a
ﬁ+&+_3+ + "4

a= st Ty et
donde g tomalosvalores002 " i.
Podemos, por tanto, escribirlo en base 3 de laforma:
a=0aa,a,..a,..

Reciprocamente, cada expresion de este tipo corresponde a un punto de C.

Supongamos que estan todos en € siguiente cuadro (es decir, supongamos que es
numerable):

a‘'=0aaja,..a ...
a’=04a’ajal..a’...
a’*=0a’ala’..a’...
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Entonces, formemos otro, de la forma

b=0bb,b,.b,...
con €l criterio siguiente:

S a =0 b =2
S a =2 b =0

S S5 5 S

b,
b,
El nimero b construido de esta manera no esta en el cuadro anterior, y sin embargo,
esdeC.
Luego C no es numerable.
PROP El conjunto C tiene medida de Lebesgue unidimensional nula.
Dem.

Para cualquier etapa k, la familia de intervalos {Eq} con j:1, 2, .., 2¢ es un
recubrimiento de C formado por interval os diguntos.

Asi tenemos:
A 2 u 2 Lk
LC)ELdJEu=8 L(E,)=2 3 = B0
6T 0 j=a e3g

K
Puesto que ladesigualdad es cierta™ k'y 8%9 ® 0 cuando k® ¥ , seobtiene
€39

L’(C)=0

El conjunto de Cantor, ademés de las propiedades ya demostradas que le hacen
contradictorio, tiene otras propiedades interesantes que dan idea de su estructura.

PROP EI conjunto C no contiene interval os, es Infinitamente Poroso.

Dem.

En primer lugar, cada punto viene determinado por la sucesion de intervalos {E}
conj:1,2, ..., 2, formado en cada etapa k por € intervalo Exj (1£j£2%) que contiene a
punto.

El didmetro de dichos interval os tiende a cero. De esta forma, cualquier intervalo de
la forma (a,b) que contenga a punto X, es tal que existe un intervalo E; de la sucesion

{Eq} asociadaal punto x tal que Egjl (a,b).

Ahora bien, los puntos del intervalo abierto central resultante de dividir E; en tres
partes no son del conjunto C.

Por tanto, el conjunto C no contiene intervalos, lo cual significa que es Infinitamente
Poroso.
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PROP Todo punto de C es limite de una sucesién de puntos de C.

Dem.

Cada punto X C es limite de la sucesion formada por los extremos de los intervalos
Ey; de la sucesion {E;} asociada a dicho punto.

2.2. Curvas de Peanoy Hilbert.

En 1890, Peano construye una curva continua que pasa por todos los puntos del
cuadrado unidad [0,1]x[0,1]. Era e primer ggemplo de una “curva que llena un espacio”.
Afios mas tarde Hilbert, interesado también por este tipo de problemas, construye otra
del mismo tipo, con una construccién geomeétrica méas ssimple de descubrir.

Lacurvade Hilbert se construye como sigue:

i

11
1

Dividimos & cuadrado unidad en cuatro cuadrados y unimos los centros de dichos
cuadrados por segmentos, tal como se ve en lafigura.

Cada uno de los nuevos cuadrados se divide nuevamente en otros cuatro cuadrados,

y conectamos sus centros comenzando siempre por € cuadrado inferior izquierdo y
terminando en el cuadrado inferior derecho.

Se continda asi indefinidamente, uniendo los centros de los cuadrados que resultan
en cada etapa. La curva limite de tales poligonales “llena” e cuadrado unidad.

En la figura siguiente tenemos las seis primeras iteraciones de este proceso infinito.

9/18



_L_ [jLIJ |1r

E”Enj

[

i

H,E_EHFI;:IR

2.3. CurvadeKoch.

En 1904, e matematico sueco Koch construye la curva que hoy lleva su nombre, de
la forma siguiente: se parte del segmento unidad [0,1] y se divide en tres partes,
sustituyendo la parte central por los dos segmentos que junto con dicha parte formarian

un tridngulo equilétero. Se obtiene asi una poligonal P; de longitud % :

Po

A e

10/18



Cada uno de los cuatro segmentos que a=0
asi quedan determinados vuelven a
generar, mediante la misma operacion,

otra poligonal P,, de longitud 1%.

e
Se procede indefinidamente de esta m
manera, obteniendo en cada etapa k una "_“_’_/\
o0 i jn?““g
poligonal P¢ de longitud ¢== . En la )_A_(_/\_?
ggﬂ e (_(_/\_FAZJ\,

figura siguiente aparecen 5 iteraciones
de este proceso. by
"mni mﬁ..m

n=3

La curva de Koch se define como la curva limite a que converge la sucesion Py
LK

cuando k® ¥. Se trata, por tanto, de una curva de longitud infinita, ya que %9 ® ¥.
e3g

Pero podemos decir mas, la longitud de la parte de la curva comprendida entre dos
puntos cualesquiera de la misma, también esinfinita.

2.4. Funciones de Weier strass.

Weierstrass dio otro gemplo de una curva con comportamiento anaogo a las
anteriores, pero definida de forma analitica, es decir, como grafo de una cierta funcion.

La funcion de Weierstrass se define como:

¥
f(x):él‘s‘z"-%n(lix) con 1<s<2 y | <1

i=1
Dicha funcion es continua pero no diferenciable en ningun punto.

3. LA DIMENSION EN LA GEOMETRIA FRACTAL.

3.1. Dimensiones Fraccionarias. Dimension de Homotecia.

Vamos a construir un conjunto
semgante a conjunto de Cantor, pero
en este caso partiremos de un cuadrado
cerrado (borde incluido) de lado 1, que
[lamaremos Q.
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Tomemos en cada una de sus cuatro esguinas un cuadrado de lado r 8%) <r< %9, de
e [%)

forma que los cuadrados no se solapen entre si. Llamemos Q; (1£i£4) a los cuatro

4

cuadradosy sea E, = U Q € conjunto formado por la unién de ellos. Se repite ahora la
i=1

construccién a escala sobre cada uno de los cuadrados Q;, tomando en cada una de sus

cuatro esquinas un cuadrado de lado r?, alos que llamaremos Qi (1£i,jE4).

Obtenemos asi una coleccién de 16 cuadrados de lado r?, a cuya union llamaremos
E,. Repitiendo este proceso, llegamos a la etapa n donde nos encontramos con 4"
cuadrados

Q 1£i0,,iy,i £4

iy.ip n
cuya union es el conjunto E,. Definimos entonces el conjunto E como interseccion de
todos los E..

E=(E,

¥
n=1
Unavez definido € conjunto E, lo que nos interesa saber es cudl sera su dimension.

Puesto que en cada una de las etapas, e conjunto E, es union de cuadrados, resulta
tentador suponer que la dimension de E es 2. Sin embargo, como E es unién de $
cuadrados disuntos de lados ", la superficie de E, es 4" y como se verifica que

re <%, la superficie de E, es tan peguefia como deseemos, con tal de tomar n

suficientemente grande. Como E estaincluido en E, (" n) la superficie de E es nula, lo
cual nos sugiere que descartemos € valor 2 parala dimension de E.

Otra forma de ver la construccion de E es pensar

en el primer paso, en e que quitamos a cuadrado .
Q € conjunto en forma de cruz complementario

E: y nos quedamos con € resto, que es k. asi
continuamos en 1os sucesivos pasos del proceso.
Razonando de esta manera, cabe pensar que para

obtener E hemos vaciado €l cuadrado inicial Q de

forma tan exhaustiva que lo que resta no es una
superficie. Pero entonces, ¢qué es o que queda en

E?

Para poder responder a la pregunta formulada, numeramos las cuatro esquinas de
cada uno de los cuadrados de cada E, con nimeros del 1 a 4 segun una regla fija (por
gemplo comenzando en la esguina inferior izquierda y siguiendo € movimiento
contrario alas agujas del relgj).

Esta numeracion permite asignar de forma biunivoca a cada sucesion finita de k

ndmeros naturales i, b, ..., ik comprendidos entre 1 y 4 uno de los cuadrados que
componen E, €l cua sera el que se obtiene eigiendo primero el cuadrado que ocupe la
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esquina del cuadrado inicia Q, indicado por € numero de la sucesion iy, eligiendo
después dentro de éste el cuadrado que ocupa la esguina indicada por i, y asi
sucesivamente.

Las sucesiones de nimeros naturales comprendidos entre 1 y 4 son, de esta forma,

una especie de escalera que permite “descender” alos interiores del conjunto cantoriano
E

De hecho, si consideramos sucesiones infinitas, en lugar de sucesiores finitas, con
ayuda de €ellas podremos llegar hasta los mismos puntos de E. Cada sucesion infinita va
definiendo una sucesion de cuadrados, cada uno de ellos encerrado en e anterior y
conteniendo a siguiente, y cuyos lados tienden a cero, de forma que la interseccion de
todos ellos define un Unico punto, segun el principio de los interval os encajados.

Es evidente que cada uno de los puntos asi obtenidos esta en el conjunto E pues lo
esta en cada E,. Es fécil ver que cualquier punto de E se puede obtener de la misma
forma, debido a que dicho punto debe pertenecer a algin cuadrado E, en cada paso n, y
el proceso de seleccién de cuadrados es precisamente el que nos lleva a la construccion
de las escaleras infinitas.

Por otro lado, es claro que en e momento en que dos sucesiones difieren en un
simbolo, los correspondientes puntos de E son diferentes, Es por ello que podemos
afirmar que e conjunto E tendra tantos puntos diferentes como sucesiones distintas se
pueden formar con nimeros comprendidos entre el 1y € 4, siendo el nimero de éstas
infinito y con potencia del continuo. Por tanto en E hay tantos puntos como en todo el
cuadrado inicial Q. Es por elo que parece demasiado grande como para asignarle la
dimension O.

Veamos ahora, por ultimo, si la dmensién de E es 1. Ello seria posible s nos
fijamos que la construccion de E se hace vaciando cada uno de los cuadrados que
componen los conjuntos en toda su superficie, y nos fijamos en e perimetro de esos
conjuntos y no en su superficie.

Podriamos ancebir E como conjunto limite de las curvas formadas por los bordes

de los cuadrados de los E,. Sumando los perimetros de los 4" cuadrados de lado 1" que
componen E,, obtenemos una longitud total para dichas curvas de:

Pn - 4n+lr n
Sr >% entonces P,® ¥ y E parece demasiado grande para considerarlo una

curva.

S <%, entonces P,® 0y ladimension de E parece intermediaentre Oy 1.

Sr 2% entonces P,=4 y s0lo en este caso parece adecuado que la dimensién de

Eseal.
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Asi pues, s queremos que € proceso de medida dé como resultado un nimero
finito, nos vemos abocados a prescindir del prejuicio de gue las Unicas dimensiones
posibles son las enteras, |0 que nos conduce a ensayar Dimensiones Fraccionarias.

Un procedimiento para asignar una dimension fraccionaria a E consiste en
considerar tal conjunto como limite de los conjuntos de E, y asignarle, en consecuencia,
una medida d-dimensiona limite de las medidas d-dimensionales de |os conjuntos E,.

Si d=2 sabemos que la medida bidimensional que corresponde a E, es 4'r*", o lo que
es lo mismo, 4"I,2 donde I,=r" es &l lado de cada uno de los cuadrados que forman E..

S d=1 habiamos estimado la medida unidimensional de E, que es 4x4"l,. Es la
longitud del perimetro de los cuadrados que |o determinan.

Por tanto, resultaria natural considerar la expresion 4'xl,> como estimacion de la
medida tridimensional de E,. Siguiendo € mismo razonamiento, podemos estimar la
medida d-dimensional de E, como

k-4",

donde k es una constante que depende de la dimensién, pero que no varia, afectando
solo como factor de proporcionalidad en e limite, sin alterar el hecho de que éste pueda
tomar los valores cero, finito o infinito, para una dimension determinada.

Por e contrario, € parametro que determina cual de estos resultados finales sera el
: ., 1 : .
correcto es la dimension d. Sabemos que salvo para r :Z’ las dimensiones enteras

conducen siempre a limite 0 o infinito.

Vamos a tratar de ampliar las dimensiones fraccionarias para poder gustar el valor
de € parametro d de tal forma que € limite de la expresiéon , la cual sera nuestra
estimacion de la medida d-dimensional de E, no tome los valores O o infinito. Si
podemos encontrar dicho valor de d, serala dimension que asignaremos a E.

Basta tomar d de manera que:

|d _35-0
n _%T
eag

ya que entonces
k418 =k  "n

y éste sera el valor que laexpresién tomaen € limite, y equivae a:

r' =g== pues l=r"

y por tanto
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1
IOgZ_- log4 log4 _ log4

logr logr - logr Iog1

r
Obtenemos que la dimension es:
dm E =194

1
log—
r

Podemos comprobar ahora mediante la expresién obtenida que:

S 1<r<1 P 1<dmE<2
4 2

S O<r<% P O<dmE<1

S r=1 P dmE=1
4

Este procedimiento nos lleva a uno de los posibles conceptos de dimension
fraccionaria, y es la llamada dimension de homotecia. Su aplicacién exige que €
conjunto en cuestion pueda ser descompuesto en copias de si mismo a escala, propiedad
muy especifica de dichos conjuntos. Cuando las figuras no verifican la propiedad

anterior no podemos aplicar la dimension de homotecia, teniendo entonces que recurrir
aladimension de Hausdorff.

3.2. Dimension por Recuento de Cajas.

Aunque € concepto de dimensién con € que generamente se trabgja en geometria
fractal es el de dimension de Hausdorff, existen otras definiciones de dimension mas
faciles de computar y coinciden con ella en los casos mas interesantes.

Quiza el més extendido sea el de Dimensién por Recuento de Cgjas. Laidea centra
es encontrar un proceso de medida a cierta escala d que ignore las irregularidades de
tamafio menor y estudiar como varia dicha medida cuando d® O.

Supongamos una curva C no necesariamente rectificable (de la que no podemos
calcular su longitud). Si reticulamos e plano con cuadrados de lado d, podemos definir
“d-longitud de C” como la suma de las longitudes de los lados de los cuadrados del
reticulado que cortan a la curva C, y asi, el nimero de éstos es Ny(C) y la d-longitud
seria

Ld(C):Nd(C)-d

Si la curva fuese rectificable, podriamos esperar que, cuando d® 0, Ly(C) tendiese a
la longitud de dicha curva, pero si a ser mirada a cualquier escala siguiese mostrando
irregularidades (es decir, una curva de “dimensién” mayor que 1) cuando hiciéramos
tender d® 0, € valor Ly4(C) tenderia ainfinito.
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Definimos la dimension de recuento por cajas de un determinado conjunto E como

dimB E= L|mM
d®0 - Iogd

donde N4(E) es & nimero de cubos de la d-mdla (en R") que corta a E, siempre y
cuando dicho limite exista.

Puede demostrarse que N4(E) se puede sustituir, entre otros, por los siguientes
numeros.

El menor nimero de cubos de lado d que cubre E (no necesariamente
pertenecientes ala d-malla).
El menor nimero de conjuntos de diametro alo sumo d que cubre E.

Ademas, en los casos més importantes, €l limite anterior suele existir, 1o que permite
simplificar su célculo tomando:

Se tiene entonces

donde Nk (E) es & nimero de cubos de |a etapa k-ésima que cortan a E.

Como gjemplo de aplicacion, si E fuese € conjunto de Cantor tenemos que:

dm g-log2
log 3

4. GEOMETRIA FRACTAL EN LA NATURALEZA Y LASCIENCIAS.

¢Qué significado preciso tiene decir que un objeto real, tal como una costa o la red
capilar del sistema venoso, es un fractal? Lo que queremos decir con elo es que
podemos definir un modelo matematico fractal que aproxime satisfactoriamente al
objeto real en toda una franja de escalas limitada por ciertos valores maximo y minimo
gue llamamos corte superior e inferior, segin Mandelbrot.

Segln lo expuesto en € parrafo anterior, en e mundo real no existen fractales, a

igual que tampoco existen rectas ni esferas. Hablar de dimension fractal de una costa no
es mas absurdo que hablar del radio de la Tierra.

4.1. Fronteras.

Las fronteras de separacion entre diferentes medios fisicos, biologicos o sociaes
proporcionan a menudo excelentes gemplos de sistemas que se pueden analizar
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mediante fractales. Un gemplo clasico es € de las costas, pero pueden ser |os bordes de
una nube, una superficie montafiosa, la frontera entre dos paises, etc.

Los célebres Conjuntos de Julia son también fronteras (matematicas) entre regiones
del plano eigual sucede con € Conjunto de Mandelbrot.

La determinacién histérica de una frontera es un proceso semejante a la formacion
de una curva fractal del tipo de la curva de Koch. Concretando, mediante smulacion |, la
curva de Koch que simula la costa de Gran Bretafia tiene dimension de Hausdorff igual
a1’ 26128, mientras que empiricamente, Richardson obtuvo el valor de 1'3.

4.2. Arboles.

Desde € punto de vista matematico, un abol es un conjunto de puntos o vértices
(que serian los nudos de ramificacién de los arboles boténicos), unidos entre si por arcos
(ramas) de forma que s caminamos desde un vértice por una sucesion consecutiva de
arcos diferentes, nunca regresaremos a vértice de partida.

Este modelo resulta aceptable de forma obvia y en primera aproximacion para

alguno de los objetos naturales. Una red fluviad es un modelo natural de curva
caracteristica de conjuntos fractales como la curva de Peano o de Hilbert

4.3. Movimiento Browniano.

En 1827, Brown descubrié como minusculas particulas de polen en una suspension
acuosa realizaban una complicada danza compuesta de una sucesion de longitud y
direccion aeatorias.

En 1905, Albert Einstein publico un estudio del Movimiento Browniano basado en
lateoria cinética de |os gases, que posteriormente permitio a Prrin calcular € nimero de
Avogadro.

En 1923, Wiener construyé un modelo matematico de tipo aleatorio que describe €l
movimiento browniano con precision satisfactoria. EI modelo de Wiener reflegja el
comportamiento de variados fenébmenos naturales en los que interviene el azar.

Un camino Browniano es continuo, pero sus cambios permanentes y bruscos de
direccion causan, como en las curvas de Koch o de Hilbert, su no diferenciabilidad.

Sin embargo, las caracteristicas de regularidad internas del movimiento browniano
son de naturaleza esencialmente diferente a las que poseen las curvas anteriores. En este
caso existe una regularidad de tipo estadistico que permite clarificar e movimiento
browniano como un Fractal Aleatorio.

Utilizando gréficos de movimientos fractales brownianos definidos como funciones
de dos varables, Mandelbrot y otros han conseguido paisgjes fractales tan realistas que,
al verlos, resulta dificil de imaginar que no son fotos tomadas de paisgjes reales. En la
figura siguiente aparece un esquema de paisge fractal obtenido por ese procedimiento.
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Si se corta e gréfico por cualquier plano vertical se obtiene € gréfico de un movimiento
browniano fraccionario unidimensional.
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