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RESUMEN LIMITES Y CONTINUIDAD

Limite de una funcién en un punto

El limite de la funcidn f(x) en el punto xo, es el valor al que se acercan las imagenes

(las y) cuando los originales (las x) se acercan al valorxy. Es decir el valor al que

tienden las imagenes cuando los originales tienden a xo.

Vamos a estudiar el limite de la funcién f(x) = x? en el punto xo = 2.

X f(X)
9 3,61
1,99  3,9601

1,999 3,996001

Tanto si nos acercamos a 2 por la izquierda o
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X f(x)
2,1 441
2,01 4,0401

2,001 4,004001

la derecha las imagenes se acercan a 4.
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Limites laterales

1.
2

fG0) = ¥ 5}}{{2
4 5] ¥=2

4 e
lim %% =4
O

lim 4 =4
x—2t

CURSO 2013/2014

En este caso vemos que el limite tanto por la izquierda como por la derecha cuando x

tiende a 2 es 4.

El limite de la funcidén es 4 aunque la funcién no tenga imagen en x = 2.

Para calcular el limite de una funcion en un punto, no nos interesa lo que sucede

en dicho punto sino a su alrededor.

2.
-1 sj
f(x)=40 si
1 si
lim -1 =-1
=0
lim 1 =1
w—0t

Como no coinciden los limites laterales, la funcidén no tiene limite en x = 0.
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Limite infinito

Limite cuando x tiende a infinito

Ejemplos
limX+L g lim XL _
vow oy — ] e w — ]
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2 2
lim =to lim —)
T | N v |
™
. S
lim = —€0 lim =
PR v | xaw ¥ — ]

Fad
Fal
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Operaciones con infinito

Sumas con infinito

Infinito mas un nimero

wtl =

Infinito mas infinito

o0 4 C0 = oD

Infinito menos infinito

w—oo — Jnd

Productos con infinito

Infinito por un nimero

00 « (+K) = +u Si k0

Infinito por infinito

00 = 00 =00

Infinito por cero

Cocientes con infinito y cero

Cero partido por un niimero

~_-0
k

Un ndimero partido por cero
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Infinito partido por un niimero

Cero partido por infinito

O9_9

4]

Infinito partido por cero

— =00

0

Cero partido por cero

g—}Ind

0

Infinito partido por infinito

® 5ind
[ 4]

Potencias con infinito y cero

Un namero elevado a cero

K =1

Cero elevado a cero

0" - Ind

Infinito elevado a cero

o = Ind

Cero elevado a un niimero

o* _ 0 si k>0
o si k<0
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Un namero elevado a infinito

kel si K=0
“lo si O<k<1

Cero elevado a infinito

0= =0

Infinito elevado a infinito

= O

Uno elevado a infinito

1™ —= Ind
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Céalculo del limite en un punto

Si f(x) es una funcién usual (polindmicas, racionales, radicales, exponenciales,

logaritmicas, etc.) y esta definida en el punto a, entonces se suele cumplir que:

im=-fa)

Es decir: para calcular el limite se sustituye en la funcidn el valor al que tienden las x.

lim{—»® -5x+6)=-1*-5.146=0

x—31
- X -2 P -2 7
lim — == =—L
®23 }° —OX+2 3°-5-3+2 4
Iirr:(«f}{z +3}{—J}{2+}{):(412+3.1_\}12 +1)=2_@
lim /%
No podemos calcular ®—3*—2 porque el dominio de definicién esta en el intervalo [0,

o), por tanto no puede tomar valores que se acerquen a —2.

x2 -9
|IrTI2—
Sin embargo si podemos calcular x=+3 X _5}{+6, porque aunque 3 no pertenezca

al dominio, D= R - {2, 3}, si podemos tomar valores del dominio tan préximos a 3

como queramos.
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Cdélculo del limite en una funcion definida a trozos

En primer lugar tenemos que estudiar los limites laterales en los puntos de unién de

los diferentes trozos.
Si coinciden, este es el valor del limite.

Si no coinciden, el limite no existe.

1 Si X «<—1
F(x)=4x* Si -1=x <1
s si x =1
En x = —1, los limites laterales son:
Iim 1=1

Por la izquierda: *—=*-4"

lim x*=1
Por la derecha: *+1*

Como en ambos casos coinciden, el limite existe y vale 1.

En x = 1, los limites laterales son:

lim x? =1
Por la izquierda: ¥~
lim 2=2

Por la derecha: *-#1*

Como no coinciden los limites laterales no tiene limite en x = 1.
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Calculo de limites cuando x tiende o

Limite de funciones polinédmicas en el infinito

El limite cuando x — o de una funciéon polinémica es +o 0 — segiin que el término de
mayor grado sea positivo o negativo.

Ejemplos

1. hHm Bx* +3° -2x)=w

" 3w

o lim (=3¢ + 5% +6) =

Limite de la inversa de un polinomio en el infinito

Si P(x) es un polinomio, entonces:

1
lim

O

Ejemplo

Calculo de limites cuando x - —

lim f(x)=Ilim f{-x)

X3 —wm X3w
Ejemplos

1 Iim@G@x? +3x —2:)=1limBx* - x* +2x)=w

" H—wm H—3wm

2 lim (-x* +5x +6) = lim{-x* - 5x + 6) = -

3.1im +/2x? —-8x -3 =Ij_)rr-]\{'2(—x}2 -8(-x)-3=1limy2x* +8x -3 -w

X3 —wm

4. lim +fx? 5X—|IITI\"( x) -5(-x)=limy-x*+5x

X—3 —m X—m X 3w

No existe el limite, porque el radicando toma valores negativos.
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Una indeterminacion no significa que el limite no exista o no se pueda determinar,

sino que la aplicacién de las propiedades de los limites tal como las hemos enunciadas

no son validas.

En estos casos hay que efectuar operaciones particulares para resolver cada una de

las indeterminaciones.

Tipos de indeterminacién

1. Infinito partido por infinito

® 5ind
[ 4]

. Infinito menos infinito

w—co — Ihd

. Cero partido por cero

g—}Ind

0

. Cero por infinito

. Cero elevado a cero

0" - Ind

. Infinito elevado a cero

o — Ind

. Uno elevado a infinito

1 —= Ind
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Limite de un nimero partido por cero
k
0

El limite puede ser +o, —© o0 no tener limite.

Ejemplos

Calcular el limite:

. x-1 -2
1. lim=—=_=
=>1x4+1 0

Tomamos los limites laterales para determinar el signo de .

Si le damos a la x un valor que se acerque a —1 por la izquierda como —1,1; tanto el
numerador como denominador son negativos, por tanto el limite por la izquierda sera:

+ 0o,

1m =
—>1x 41

x-1_(3)__
()

Si le damos a la x un valor que se acerque a -1 por la derecha como -0,9. EI
numerador sera negativo y el denominador positivo, por tanto el limite por la derecha

sera: —oo,

x-1 (=)

odx+1 (4)

Como no coinciden los limites laterales, la funcion no tiene limite cuando x —

-1.
. 1 1
2. lim—==
x—30 w D
. 1
lim — = > =0
x—=20" X (D—)
1 1
lim == > =00

.1
lim—=c
x—30 XE
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Indeterminacién infinito partido infinito

[+ 4]
[+4)
Para resolver resolver la indeterminacion infinito partido infinito podemos utilizar uno de

estos dos métodos:

1. Por comparacién de infinitos
1. El numerador tiene mayor grado que el denominador.

L2 3
lim————=
H—3wx }{ _}{

El limite es «

2.El denominador tiene mayor grado que el numerador.

2% — 3%°
lim—s——>—=0
H o }{ _}{

El limite es O

3.Numerador y denominador tienen el mismo grado.

lim 2% =3%* _2
® 3w 3}{5 _}{3 - 3

Al tener el mismo grado el limite es el cociente entre los coeficientes de mayor

grado.
Ejemplos
11im> —e
K-am PN
El numerador es un infinito de orden superior.

2. lim2. =0

H =

El denominador es un infinito de orden superior.

7
3. im¥ -2 _g

¥ 3w }{4 _]_

7 : .
Como 4 » — el denominador tiene mayor orden.

José Aurelio Pina Romero. www.pinae.es
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4.1im '290C 1) _ g

® 2w }{ -5
El denominador tiene mavyor orden.

. 2"
B 3w W

El numerador tiene mavyor orden.
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Indeterminacién cero partido cero

0

0

Vamos a estudiar la indeterminacion 0/0 en dos casos:

Caso 1. Funcion racional

CURSO 2013/2014

Se descomponen en factores los polinomios y se simplifica la fraccion.

Ejemplos
1 lim X*+2x+1 _0
R | XE -1 - 0

lim x? +2x%x +1 _0
x—3-1 XE—]_ _D

(x+1) (%
J|r|—>1[x+1)(x 1) =m X

El limite es 0.

i |
Ilrn—
St x? 4 2% 41

1 -1

[x+ )[xz )=Iim}c
x—3—1 [X'l‘].)

DID

Tomamos limites laterales:

Xx-1_
lim
1" x +1

. x -1
lim
x>-1"x 41

= —0

No tiene limite en x = —1

Caso 2. Funcion con radicales

+1) 0

-1 -2

-1 -2

—»ax 4+l 0

En primer lugar multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de la

expresion irracional.

Realizamos las operaciones y simplificamos la fraccion.

José Aurelio Pina Romero. www.pinae.es
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) 0
lim

X

#81_JI-x 0O

lim ®x(1++1-x) _

0 (1 - f1 —x W1 +41-x)

_lim x(1+d1—x):|im ®x(1++1-x)
X

x=0 ] _(]_ —X) x—30

LII;I"]I (1+J1-x)=2
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Indeterminacion infinito menos infinito

o — O
Para resolver la indeterminacion oo — oo tenemos varios métodos:
1. Por comparacién de infinitos

lm{x’ —x® +x* - x* )=

X

Por tener x* mavyor orden.

limx® -—yx+3=c0

X—rwm

Por tener x* mavyor orden.

lim x® —«x*> +3 = —o

X

Porque g > 2

lim(3* —fx? -2) =

3* tiene mayor orden

2. Con funciones racionales
Ponemos a comUn denominador.

I [X’—l X +5 )
im —
3\ x -3 x*-4X+3

. X -1 X +9 o
lim - =—
»>3I\x -3 x*-4X+3)
. (X -2x+1D)—(x+5) . x*-3x-4 -4
lim =lim =—
X3 (x-3)Xx-1) 2 ({x-3)x-1) 0

Calculamos los limites | aterales
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x*-3x-4
|I —oo
H?(x 3(x-1)

) X -—3x -4
lim -
w—p It (x - 3)(}: - 1)

Mo tiene limite

3. Con funciones irracionales

CURSO 2013/2014

Cuando se trata de funciones irracionales podemos multiplicar y dividir por el conjugado.

Ij_r;rl(xfxz —2 —Jx¥+x)=w—00

[(sz —2 = Nx% X)X -2 %P +x)]

I
#oo (Jx2 -2 ++x? +x)

Exle -2-x

-7 X

=lim

2 2

X X X X

José Aurelio Pina Romero. www.pinae.es
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Continuidad de una funcién

Una idea intuitiva de funcién continua se tiene al considerar que su grafica es continua,

en el sentido que se puede dibujar sin levantar el lapiz de la hoja de papel.

Continuidad de una funcién en un punto

Se dice que una funcidén f(x) es continua en un punto x = a si y sblo si se cumplen

las tres condiciones siguientes:

1. Que el punto x = a tenga imagen.

If(a)

2. Que exista el limite de la funcién en el punto x = a.

Ellxi_rﬂ f(x)elim f(x)=lim f(x)

3. Que la imagen del punto coincida con el limite de la funciéon en el punto.
fa)=limf({x)
X33
Ejemplo
x? si x <2

Estudiar la continuidad de f(X)= . en x = 2
4 8§51 x=22

1. La funcidn tiene imagen en x = 2.
f(2)= 4

2. La funcidn tiene limite en x = 2 porque coinciden los limites laterales.

Iirg_ x? =4

Iirr21 fix)=4
lim 4 =4
x—3—2

José Aurelio Pina Romero. www.pinae.es 20
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3. En x = 2 la imagen coincide con el limite

f(2)= LIL'I;I f(x)

En la grafica podemos comprobar que es continua.

José Aurelio Pina Romero. www.pinae.es 21
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Concepto de funcion

Dados dos conjuntos A y B, [lamamos funcién a la correspondencia de A en
B en la cual todos los elementos de A tienen a lo sumo una imagen en B, es

decir una imagen o ninguna.

Funcién real de variable real es toda correspondencia f que asocia a
cada elemento de un determinado subconjunto de nimeros reales, llamado

dominio, otro nimero real.

fip — R

x — ™ f(x)=y

El subconjunto en el que se define la funcién se Ilama dominio o campo

existencia de la funcion. Se designa por D.

El numero x perteneciente al dominio de Ila funciéon recibe el nombre

de variable independiente.

Al numero, y, asociado por f al valor x, se le Ilama variable

dependiente. La imagen de x se designa por f(x). Luego

y= f(x)

Se denomina recorrido de una funcién al conjunto de los valores reales

que toma la variable y o f(x).
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Dominio de una funcion

El dominio es el conjunto de elementos que tienen imagen.

p={x€ R/ It

Conjunto inicial Conjunto final Dominio Conjunto imagen o recorrido
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Estudio del dominio de una funcion

Dominio de la funcion polinémica entera

El dominio es R, cualquier nimero real tiene imagen.

f(x)= x>-5x + 6 D=R

Dominio de la funcion racional

El dominio es R menos los valores que anulan al denominador (no puede

existir un nimero cuyo denominador sea cero).

Z2x -5
f(x)=
0 ¥ -5+ 6
%2 -5% + 6=0 D=R-{2,3)
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Asintotas

Las asintotas son rectas a las cuales la funcidon se va acercando indefinidamente.
Hay tres tipos de asintotas:

Asintotas horizontales

lim F(x) =k
o y =Kk
LEnf(x):k
Ejemplo

Calcular las asintotas horizontales de la funcidn:

2x% +3
f ==z -
(x) Ve
. 2x%x*+3
lim=—__—_—-=2 =2
X—wm xz—]_ F
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Asintotas verticales

Iirr;f(x):im x =Kk

Consideramos que el resultado del limite es o si tenemos un numero real partido por
cero.K son los puntos que no pertenecen al dominio de la funcién (en las

funciones racionales).
Ejemplo

Calcular las asintotas verticales de la funcidn:

2x% +3
F) =25
I 2x*+3 _ w1
x—3-1 XZ_]_ -
I 2x*+3 _ w1
x—31 XZ_]_ - -
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Asintotas oblicuas

YV =mMx +n

m:limm nzlj_r;rl[f(x)—mx]

X —Fwr x

Sélo  hallaremos las asintotas oblicuas cuando no haya asintotas

horizontales.
Ejemplo

Calcular las asintotas de la funcidn:

x?+2
==

Asintotas horizontales
. X242
Iim————=w

X w X-E -

No hay asintotas horizontales

Asintotas verticales

lim x% 42 _
xs2 X —2
X =2
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Asintotas oblicuas
x% 42

2
. _ . xS +2
m=|lmx—2=|lm2—=1
X 3w X x—}nx _Ex

X—m

y=X+2
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