TEMA 2: ALGEBRA DE MATRICES
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BAREM DE L'EXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A o B, i s"han de fer els tres problemes d’aquesta opclo.

Cada problema puntua fins a 10 punts

La qualificacid de l'exercici s 1a suma de Jes qualificacions de cads problema dividada entye 3, 1 aproximada a les cemésunes

Cada estudiant pot disposar d'una calenladoca crentifica o grafica. Se'n prohubeix 1a unlitzacio mdegda (guardar formules o text en memdna)
S'use 0 0o 1a calenladora, els resulrats analitics 1 grafics han d'estar sempre degy it yusnificats

BAREMO DEL EXAMEN Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, y s¢ han de hacer los tres problemas de esa opeion,

Cada problema se puntuara hasta 10 punios

La calificaczon del ejeraacio sera I3 suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproximada a s cemtésimas

Cala estudsante podra disponer de una caleuladora crentifica o grafica. Se prohibe s unlizacion mdebida (guardar fornmlas o texto en memona)
Seutlice 0 10 1a calculadora. los resultados analiticos v graficos deberdn estar ssempre debidamente rustificados

OPCION A
Problema A.1. Dado el sistema de ecuaciones lineales:
X+ 2y +3z=1

X+ ay +3z=2
2x+ (2+a)y +6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible. (4 puntos)

1 2 31 copr (Y2 31 1 2 31

1 a 32> —|0 a-2 0{1|—>F3-F20 a-2 01
; F3-2F1 ; ;

2 (2+a) 63 0 a-2 01 0 0 00

Nosqueda(a-2)y =1
Sia = 2.El sistemaes incompatible.
Sia # 2.El sistemaes compatibleindeterminado.

b) Discute si existe algun valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado. (2 puntos)

No hay ningun valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado, puesto que nos quedamos
con mas incognitas que ecuaciones.

¢) Resuelve el sistema para a=0. ( 4 puntos)

Partiendo de (a - 2)y =l>-2y=l>y= _?1 , pero como se trata de un sistema compatible

indeterminado, una de las incognitas hay que ponerla en funcion de un parametro. z = A4

Despejando: X+2y+3z=1—->x=1-2y-3z —>x:1-2(_—21)—3/1—>x:—31+2




Solucioén: (-3& +2, _—21,/1}/1 eR

100 2 1 1
Problema A.2. Dadas las matrices cuadradas 1 ={0 1 0|y 2 3 2
001 —3 3 2
a) Calcular las matrices (A-1)> y A(A-21). (5 puntos)
2 1 1 100 1 1 1
A-h=1|2 3 2|-|0 1 0[|=[2 2 2
-3 -3 -2/ 0 0 1) (-3 -3 -3
1 1 1)(1 1 1 000
A-1¥ =2 2 2||12 2 2]|=|0 0 0|—>Matriznula
-3 -3 -3J(-3 -3 -3) (00O
2 1 1 1 00) (2 1 1)Y(200) (0 1 1
(A-2h)=|2 3 21]-20 1 0|=|2 3 2|-|0 2 0|=l2 1 2
-3 -3 -2 001) (-3 -3 -2) (00 2) (-3 -3 -4
2 1 1)(0 1 1 -1 0 0
AA-2)=2 3 2|]|2 1 2|=[0 -1 0 |=-I,
-3 -3 -2J|-3 -3 -4 0 0 -1
b) Determinar el valor del pardmetro real A para el que se verifica que
At=X1(A-21). (5 puntos)
211;100F2Fl 1 1.1 00 2 111 00
2 3 21010 >0 2 1:i-1 1 0P2F3+3F2—[0 2 1:-1 1 0
; 2F3+3F1 ; ;
-3 -3 -2:0 0 1 -3 -1:3 0 2 0013 3 4
401;/3 -10 4000 -4 -4
2F1-F2/0 2 1:-1 1 OJF1-F3—-[0 2 1'-1 1 0
001:3 3 4 0013 3 4
400;0—4—4F1/4 1000 -1 -1 0 -1 -1
F2-F3—[0 2 0/ -4 -2 -4 Foyp |0 1 0i-2 -1 -2|>A'=|-2 -1 -2
0013 3 001:3 3 4 3 3 4
At=L(A-21)



0o -1 -1 o 1 1 0o -1 -1 0 A A
-2 -1 -2/=42 1 2 |->|-2 -1 -2|=| 24 A 20 |>A=-1
3 3 4 -3 -3 -4 3 3 4 -31 -31 -44

. 1 -1 X i
Problema A.3 Dada la matriz A= [2 4 Jy el vector X = ( J se pide obtener razonadamente
y
a) El vector X talque A X=0X. (3 puntos).
A X =0X

1 -1\x X Xx—y=0
=0 — > X=y—>2y+6y=0—>y=0,x=0
2 4 \y y 2x+4y =0

b) Todos los vectores X talesque A X=3X. (4 puntos).

1 -1Y)x X X—y =3X -2x-y=0 -1
=3 | — - 2X-y=0->y=A,x=—
2 4 )\y y 2X+4y =3y 2x+y=0 2

Como hay una fila que esta en funcion de la otra, se puede eliminar. En este caso, se elimina la
segunda ecuacion.

Solucion: (x,y)= (%,ljj cR

c) Todos los vectores X talesque A X =2X. (3 puntos).

1 -1\ x X X—Yy =2X -Xx-y=0
=2 - - > X-y=0->y=4,x=-4
2 4 \y y 2X+4y =2y 2x+2y=0

Como hay una fila que esta en funcion de la otra, se puede eliminar. En este caso, se elimina la
segunda ecuacion.

Solucion: |(x,y)= (- 4,2), 1 e R

10
Se dan las matrices | = [O J y M, donde M es una matriz de dos filas y dos columnas que

verifica M? = M. Comprobar razonadamente que la matriz P =1 —M cumple las relaciones: P? =
P y MP=PM. (4 puntos, repartidos en 2 puntos por cada igualdad)




P?=P
PP=(I-M)-(1-M)=12=IM=MI+M?=1-2IM+M =1 -2M +M = | =M
MP = PM

MP=M-(I-M)=M-M?=M-M =0
PM=(I-M)M=M-M?=M-M =0
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BAREM DE L'EXAMEN: Cal elegir sols UNA de les dues OPCIONS, A 0 B, i s"han de fer els tres problemes d’aguesta opelo.

Cada problema puatua fins a 10 punts.

La qualificacid de l'exercici €5 1a suma de Jes qualtficacions de cada problema divdada enre 3, 1 aproximada a les cemésumes.

Cada estudaam pot disposar d'una calenladoes crentifica o grafica. Se'n proluberx 1a unlitzac:d mdegda (guardar formules o text en meména)
S'use 0 no 1a calenladora, els resulrats analitics 1 grafics han d'estar sempre degudament yustficars

BAREMO DEL EXAMEN Se elegira solo UNA de las dos OPCIONES, A 0 B, ¥ se han de hacer los tres problemas de esa opcion,
Cada problema se puntuara hasta 10 punios

La calificacson del ejercicio sera [a suma de las calificaciones de cada problema dividida entre 3 v aproxumada a ks centésimas

Cada estudsante podra disponer de una calculadora crentifica o grafica. Se prohibe su unlizacidn mdebida (guardar formmlas o texto en memona)
Seutilice 0 1o la calculadora. los resultados analiticos v graficos deberin estar ssempre debidamente pustificados.

OPCION B
X +y +z =m
Problema B.1. Sea el sistema de ecuaciones S :<2x +3z =2m+1

X +3y +(m-2)z=m-1

donde m es un parametro real. Obtener razonadamente:

a) Todas las soluciones del sistema S cuando m =2. (4 puntos)

11 1:2 1 1 1:2 1 1 1:i2
+ [F2-2F1 5 5
2 0 3.5 F3 F1—>0—2 1.1|F3+F2—>|0 -2 1.1|— SCI
1 301 0 2 -1i-1 0 0 00
z=21
A-1
y="=
X:Z—E—1:4_l+l_2ﬂ“:5_3i
2 2 2
< 5-31 41-1
Solucién: (x,y,z):(T,—,ﬁ.j,ﬂ eR

b) Todos los valores de m para los que el sistema S tiene una solucién Unica. (2 puntos)



11 1 m 1 1 1 im 1 1 1 m

= F2-2F1 = =
20 3 ‘amell o0 -2 1 1 F3+F2510 -2 1 i1
1 3 m-2' m-1 0 2 m-3:i-1 0 0 m-2:0

Nos queda que: (m—2)z =0

Sim=2— 0z =0 — Sistema Compatble Indeterminado
Sim # 2 — Sistema Compatible Determinad o.

31
c) Elvalor de m parael que el sistema S admite la solucion (x,y,z) :(2,‘2’0j (4 puntos)

. 3 1
x+y+z:m—>§—5+0:m—>m:1

Perohay que comprobarque se cumpleen todaslas ecuaciones
2X+3z=2m+1—->3=2m+1—>2=2m—->m=1

Solucion:

. . 10
Problema B.2. Sean |l y A las matrices cuadradas siguientes: | =( j,A=

17 29
01

.Se pide
-10 —17] P

calcular, escribiendo explicitamente las operaciones necesarias:

a) Las matrices A2 y A3, (5 puntos).

o (17 29Y\(17 29) (-1 0

A2 = : = =1,
-10 -17)(-10 -17) (0 -1

-17 —29j

A= A2 A=—].A=
10 17

b) Los nimeros «y B para los que se verifica (I + A)‘°’ = ol + FA .(5 puntos).

Primera forma de solucionarlo
10 17 29 18 29
(1+A)= + =
0 1 -10 -17 -10 -18
) 18 29 18 29 34 58
(1+A) = . =
-10 -18) {(-10 -18 -20 -34

(I+A)3=(|+A)2_(|+A):(34 58)(18 29}2(32 Ssj

-20 -34)\-10 -18 -20 -36



(1+Af =al + A
_ p=2
(32 58J= (1 oj+ﬂ(17 29j=(a+17ﬂ 298 j_) 8=29F 30l 4434

~20 -36) 0 1) 7\-10 -17)7( ~10p a-178) 32=a+17p _
=2
Solucion: p
a=-2

Segunda forma de solucionarlo

A?=—| AP =-A
I+ A =(1+ AP -1+ A)=(1+2A+ A2)-(1+ A) = (1 + 2A— 11 + A) = 2A(1 + A) = 2A+ 2A =

=2A-21 =21 +2A
(1+Af =-21+2A 252
(1+AP =al + A ’

. 6 4 y .
Problema B.3. Dadas las matrices A= 1 1) y X= se pide:
y

a) Los valore de « para los que (0 es la Unica solucion de la ecuacion matricial AX = aX (5

puntos).

AX =aX
6 4)(x X 6x+4y) (ax 6x+4y=a-x [(6-—a)x+4y=0
1 =a |> = — —
-1 1) \y y -x+y) \ay —X+y=a-y |-x+@-a)y=0

6-2)x+4y=0 4x+4y =0
a=2—>{(x )+ y= —>{ Y — SCI

+(1-2)y = —x-y=0
PN (6—5)x+4y:0_> Xx+4y =0 L scl
~Xx+(@1-5)y=0 ~|-x-4y=0

Parael restode valoresel sistema tiene la solucion trivial.

Solucion: |a e R—{2,5}

b) Resolver la ecuacion matricial A X = 2X. (5 puntos).



6 4\x X 6Xx+4y 2X 6X +4y = 2x 4x+4y =0
=2 |—> = - — > y=Ax=-1
-1 1)y y —-X+Yy 2y —-X+y=2y -X-y=0

Como hay una fila que esta en funcion de la otra, se puede eliminar. En este caso, se elimina la
segunda ecuacion.

Solucion: |(x,y)=(-=2,4),A e R

. 10 _ :
Se dan las matrices | = ( 1] y M, donde M es una matriz de dos filas y dos columnas que

verifica M?= M. Comprobar razonadamente que la matriz P =1 —M cumple las relaciones: P* =
P y MP=PM. (4 puntos, repartidos en 2 puntos por cada igualdad)

P?=P
PP=(I-M)-(1-M)=12=IM=MI+M?=1-2IM+M = -2M +M = | - M
MP = PM

MP=M-(I-M)=M-M?=M-M =0
PM=(1-M)M=M-M?*=M-M =0



